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ESERCIZIO TTIPO 8

W:{<a b) ‘a,b,ce(C}.
0 c

W & un sottospazio di M3(C) (non ne ¢ richiesta la verifica); in particolare W
€ uno spazio vettoriale. L’insieme

2 0 2 3 2 6
s={a-(00) -0 »-(5)
0 0 10 —4 0
= o) o=l e-(i' 1))

¢ un insieme di generatori di W (non ne ¢ richiesta la verifica). Si trovi una
base di W contenuta in S .

Sia

“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in & vettori che siano combinazioni lineari degli
altri vettoridi & 7

Cy= <8 8) e senz’altro combinazione degli altri:

Cys =0 =0C; +0Cz2 4 0C3 + 0C5 + 0Ce,

per cui togliamo subito C4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali

vettori di 8§ che siano nulli), e poniamo

2 0 2 3 2 6
81:{ Clz<0 0)7 C2:(0 0)7 C3:(0 0)7
1 0 -4 0
(1) e-(i" o)}

20 passaggio. & | ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in
S 1 vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & 1 7



Poiche ) )
C, = —506 =0C3 +0C3 +0C5 — 506

ma anche
Cg = —2C; = -2C1 +0C5 +0C3 + 0Cs5

possiamo togliere da &8 ; il vettore Cy, oppure possiamo togliere da & ; il vet-
tore Cg, ottenendo ancora un insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo
se tra i vettori di & ; ci siano coppie di vettori di cui I’uno & multiplo
dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei
due vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia Cq, Cg e scegliamo
di togliere Cg.

Poniamo
2 0 2 3 2 6 1 0
sa={on=( o)ie= (5 §)iea= (0 o)ie=o 1)}

30 passaggio. S , ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in
S 5 vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di & o ?

Sia a1 C1+asCa+a3C3+a4Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori
di 8 5. Allora da

0 0 2 0 2 3 2 6 1 0
6 0) =2 o)t (e 8)rarlC 8) el 1)
_<2a1+2a2+2a3+a4 3a2—|—6a3)

0 Oy
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, o, g, iy
201 + 2a0 + 2a3 + a4 =0

3as + 6a3 =0
a4:0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

1] 0 Bx($)Ex(d) L
0] 0] ——— [0 1 2
1] 0 00 0

per cui il sistema e equivalente al sistema

= ON=
o OO

2 2
0 3
0 0

O O N

041+042+Oé3+%044:0
() as +2a3 =0
CJé4:O



il cui insieme delle soluzioni ¢

h
_Zh |lh e R
0
1
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio 712 (si ponga h = 1), si
0

ottiene

C;—-2C2;+C3 =0,
per cui C1,C3 e C3 sono combinazioni lineari degli altri elementi di & 5 e
ciascuno di loro pué essere scelto come elemento da eliminare da 8 .

N.B.: invece Cs, non essendo combinazione lineare degli altri elementi
di S 5, non puo essere eliminato da S ».

Scegliamo di togliere da 8 5 la matrice Cg (combinazione lineare degli altri
elementi di 8§ 2) e poniamo

si-fe= (3 0)iea= (3 3)sen= (3 1)

49 passaggio. &S 3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in
S 3 vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & g ?

Sia a1Cq1 + a9Cs + a3Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di
S 3. Allora da

0 0 —a 2 0 Lo 2 3 Lo 1 0\ (201 +2a3 +a3 3as
o0/ "t\o o 2\o 0 B\o 1)~ 0 a3
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, as, ag
2001 + 200 + a3 =0

3042:0
OégZO

Si puo vedere direttamente oppure facendo una E.G. sulla sua matrice aumen-
tata:
2.2 1 | 0\ pmg (11
03 01 0 —_— 0 1 |
001 | 0 0 0 |

che I'unica soluzione del sistema & quella nulla. Dunque & 3 & linearmente
indipendente, ed & una base di W contenuta in S .
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