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PROGRAMMA SVOLTO

Il testo di riferimento &: Algebra Lineare, E. Gregorio, S. Salce, ed. Libreria Progetto Padova

27/11/06 Matrici. Esempi. Tipi particolari di matrici. Prodotto di una matrice per uno scalare. Somma
di due matrici. Proprieta della somma e del prodotto per uno scalare. Prodotto di un vettore riga per un
vettore colonna.

Dal libro: Da pag. 1 a pag. 7.

Esercizi per casa: Esercizio 1 delle Esercitazioni *1.

28/11/06 Prodotto righe per colonne di matrici. Esempi. Proprieta del prodotto righe per colonne. Pre-
moltiplicazione e postmoltiplicazione per matrici diagonali. Il prodotto righe per colonne non & commutativo.
Trasposta, coniugata ed H-trasposta di una matrice.

Dal libro: Da pag. 7 a pag. 14.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3, 4, 5 delle Esercitazioni *1.

29/11/06 Matrici simmetriche, anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane e loro proprieta. Parte
hermitiana ed anti-hermitiana di una matrice quadrata. Potenze di matrici quadrate. Esercizi teorici.

Dal libro: Da pag. 14 a pag. 16.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 delle Esercitazioni *1.

4/12/06 Sottomatrici. Decomposizione a blocchi e operazioni a blocchi. Casi particolari di decomposizioni
a blocchi. Scrittura matriciale di un sistema lineare. Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema.

Dal libro: Da pag. 17 a pag. 21.

Esercizi per casa: Esercizio 8 delle Esercitazioni *1.

5/12/06 Operazioni elementari sulle righe di una matrice. Eliminazione di Gauss (EG). Forma ridotta di
Gauss di una matrice, colonne dominanti, colonne libere. Esempi.

Dal libro: Da pag. 21 a pag. 22. Nota 1 sulle operazioni elementari (file sulla pag. web),

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *2.

6/12/06 Risoluzione di sistemi lineari. Esempi di sistemi lineari senza soluzioni, con un’unica soluzione,
con infinite soluzioni. Esercizi Tipo 1 e 2.

Dal libro: Da pag. 23 a pag. 30.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 delle Esercitazioni *2.

11/12/06 Rango di una matrice. Inverse destre, sinistre bilatere. Esempi. Inverse di matrici 2 x 2.
Criterio per l'esistenza di una inversa destra e sua costruzione.
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Dal libro: Da pag. 30 a pag. 36. Nota 2: osservazioni sul rango di una matrice (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *3.

12/12/06 Esercizio Tipo 3. Come costruire l'inversa sinistra di una matrice la cui trasposta abbia
un’inversa destra (esempio numerico: esercizio Tipo 3 bis). Criterio per esistenza di una inversa sinistra.
Algoritmo di Gauss-Jordan per il calcolo dell’inversa. Esercizio Tipo 4.

Dal libro: Da pag. 41 a pag. 46.

Esercizi per casa: Esercizi 3, 4 e 5 delle Esercitazioni *3.

13/12/06 Spazi vettoriali. Esempi. Sottospazi vettoriali. Esempi ed esercizi.
Dal libro: Da pag. 63 a meta pag. 70.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 e 8 delle Esercitazioni *3.

18/12/06 Lo spazio nullo di una matrice. Insiemi di vettori. Sottoinsiemi ed unioni di insiemi di vettori.
Combinazioni lineari. Sottospazi generati da insiemi di vettori. Insiemi di generatori. Esercizio Tipo 5.

Dal libro: Da pag. 71 a meta pag. 73.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *4.

19/12/06 Esempi di insiemi di generatori. Insiemi di vettori linearmente dipendenti e insiemi di vettori
linearmente indipendenti. Esercizio Tipo 6.

Dal libro: Da pag. 73 a pag. 76.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 delle Esercitazioni *4.

20/12/06 Basi. Esempi di basi. Caratterizzazione delle basi come insiemi di generatori minimali. Ogni
spazio vettoriale finitamente generato ha una base. Come estrarre una base da un insieme di generatori.
Caratterizzazioni delle basi come insiemi linearmente indipendenti massimali. Esercizio Tipo 7.

Dal libro: Da pag. 77 a pag. 83 e Teorema 3.13 e 3.14 pag. 86.

Esercizi per casa: Esercizi 5 e 6 delle Esercitazioni *4.

8/1/07 Teorema 3.7 (Teorema di Steinitz). Teorema 3.10 (equipotenza delle basi di uno spazio vettoriale
finitamente generato). Dimensione di uno spazio vettoriale. Enunciato Prop. 3.17. Definizione di somma e
di somma diretta di sottospazi. Applicazioni lineari. Esempi. Applicazione lineare indotta da una matrice.

Dal libro: Da pag. 83 a pag. 91.

Esercizi per casa: Esercizio 7 delle Esercitazioni *4 ed esercizio 1 delle Esercitazioni *5.

9/1/07 Spazio nullo e immagine di un’applicazione lineare. Il caso di un’ applicazione lineare indotta da
una matrice. Teorema nullita+rango. Dimensione dello spazio delle colonne e dimensione dello spazio nullo
di una matrice. Esercizio Tipo 8. Basi dello spazio delle colonne e dello spazio delle righe di una matrice.

Dal libro: Da pag. 92 a pag. 103.
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Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 e 4 delle Esercitazioni *5.

10/1/07

Esercizi Tipo 9 e 10. Proprieta del rango. Basi ordinate. Coordinate di un vettore rispetto ad una base
ordinata. Esempi.

Dal libro: Teorema 5.10 a pag. 102. Da pag. 105 a pag. 106.

Esercizi per casa: Esercizio 5 delle Esercitazioni *5.

15/1/07 Applicazine delle coordinate. Matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi
su dominio e codominio. Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Esercizi Tipo 11 e 12.

Dal libro: Da pag. 106 a pag. 110.

Esercizi per casa: Esercizi 6 e 7 delle Esercitazioni *5.

16/1/07 Come cambia la matrice associata ad una applicazione lineare rispetto a fissate basi su dominio
e codominio cambiando le basi sul dominio e sul codominio. Interpretazione geometrica di R? ed R3. Regola
del parallelogramma. Norme di vettori. Le norme |||z, ||'||1 € ||'||cc- Esercizio Tipo 13.

Dal libro: Da pag. 111 a pag. 113. Appendice C: da pag. 287 a pag. 292. Da pag. 119 a pag. 124.

Esercizi per casa: Esercizio 1 delle Esercitazioni *6.

17/1/07 11 coseno dell’angolo tra due vettori di R?. Prodotti interni. Il prodotto interno standard. La
norma indotta da un prodotto interno. La diseguaglianza di Cauchy-Schwarz (enunciato). Il coseno dell’angolo
tra due vettori di uno spazio vettoriale euclideo. Esercizi Tipo 14 e 15.

Dal libro: Da pag. 125 a pag. 128 e da pag. 130 a pag. 133.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 e 4 delle Esercitazioni *6.

22/1/07 Vettori ortogonali in uno spazio euclideo. Insiemi ortogonali e basi ortogonali. Basi ortonor-
mali. L’algoritmo di Gram-Schmidt. La proiezione ortogonale di un vettore di uno spazio euclideo su di un
sottospazio, ed il suo calcolo. Esercizio Tipo 16.

Dal libro: Da pag. 140 a pag. 150.

Esercizi per casa: Esercizi0 5 delle Esercitazioni *6.

23/1/07 1l complemento ortogonale di un sottospazio di uno spazio euclideo. Nota 3: calcolo di deter-
minanti e proprietd dei determinanti (file sulla pag. web). Esercizi Tipo 17 e 18.

Dal libro: Da pag. 133 a pag. 135.

Esercizi per casa: Esercizio 6 delle Esercitazioni *7 ed esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *7.
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NOTE

Nota 1: Operazioni elementari sulle righe di una matrice

Sia A una matrice mxn. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A le tre seguenti operazioni:
e sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,

e moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,

e scambiare due righe di A.

Notazioni

e Sia B la matrice che si ottiene da A sommando alla i-esima riga di A la j-esima riga di A moltiplicata
per lo scalare ¢, ossia sia B= [bg,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti
righe di A= [ag,], e con i-esima riga il vettore riga

(b“ bia ... bm):(a¢1+caj1 ai2 + cajo ... am—|—cajn).
Per indicare che B e la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo ’operazione elementare “sommare alla
i-esima riga la j-esima riga moltiplicata per lo scalare ¢”, scriviamo:

Eij(c)

A B.

e Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo scalare ¢ (¢ # 0), ossia sia
B= [bi,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti righe di A= [a,], ed
con i-esima riga il vettore riga

(b“ bl'g bm)z(caﬂ CQ;2 cam).

Per indicare che B e la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo l'operazione elementare ”moltiplicare la
i-esima riga per lo scalare (non nullo) ¢”, scriviamo:

Ei (C)

A B.

e Sia B la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima, ossia sia B= [by,]
la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali alle corrispondenti righe di A, e con
i-esima e j-esima riga rispettivamente:

(b“ bl'g bm)z(aﬂ an ajn),

(bjl ij bjn):(a“ a;2 am).

Per indicare che B e la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo ’operazione elementare “scambiare la
i-esima riga con la j-esima riga”, scriviamo:

ALB

N.B. I simboli E;;(c), E;(c) e E;; rappresentano in realtd opportune matrici, dette matrici elementari.
Abbiamo scelto, con abuso di notazione, di indicare le operazioni elementari sulle righe di una matrice con gli
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stessi simboli con cui vengono indicate le matrici elementari poiche, come si vedra in un corso superiore, vi &
tra esse una stretta connessione.
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Nota 2: Osservazioni sul rango di una matrice

Sia A una matrice m X n. Se U; ed Us sono due forme ridotte di Gauss per A, allora il numero delle
righe non nulle di U; e uguale al numero delle righe non nulle di Uy. Cié dipende dal fatto che ’esistenza
di diverse forme ridotte di Gauss per una matrice dipende esclusivamente dalla eventuale possibilita di fare
delle scelte negli scambi di righe in una EG su A, e gli scambi di righe non decrescono il numero delle righe
non nulle.

Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss di A dipende quindi esclusivamente da A (e
non dalle operazioni elementari che si fanno in una EG su A) e si chiama il rango di A (pit avanti nel corso
daremo un’altra definizione di rango di una matrice, equivalente a questa). Si indica con il simbolo rk(A).

Siano A una matrice m x n di rango k ed U una forma ridotta di Gauss per A. Poiche ogni “scalino”di
U e “alto”una riga, allora

k = numero delle righe non nulle di U = numero delle colonne dominanti di U.

Se A una matrice m x n di rango k allora
E<m e k<n.

Infatti se U ¢ ua forma ridotta di Gauss per A allora U eém xn e

k = numero delle righe non nulle di U < numero delle righe di U =m

k = numero delle colonne dominanti di U < numero delle colonne di U =n
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Nota 3: Calcolo di determinanti

Sia A una matrice quadrata di ordine n.

Il determinante di A & un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo det(A), oppure
Det(A). Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casi n = 1,2, 3.

Il caso n=1. Se A = (a11), ¢ Det(A) = aq;.

Il caso n=2. Se A = (all 12 >, ¢ Det(A) = a11a22 — a12a91.
a21 G22

2 3

Esempio 1. Il determinante di A = ( 15

>éDet(A):2x5—3><4:10—12:—2.

. ail a2 .
Abbiamo detto che Det = @11a22 — a12a21. Osserviamo che

az1 Ga22

1+1

airase = a11(—1) """ Det (ag ) =
la somma degli indici di a
= a,ll(—l)( g ll)Det(azz) =
il determinante della matrice che

— all(_l)(la somma degli indici di a11) si ottiene da A sopprimendo

la 1¢ riga e la 1%colonna di A

L il determinante della matrice che si ottiene da A
_ 1 (la somma degli indici di a11)
- &11(— ) sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

—a12a91 = a12(—1)'Det (az; ) =

&12(—1)(1a somma degli indici di alz)Det (

a21 ) =
il determinante della matrice che
_ a12(_1)(la somma degli indici di alz) si ottiene da A sopprimendo

la 1% riga e la 2%colonna di A

la somma degli indici di a
— a12(—1)( g 12) (

il determinante della matrice che si ottiene da A
sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova ai2

Indicando con i simboli

Ci1; la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1 colonna,

Ci2 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 2% colonna,

ed inoltre
A11 = (—1)1+1Det011,

A12 = (—1)1+2Det012,
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abbiamo:

a1 @12
Det =a11A11 +ai2Aq2.
a21 G22

Si tenga a mente che aj1 ed aj2 sono gli elementi della 1° riga di A.

Quindi se A = (ZH 312> , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) & stato:
21  a22

a21 a22

(1) mettere in evidenza gli elementi della 1% riga di A: ( >,

(2) per ciascuna posizione (1, 7) della 1% riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A),
— calcolare Det(Cy ),
— calcolare (—1)117

— calcolare A; = (—1)'7Det(Cy;),

(3) calcolare il prodotto (a1 a12) (An).
Ay

a1 a2 ai3
Il caso n=3. Sia A = | a21 a2z ag3 |. Per calcolare Det(A) procediamo come abbiamo fatto nel caso
az1 asz2 as3
n=2.

][] [
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1% riga di A: as1 as9 as3
a31 az2 az3

(2) per ciascuna posizione (1, 5) della 1¢ riga di A (posto (1,1), posto (1,2) e posto (1, 3))

— costruiamo la matrice C; (ottenuta sopprimendo da A la 1¢ riga e la j—esima colonna di A):

a22 @23 az1 a23 a1  a22
Cu= ) Cp2= ) Ciz3= .
az2 ass as1  a33 as1  asz
— calcoliamo Det(Cj;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che stiamo analizzando ora (che

en=23):

Q22 A2
DetCi; = Det ) = agsasz — aszass,
azz a33

a a
DetClg = Det 2 3 = a21a33 — a23a31,
azi1 ass

a21 Aa22
DetCq3 = Det = (21032 — 022031,
azir as2
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— calcoliamo (—1): (=) =1, (-1)1T2 = -1, (-1)!3 =1,

— calcoliamo Ay = (—1)"*7Det(Cy;):
Ay = (—1)''DetCyy = azsazs — azzazs,
A = (—1)'*"2DetCr2 = —(az1a33 — az3az1),

Az = (—1)'"DetCi3 = agiazs — agoaz:.

(3) Il determinante di A ¢ il prodotto

a11 a2 a13 A
Det | az1 a2z a3 = (an a12 als) Ain =a11A11 + a2A2 + a13A43 =
as1 asz 633 A

= 0,11(—1)1+1Det011 + &12(—1)1+2Det012 + &13(—1)1+3Det013

3 -2 1
Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A= |0 1 4
2 6 3
In questo caso abbiamo
aj; =3, a2 = =2, aiz =1,

1 4 0 4 0 1
011:(6 3)) 012:(2 3)) 013:(2 6))

Detd = 3(-1) Det (3 )+ (20 0e (5 ) +a(-190e () ) -
=33-24)+ (-2)(-1)(0-8)+ (0 —2) =3(-21) - 16 — 2 =
= 81.

per cui

Quello che abbiamo fatto e quindi:
(a) per le matrici 1 x 1 porre Det(a11) = a1,

(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 1 x 1, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 2 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n =1 (si veda il punto (a)),

(¢) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 2 x 2, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 3 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n =2 (si veda il punto (b)).

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici n X n sapendo come calcolare il determinante delle matrici (n — 1) x (n — 1), ossia dare una formula
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che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n sapendo come calcolare il determinante delle
matrici nel caso precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (a;; ) una matrice n x n. Cominciamo con il dare la seguente definizione:

Def. 1. Perognil <i<nel<j<n sichiama matrice complementare dell’elemento a;; od
anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si indica con il simbolo C;;, la matrice che si ottiene
da A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Dunque C;; ¢ una matrice (n — 1) x (n — 1).

1 7 3 4 11
0 2 7 -3 8
Esempio 3. Se A= 1+ 2 5 -5 17 , allora
-1 67 0 5% 1—4:
12 7+2¢ 34 4-—6i 144
1 i 3 11 e
ogliendo la riga .
@ -3 e la 4% colonna 1 _1|_ i ; g i;
14i 2 5 |-5 17 Coo=| ' o 0 1w
-1 6: 0 L—4 12 7+2 34 14i
12 7427 34 |4—6i 141
1 ¢ 3 4 togliendo la 3% rig
ogliendo la riga 1 . 3 4
0 2 7 -3 e la 5% colonna 0 ; 7 _3
1+i 2 5 5 [17] Cs=l14i 2 5 =5
[0] 1 4i 12 742 34 4-6i
12 742 34 4-—6i 141
Def. 2. Perognil <i<nel<j<n sichiama cofattore di posto (i,j) di A, e si indica con il

simbolo A;;, il numero o
A,LJ = (—1)1+JDet (C”),

dove C;; ¢ la matrice complementare di posto (i,7) in A.

Si ha:

‘ Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A = (a;;) ¢ una matrice n x n allora
DetA =a11Aq1 +a2Aa+ ...+ a1 p—1A1 n—1 +a1nAiyp

dove A1y, Aqa, ..., A1 1, A1y, sono i cofattori di A di posti (1,1), (1,2), ..., (1,n—1), (1,n) (ossia i posti
della 1% riga) rispettivamente.

1 -5 0 3

. . . . . 6 2 0 4
Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A = 9 0 0 2
-1 7 5 1
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Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1 riga di A abbiamo:
DetA =1x A1+ (—5) X Ao+ 0XAi13+3x A1y = A1 —5A 15 +3A44.
Dobbiamo quindi calcolare A11, Ao ed Aqy.

2 0 4
A11 = (—1)1+1Det 0 0 2 =

4
2
1
0 2 0 2 0 0
_o(_1\1+1 _1)142 _1)143 _
=2(-1) Det(5 1>+O( 1) Det(7 1>+4( 1) Det(7 5)-
(0

4
2
1

= —(6(—1)"""Det (g f) + 0(—1)"*?Det (j f) + 4(—1)"**Det (j (5)>) =

= —(6(0 — 10) + 4(—10 — 0)) = —(—60 — 40) = 100,

6 2 0
Apy=(D""Det| —2 0 0] =
-1 75
6 2 0
=-Det| -2 0 0|=
-1 75

= —(6(—1)"""Det (2 g) +2(—1)"*?Det (j g) + 0(—1)"**Det (j 2)) =
= —(6(0 - 0) —2(—10 — 0)) = 2(~10) = —20.
Dunque otteniamo:

DetA = A1; — 5A12 +3A14 = —20 — 5 x 100 + 3(—20) = —580.

Si pué dimostrare il seguente

Teorema. Sia A una matrice n X n. Allora, fissato ¢ € {1,...,n} si ha che
1A + aipAip + ...+ i1 Ain—1 + GinAin = a11A Fa12Ar2 + .o A n—1AL n—1 + a1 Ady,

ossia che
(¥*) DetA =aj 1A +ai2Aip+ ...+ ain-1A;n_1+ ainAin.
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(*) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-esima riga di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pud partire mettendo in evidenza gli elementi
di una riga qualunque, e non necessariamente la 1%, come abbiamo fatto fino ad ora.

Esempio 5. Sia A = (all a12> una matrice 2 X 2. Sviluppiamo il determinante di A rispetto alla 2¢

a21 Qa22
riga di A:

. . . . . . . arl ai2
— mettiamo in evidenza gli elementi della 2¢ riga di A: ( > ;

— Cg; ¢ la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 1% colonna, quindi Co; = (a12); Cag ¢ la
matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 2% colonna, quindi Css = (a11 ).

Allora
a21As1 + asgAgs = 0,21(—1)2+1Det021 =+ 0,22(—1)2+2Det022 =

= —anget ( a2 ) + CLQQDet ( ail ) = —ag1012 + G20011 =
= 11022 — Q12021

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1¢ riga.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene pit zeri.

1 -5 0 3
. . S . , . 6 2 0 4 . .
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A = 9 0 o0 2| ¢ calcoliamo il suo
-1 7 51
determinante rispetto alla 3% riga (che contiene due zeri). Allora
-5 0 3 1 -5 0
DetA = (—2)(—1)*"Det | 2 0 4| +2(-1)*"Det| 6 2 0
7 5 1 -1 7 5
-5 0 3 1 -5 0
Calcoliamo separatamente Det [ 2 0 4 | eDet | 6 2 0 ]. Per entrambe queste matrici 3 X 3 non
7 5 1 -1 7 5

& conveniente calcolare il determinante rispetto alla 3% riga, ma e indifferente scegliere la 1% o la 2¢. Per fare
esercizio scegliamo in entrambi i casi la 2¢ riga:

-5 0 3
Det| 2 0 4] =2(—1)>"Det 03 +4(—1)*"3Det 0
5 1 7 5
7 5 1
= —2(0 — 15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130
1 -5 0
Det| 6 2 0] =6(-1)*"Det 0 +2(—1)*"Det U
o7k 75 -1 5

= —6(—25—0)+2(5—0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 4+ (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1% riga).
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Cosi come si pu6 sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque sua riga, lo si pud
sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che vale il seguente

Teorema. Sia A una matrice n X n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che

(**) DetA = alelj + CLQjAQj 4+ ...+ an_lyjAn_Lj + U,njAnj.

(#x) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla j-esima colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna che contiene piu zeri.

1 -5 0 3
. . A . . . 6 2 0 4 . .
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi 4 e 6, A = 9 0 0 2 , € calcoliamo il suo
-1 7 5 1
determinante rispetto alla 3% colonna (che contiene tre zeri). Allora
6 2 4 1 -5 3
DetA =0x (—1)'™PDet [ =2 0 2 | +0x (—=1)*™Det | -2 0 2|+
-1 7 1 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0x (=1)3BDet | 6 2 4] +5-1)""Det| 6 2 4] =
1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
=-b5Det| 6 2 4
-2 0 2
1 -5 3
Calcoliamo Det | 6 2 4 ], ad esempio rispetto alla 2* colonna:
-2 0 2
1 -5 3
Det|{ 6 2 4| =
-2 0 2

= (=5)(=1)'Det (_62 ;) 4 2(—1)>2Det (_12 g) 40 % (=1)¥+2Det ((13 i) _
= (=5)(=1)(12 + 8) +2(2+ 6) = 100 + 16 = 116

quindi Det(A) = (—5) x 116 = —580 (si noti che ¢ lo stesso numero che abbiamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1% oppure alla 3% riga).

Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n X n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp. due colonne) uguali,
allora Det(A) = 0.
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(2) Se A’ & la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp. due colonne) allora
Det(A’) = —Det(A).

(3) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una colonna) di A un’altra
riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero ¢, allora Det(A’) =Det(A).

(4) Se A’ éla matrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna) di A per un numero
¢, allora Det(A') = cDet(A).

(5) Det(AT) =Det(A).
(6) Se B & un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A) Det(B).

(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A ¢ non singolare si ha

_ 1
~ Det(A)

Det(A™1)

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che avevamo gia osservato che una matrice 2 x 2 A =

(i Z) ¢ non singolare se e solo se il numero ad — bc # 0, e tale numero ¢ proprio Det(A).

Esercizio. Si provi che il determinante di una matrice triangolare superiore (risp. inferiore)
¢ il prodotto degli elementi diagonali.

Sia T una matrice n x n triangolare superiore (la dimostrazione ¢ simile per le matrici triangolari inferiori):

11
0 2o
0 0 t33 *
T — 0 0 0 tas
0)
O tnn

Chiamiamo:

T, la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T; ¢ triangolare superiore
(n—1)x(n—-1)):

tao
0 t33 *
0 0 tys
T = . ,
0)
0 oo tan

T, la matrice che si ottiene da T; sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T3 & triangolare superiore
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(n—2)x(n—2)):

t33
0 ty *
T, = : ;
©)
ton
e cosi via per ogni k =2,...,n— 1 chiamiamo T la matrice che si ottiene da Tj_; sopprimendo la 1¢ riga e

la 1% colonna. T} ¢ una matrice triangolare superiore (n — k) X (n — k).

Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1* colonna di T:
DetT = t11(—1)' "' DetT; = 1, DetT;.
Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1% colonna di T7:
DetT = t1;DetT; = t11 (taa(—1) T DetTy) = t11t29DetTs.
Cosi procedendo otteniamo:
DetT = t11tooDetTy =

= t11t22t33DetT3 =
= t11t22t33t44DetTy =

=tute ... tp—1p-1DetT,_1 =
= t11t22 e tn_lyn_lDet (tnn) =

=t11l22 ... tp—1n—1lnn-

In particolare da cid segue:
Il determinante di una matrice diagonale ¢ il prodotto degli elementi diagonali,

poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.

Esercizio. Sia A una matrice n X n. Si provi che per ogni scalare c si ha:

Det(cA) = ¢"Det(A).

Si ha:
Det(cA) = Det((cI,)A) = Det(cI,,)Det(A).

cA=c(InA)=(cIp)A proprieta 6 del det.
Poiche cI,, € una matrice scalare n x n, in particolare una matrice diagonale, per ’esercizio precedente si ha
che
Det(cI,,) = prodotto degli elementi diagonali di cI,,.
Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, & n x n), dunque Det(cI,) = ¢",

per cui
Det(cA) = ¢"Det(A).
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ESERCIZI TIPO

ESERCIZIO TIPO 1 Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
(@) A=11 1 3|eb=|-1];

3 3 7 0

1 3 -2 1 2 4
MA=[26 -4 2 5|eb=]10];

13 -1 3 6 12

4 -8 4 0
@OA=[1 -1 0)eb={3

1 -1 1 5

(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:
2.2 4] 0 I 112 0
(A | b=)[1 13| -1 E31(—=3)E21(-1)E1(3) 001 ] -1]|—
337 | 0 001 ] 0
) 1121 0
= 001 | -1|=(U | d)
000 | 1

Poicheé d & dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.

(Infatti: il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che & una scrittura compatta per
T+ To + 273 =0
(%) r3 =-—1,
0 =1

e poiche l'ultima equazione di (*) non ha soluzioni, (*) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 -2 12| 4 13 -2 12 | 4
(A | b)=[2 6 425\10 Eg1 (1) E21 (-2) 00 0 01 ] 2]—
1 3 -1 3 6 | 12 00 1 2 4 | 8
—212\4
_ P 2 4 | 8|=(U | 4).
01 | 2

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

T1 +3x0 — 23+ x4+ 2205 =4
T3+ 2xs +4x5 =8 .
Is =2
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Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2% e la 4%), Ux = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con la sostituzione all’indietro
otteniamo:

xQZh
x4:k
x5:2

r3 =214 — 45 +8=—-2k—4x2+4+8=-2k
21 =—-3x0+ 223 — x4 — 225 +4=-3h+2x(—2k)—k—2x2+4=-3h—5k
Dunque 'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche di Ax =b, ¢

—3h — 5k
h
—2k | |nkecC
k
2

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

4 -8 4 | 0 e 1 =21
(A | b)=[1 -1 0 | 3| DEUECURG

1 -1 1| 5 0 1 0 |
1 -2 1 ] 0
PelD) o 1 -1 | 3|=(U | 4)
0 0 1 ] 2
Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per
1 —2x9 +x3 =0
To — I3 =3.
I3 =2

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiché U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:
T3 =2
To=23+3=2+3=5
TG =220 —23=2Xb5—2=28
8

Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore | 5
2
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ESERCIZIO TIPO 2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso o dove

1 a—1 0 a—1
_ 0 1 0 . a?+1 4
Ala) = 1 a—i  a+i e b(a)= %, e C*.
—a—i —a?-1 0 0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—1 0 | a—i
| o 1 0 | o®+1 Bai (i) By (—1)
(Aa) | bla))= 1 a—i  a+i | 20¢
—a—i —a?’-1 0 | 0
1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1
“lo 0 a+i | a+i (B(@) | ela))
0 0 0 | a?+1
1 -2 0 | —2
0 , . . 0 1 0] o}, . .
1" CASO a=—i (B(—i) | c(-i))= 0 0 0| 0 ¢ una forma ridotta di Gauss
0 0 0] 0
per (A(—i) | b(-i)), quindi A(—i)x = b(—1i) & equivalente a B(—i)x = c¢(—1) che & una forma compatta
per
xr1 — 2i562 = -0
(*) { T2 =0

Poiche ¢(—1i) & libera, B(—i)x = ¢(—1i) ammette soluzioni.
Poich¢ B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha co! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da () otteniamo

xgzh
xQZO
$1=2i$2—2i=—2i

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = c(—i) ( e quindi linsieme delle soluzioni del sistema
A(-i)x =b(-i) ) e

—21
0 JlheC
h
20 CASO a# —i
1 a—i 0 | a—i
o1 0 | e?t1| B
(Bla) [ e@)=10 o ati | a+i
0 0 0 | a2+1
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1 a—=i 0 | a—i 1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1 Bi(5) 0 1 0 | a2+1)
o o 1 1 o o 1] 1 |=(C@ da)).
0 0 0 | a?2+1 0 0 0 | a-—i
100 ] 0
5 . . . 0101 0], . .
a =1 (C@H) | d@)) = 001 |1 ¢ una forma ridotta di Gauss per
0001 0
(A@{) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) & equivalente a C(i)x = d(i) che & una forma compatta per
x1:0
(%) Ty =
T3 1

Poiche d(i) e libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica soluzione. L’unica soluzione
di C(i)x =d(i) (e quindidi A)x =b(i) ) &

0
v=10
1
I a—i 0 | a—i
2 Ba(=
ag i~} (C@)| d)=|, (1){&1“ | EER
0 0 0 | a-—i
I a—i 0 | a—i
2
8 (1) (1) i a1+1 = (D()| e(a)) ¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
0 0 0] 1
Poiche e(a) ¢ dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) (3)> .

Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢; | c¢3), allora

c; e soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

c2 € soluzione di (2) Ax = ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(2 10 | 10 Ea1(—~1)Ex(3) 1 L 0] 3 0
(A|12)_(103|01> (o—§3|—§1_’
Ba(-2) 1 3 0 | 35 0Y)_
—’(0 1 -6 | 1 -2 =(U | b1 bp).

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

1 1
$1+§$2 =3
$2—6$3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

Tr3 = h
r9 =6x3+1=6h+1
1 1 1 1
L’insieme delle soluzioni di (1) &
—3h
6h+1 ] |heC
h

(2) & equivalente a (2’) Ux = bg che & una forma compatta per

x1—|—%x2 =0
$2—6$3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo
Tr3 = k
$2=6$3—2=6k—2
1

1
r1= gy = 3 (6k—2) = ~3k+1
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—-3k+1
6k—2 | |keC
k
—-3h —3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h,k) = | 6h+1 6k—2 |, al
h k

variare di h, k € C.

ESERCIZIO TIPO 3 bis

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N
w o =

1. Poniamo B = AT
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’ESERCIZIO TIPO 3 sappiamo che sono tutte e sole le

-3h =3k+1
matrici del tipo | 6h+1 6k — 2 con h, k € C.
h k

3. Una matrice € inversa sinistra di A se e solo se & la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

—3h 6+ 1 h) al variare di h, k € C.

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo (_ a1l Gh—2 k
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ESERCIZIO TIPO 4

R
1)
z
£
Il
[=Jpelye}

1 «
1 1|, doveaeC.
2 1

Per quegli o € C per cui A(a) & non singolare, si calcoli A(a)~L.

a1l a | 1 0 0\ mua)B(d) ‘a;«éO:A(O) non ha inversa
(Aa) | I3)=]a 1 1 | 1
0 21 ] 001
1L 1 | L 00 . 1L 1 | L 00
-0 0 1-a« | -1 1 0] —2—(0 2 1 | 0 0 1]|—
0 2 1 | 0 0 1 0 0 1—« -1 10
Ex (L) 1 i 1 | % 0 0\ gy ‘oz;él:A(l) non ha inversa
——— 0 1 3 | 0 0 3
0 0 - | =1 1 0
I 0 0 Faa(d)
-0 1 1 | o 0 3 A
00 1|~k £ 0
O 0 0 -
Eig(—1
-0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) % —
1 1
00 1 | —1= p— 0
1 1 1
1 20| g9 —1=a O Ba(ed)
S0 1 0 | #72— -5t L=
2(1—a) 2(1—a) 2
1 1
00 1 | —1= T 0
100 | sais) zana) —oa
—(0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) 3 =(Iz | Al@™)
001 | - = 0

1 —2a+1 -1+«

Se|a ¢ {0,1} Ala) = m o' —a all —a)

—2a 2 0
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ESERCIZIO TIPO 5

1 3 1 0 0
(1) Siproviche S =< vi=|2];ve=6];vs=]10];va=]| 1 |;v5={0 ¢ un insieme di
0 0 4 —2 1
generatori di R3.
1 2 1 2 4
(2)SiaS =<wi=|1];we=1[2];w3=[0]|;wa=[1];w5=1{3 . Si dica se Sy ¢ un
0 0 1 1 1
insieme di generatori di R3.
a
(1) Per provare che S ¢ un insieme di generatori di R3 occorre provare che per ogni | b | € R? esistono
c
a1, (o, a3, a4, as € R tali che
a
b | =a1vi +aovy + a3vsy + auvy + asvs =
c
1 3 1 0 0 a1 + 3as + as
=a1 |2 +ax| 6 ])4+a3| 0| +ay 1 +as5| 0] =1 201 + 6as + g
0 0 4 —2 1 40[3 - 20&4 + a5
ossia che il sistema lineare
a; +3as+ a3 =a
(*) 2001 +6as +ay = b
dasg — 204 + a5 =c¢
nelle incognite a, as, a3, aig, a5 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.
Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene
131 0 0] a 1 3 1 0 0 | a
1 | ] —— [0 0 -2 1 0 | b—2a | —

| ¢) P22 \o 0 4 —2 1 | ¢
1 3 1 0 0 | a
0 01 —-1/2 0 | (2a—-b)/2 | =(U; | di1).
0 0 0 0 1 | ¢c—4a+2b
Poiche d; ¢ libera qualunque siano a,b, ¢ € R, allora () ha soluzione qualunque siano a, b, ¢ € R, per cui S ¢
un insieme di generatori di R3.

0
4 =2

0

1
—_—
E32(—4)E2(—1/2) (

a
(2) Per sapere se Sy ¢ 0 meno un insieme di generatori di R dobbiamo verificare se per ogni | b | € R3
c
esistano o meno ay, asg, a3, a4, as € R tali che
a
b | = a1wq + aawo + a3W3 + au Wy + aswg =
c
1 2 1 2 4 a1 + 20 + ag + 2a4 + 4as

= |1 +ax| 2] +a3| 0| 4+au| 1| +as]| 3] = a1 + 209 + a4 + 3as
0 0 1 1 1 as+ayg + as
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ossia se il sistema lineare
a1 + 2a9 + as + 2a4 + 4das = a

(%) ay +2as +as+3as5 =05
a3+ oy +oa5=c
nelle incognite a, a, a3, g, 5 abbia o meno soluzione per ogni a, b, c € R.

Se (%) avesse soluzione per ogni a,b,c € R allora Sy sarebbe un insieme di generatori di R3, in caso
contrario (ossia se esistono a, b, ¢ € R per cui (*) non ha soluzione) no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 212 4] a 1 2 1 2 4 a
12013 | b|]——s|00 -1 -1 -1 ] b—al|—
00111 1] ¢) D \00 1 1 1 c

1 21 2 4 | a
— o 0111 a—b | =(Uy | do)
Es2(=DE2(=1) \g 0 0 0 0 c+b—a

Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui dy ¢ dominante (ad esempio si prendano a =b =0 e ¢ = 1), allora Sy
non ¢ un insieme di generatori di R3
(in altre parole: poiche esistono dei vettori di R che NON si possono esprimere come combinazione lineare
0
degli elementi di Sz, ad esempio il vettore | 0 |, allora So NON & un insieme di generatori di R?).
1
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ESERCIZIO TIPO 6

1 2 1 0

. 0 1 1 -1
Siano vy = 3 cve= |, [ ve= [ | va= 9
-1 0 1 —2

Si dica se § = {v1;va;vs;va} C C* ¢ linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,6,y € C tali che

1 2 1 0 at+26+48
B o 1 1 -1 B+6—
(%) 0=oav) +fve+Ivs+yvs =« 3 +4 4 +4 11T e | = S0+ 4546+ 2y
-1 0 1 —2 —a+6—2y
a+28+96 =0
. B+o—n =0
Allora (%) equivale a (1) Sa+4B84+0+2y =0
—a+ 0 —2y =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, J, 7.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossiaa == =~=0).
0

Se essa dovesse essere 1'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora S sarebbe
L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pit di una soluzione) allora S & L.D.

Cerchiamo allora le soluzioni di (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice aumentata si
ottiene

1 21 0 | 0 1 2 1 0 | 0
0 11 -1 ] 0 0 1 1 -1 ]o0]|_
3 41 2 | 0] mommns |0 -2 =2 2 | 0
-1 01 -2 |0 0 2 2 -2 10
1 21 0 | 0
011 -1 1] 0
. =(U 0
Baa(—2)Es22) {0 0 0 0 | 0) ( | )
000 0 | O
p . / a+26+5 =
Dungque (1) ¢ equivalente ad (1) { Bto—n =0
Scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne non dominanti di U (la 3% e la 4%), con
v="h
0=k

la sostituzione all’indietro si ottiene BG4y —k+h

a=-28—6=-2(-k+h)—k=Fk—2h

k—2h

Il sistema (1) ha co? soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme _k]:_ h |h,k e C

h
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Prendendo ad esempio h=1e k =0siottiecnea=-2, f=v=1,d=—-1e —2vy; +voa+ vy =0.

Quindi {vy; va; vs; va} € linearmente dipendente.
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ESERCIZIO TIPO 7

Sia W l'insieme delle matrici 2 x 2 reali triangolari superiori. L’insieme

-1 2 2 3 11 0 0 10 2 —4
sefes (0 ) (G a)e (o o) (5 a)ie= (o V)re= (6 20))

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

1° MODO | “Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cy= (8 8) & senz’altro combinazione degli altri:

Cs=0=0C; +0Cy +0C3+ 0C5 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cy4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

-1 2 2 3 1 1 1 0 2 —4
Sl—{cl—(o 2>502—(0 O>’CB_(O O)’CS_(O 1)706_(0 _4)}

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

1 1
Cl = —506 - OCQ + OCg + OC5 - 506
ma anche

Cs = —-2Cy = —2C;1 +0C,y +0C3 +0C5

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di &7 ci siano coppie di vettori di
cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

s={e= (5 0)e= (6 o)e= (o O)e= (5 )}

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Poniamo

Sia a1Cs + a2C3 + a3C5 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di Sy. Allora da

0 0 —w 2 3 ta 1 1 ta 1 0 ta 2 -4\ (2014 ax+az3+2as4 301+ az—4ay
0 0) "o o) ™ o o) "™\ \o 1) ™\0o -4/~ 0 as — day
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aa, g, g
2001 + g + a3 + 204 =0
31+ — 4oy =0

az —4ag =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

211 2 |0 e (Y3 3 1 |0 1 3 35 1 [0
310 -4 | o 200G g CL T g o) 252 (00103 14| o,
00 1 —4 | 0 0 0 1 —4 |0 00 1 —4 ] 0

per cui il sistema e equivalente al sistema
011+%012+%013+Oz4=0
(%) s + 3az + 14a, =0

a3 —4as =0

il cui insieme delle soluzioni ¢

10h
—26h
ih |heR
h
10
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio | 4 (si ponga h = 1), si ottiene
1

10Cy — 26C3 +4C5 + Cg = O,

per cui Cq,C3, C5 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Sy e ciascuno di loro pud essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Ss la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di S2) e poniamo

sfon (b e Dien(z )

49 passaggio. S3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Sia @1C3 + asCs + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da

0 0 _ 1 1 Lo 1 0 Lo 2 —4 _ ap + as +2a3 ap —4ag
00) o o 2{o 1 slo —4) 7~ 0 as — das
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aig, g

ar +as +2a3 =0
(11—401320
(12—401320
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Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

L) e (3 2] ) s
01 -4 | 0 0 1 -4 ] 0
11 2 |0 11210
FEa(—-L
(o 1 6 | o0 2(~10) 016 | 0
00 —10 | 0 001 1] 0

L’unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,

ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.
Ad esempio:
1. Cy # 0 per cui {C;} & L.I. Teniamo C;. Chiamiamo §; = S.
2. {Cy;Cy} ¢ L.I. Teniamo Cz. Chiamiamo S = ;.
3. {Cy;Cy; C3} & L.I. Teniamo Cs. Chiamiamo Sz = Ss.
4. {C;;Cy;C3;Cy} & L.D. Togliamo C4. Chiamiamo Sy = 83\ {C4} = {Cy; Cy; Cs; Cs; Cq}.
5. {C1;Cy;C3;Cs} ¢ L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S5 = S84 \ {C5} = {Cy; Cy; C3; Cs}.
6. {C1;Cy;C3;Cs} & L.D. Togliamo Cg. Chiamiamo Sg = S5 \ {Cgs} = {C1; C2; C3}.
Dunque S = {Cy; Ca; C3} € una base di W contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 8

12103)

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (2 413 1 92

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A, troviamo una base dello spazio nullo di
una forma ridotta di Gauss per A.

A_(1 2 103) Ema2 (1210 3\_y
2431 2 001 1 —4)°

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U) = (numero delle colonne di U - rk(U)) =5—-2=3.

Poiche
x1
X — 22 EN(U) Ty + 2x9 + 3+ 35 =0
o 3 T3+ x4 — 45 =0
T4
T5

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2%, la 4% e la 5%) con la
sostituzione all’indietro si ottiene

ro = h
r4 = k
rs = w
T3 = —x4 + 4y = —k + 4w
1 = —2w9—wx3—3x5; = —2h—(—k+4w)—-3w= -2h+k—Tw
Quindi
—2h+k—Tw
h
N(A)=N(U) = —k + 4w |h, ke C
k
w

e chiamando vy ’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h =1 e k =0 = w, v Pelemento di N(A) che si
ottiene ponendo h =0=w e k =1, e v3 I’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h =0 =k e w =1, si ha
che una base di N(A) ¢

-2 1 -7

1 0 0
vy = 0 [;ve=1|—-1];vs= 4
0 1 0
0 0 1
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ESERCIZIO TIPO 9

1 0 i 4

. |1 a4+ o+ 2 4
Sia A, = 9 0 0242 af49 | dove o € C.

0 a+i o®+a+i a?

Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

1 0 7 4 1 0 7 4
A — 1 a+: a+ 2 4 E31(—2)E21(—1) 0 a+1 o+ 0 - B
““ 12 o a2 +2i  o?+9 0 0 a? 241 7
0 a4+i a?+a+i a2 0 a+i a®>+a+i o2
1°CASO| « # —i
1 0 i 4 1 0 1 4
B — 0 a+i o+ 0 By (—a—i)Ba( ) 0 1 1 0 —C
*~ 1o o0 a? a?+1 0 0 o> a?+1 | 7
0 a+i a’+a+i a? 0 0 «? a?
1°Sottocaso| « # —i,0
1 0 4 4 L0 i 4
0 1 1 0 E4(—1)E43(—0‘2)E3(QL2) 0 1 1 0
Co=l0 0 a? a2+1 0 0 1 o)=Y
0 0 «? a? 0 0O 1
1 0 0 0
0 1 0 0
Tk(Aa) = 4, Da = — 3 1 ) 21 ) 0)
4 0/ \Zp 1
1 0 i 4
B — 1 a+1 a4+ 21 4
@ 2]’ 0 ’ a4+ 2i | o249
0 a+1 a?+a+i a?
2°Sottocaso a=0
1 0 ¢ 4
01 10
Co=1¢9 0 o 1]~ Yo
0 0 0O
1 0 0 1 0 4
0 1 0 1 i 4
Tk(AQ) = 3, DQ = —i 5 1 5 O BO — 2 ) 0 3 9
4 0 1 0 7 0
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o= i

1 0 ¢ 4 10 72 4 1 0 7 4
{00 0o o B 0ms [0 0 1 1) mew [0 01 1)
100 -1 0 0 0 -1 0 000 1] 7"
0 0 -1 -1 00 0 O 0 00 O
1 0 0 1 1 4
0 0 0 1 1 4
Tk(A—’L) - 37 D—’L - —i ) 1 ) 0 B—’i - 2 ) —14+92 ) 8
4 1 1 0 -1 -1
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ESERCIZIO TIPO 10

Sia B = {vi;va;...;v,} C K", dove K € {R,C}.
Per vedere se B € una base o meno di K™ si pud procedere nel seguente modo:
(1) si costruisce la matrice n xn A =(vy vz ... vy, ) lecui colonne sono gli elementi di B;

(2) dal momento che sappiamo che esiste una base di C'(A) contenuta in B,
dim C(A) =rk(A) =n <= ogni base di C(A) ha n elementi <= B & una base di C(A);
(3) osserviamo che se V' & uno spazio vettoriale ed U un suo sottospazio, si ha che
U=V <«+= dimU=dim V.
Da (2) e (3) segue che per la matrice A costruita in (1) si ha:

rk(A)=n <= B¢ unabasedi K".

1 2 1
ESERCIZIO Si dica per quali o € R l'insieme B, = al;10];] a+1 ¢ una base di R3.
1 2 a+1
1 2 1
Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di B,: Ay, = | « 0 «a+1 |. Il problema

1 2 a+1
diventa stabilire per quali o € R si ha che rkA, = 3. Facciamo un’eliminazione di Gauss su A,.

E31(—1)E2i(—a)

a+1 0 —2a 1| =B,
a+1 0 0 «
1 2 1
1°CASO:a=0 Bo=|[0 0 1)Uy rk(Ay) =rk(Uy)=2%#3= By NON E’ una base di R3.
0 0 O
1 é E3(1/a)Ex(—1/2a) e 1
20 CASO: a#0 Bo=|[0 —2a 1 2 = 0 1 —1/2a | =U,
0 0 o 0 0 1
A

rk(Ay) =7k(Uy) =3 = B, E’ unabasedi R3.
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ESERCIZIO TIPO 11 Si consideri I’applicazione lineare f : C2 — C? definita da

(5 )= (jii).

Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

G o)) ()]

su dominio e codominio rispettivamente.

=
©
=
[}
+
=
Q
¢}
)
=
)
Q
@
=
le)
=
2
=
o
o
P
7N
Q
o}
—
g
—~
7N
S N
"
S—
S—
Q
o}
Y
g
—~
7N
|
L
"
S—
S—
"
v}
Q
o
=
o

(e - (jti) () - (120)

14 4 8
allora A = (CD(( 6 )) C’D(( 6 ))) . Piuttosto che calcolare separatamente C’D(( 3 )) e
—10 10 —13

—1 a a
Cp( ( 6 ) ), e calcoliamo Cp( ( b) per un generico vettore ( b) € R3, e specializziamo la formula ottenuta
8 c c

ai due diversi vettori Poiche
(5)(0)
« 1 0 1 a+d
(3= (2) () (0) o (0)o(5) - ()
g 1 0 -1 a—246

{a+5=a {az(a+c)/2 (a) (a+c)/2>
36=b — 8=1b/3 —  oo(| b b3 | .
a—d=c d=(a—c)/2 c (a—1c¢)/2

2
Ponendo a = 14, b = 6 e ¢ = —10 otteniamo C’D(( 6 )) = ( 2

—10 12
4 7
otteniamo Cp(| 6 |)= 2 |. Quindi
()~ ()

allora

),ponendoa:4,b:6ec:10
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ESERCIZIO TIPO 12

Si calcoli la matrice di passaggio Mp._ 5 da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate di R?:
1 0 1 3 1 5
B= 0];13];( 0 , B = 0]:13];10 )
1 0 -1 1 1 1

La matrice di passaggio Mp. g da B a B¢

a (a+c)/2
Ce(|b])= b/3
c (a—c)/2
3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, [ 3 |, | O | otteniamo
1 1 1
3 2 1 1 5 3
Ce(lOp)=1|0}, Ca({3])=(1]. Cs(lOf)=1]0
1 1 1 1 2
Dunque
2 1 3
Mppg =0 1 0
1 0 2
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ESERCIZIO TIPO 12

Si calcoli la matrice di passaggio Mg da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate di R?:
1 0 1 3 1 5
B= 0];13];( 0 , B = 0]:13];10 )
1 0 -1 1 1 1

La matrice di passaggio Mp. g da B a B¢

a (a+c)/2
Ce(|b])= b/3
c (a—c)/2
3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, [ 3 |, | O | otteniamo
1 1 1
3 2 1 1 5 3
Ce(lOp)=10), Ca({3])=(1]. Cs(|Of)=1]0
1 1 1 1 2
Dunque
2 1 3
Mp.p =10 1 0
1 0 2
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ESERCIZIO TIPO 13

2 7
SiaA=| 2 2 la matrice associata ad un’applicazione lineare
12 -3

f: C? — C3 rispetto alle basi ordinate

SGEOIRES(AEHIE

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate

3 1 5
B’:{(S);(_24>} e D={|ol:[3]: [0
1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo e
-1
Al = MD<_D/AMB«—B/

dove Mp_pr & la matrice di passaggio da D’ a D, e M. g ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.

2 1 3
Nell’ESERCIZIO TIPO 12 abbiamo calcolato Mp_p-= | 0 1 0 | . Calcoliamo la sua inversa:
1 0 2
213 ] 100 . 102 ] 001
(Mp.p | Is)={0 1 0 | 01 0)]={0101] 010]|—
102 | 001 213 1] 100
Bar (=2) 10 2 | 00 1 Baa(—1) 10 2 | 0 O 1 Ba(-1)
=/~ (o1 0 |J o1 0o |=22S01 0 |0 1 0 :
01 -1 ] 1 0 =2 00 -1 | 1 -1 =2
102|001E(_2)100|2—2—3
—lo 10 0o 1 0]=2 010 0 1 0]=(I | Mp',)
001 ] -1 1 2 00 1] -1 1 2
2 -2 =3
Mp.p=Mp- = 0 1 0
-1 1 2
Calcoliamo
6 2
Mace = (Ca((§ ) cn( 2)))
Calcoliamo Cp( Z ) per un generico vettore z> € C?, e specializziamo la formula ottenuta ai due diversi

o (8) ¢ (2. P
ew(3)=(5) 1 (3)==(5)+s(%)

200+ 20
6a — 40
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20+ 26 =a

risolvendo il sistema lineare { 6o — 48 = b

(nelle incognite « e B)si ottiene

ce(3)- ()

Ponendoa:6eb:80tteniam003((g>) = (?);ponendoa:?eb: —4 otteniamoC’B((_24>) = (?)
Quindi
6 2 2 0
= (en(E)) ea(2))-(3 1),
Dunque
2 -2 -3 2 7 2 0
A/ = M51 D/AMB«—B/ = 0 1 0 2 2 ( > =
- 11
-1 1 2 12 -3
—-36 19 -53 19
= 2 2 (? ?): 6 2
24 11 37 11
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ESERCIZIO TIPO 14
Si verifichi che ¢ :R? - R>( definita da (;5((20 >) = lagp + a1] + |ao — a1| € una norma.
1

o0 =a(( 3 )1 =10-+0l+ 00| =0

Sia v = (ZO > Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

basta provare che
ossia basta provare che

Ora:

0
ao _— |ao +a1| =0 — ao+ar =0 = a=a1=0 = v=0.
vV = |CL0—CL1|=O

ofav) = o(a (2 )) = o(( 220 )) = aan + aan| + aao — aar| =

a1 aarl

= |allag + a1| + |allap — a1| = [a|(lag + a1| + a0 — a1]) = |a[p(v).

. _ [ ao _ bo
Slanov_(a>ew_(bl>.

1

v w) = o[0T 1)) = lfan + o) + (ar-+ 00| + [ + o) — (an +0)] =

= |(a0 —|—CL1) + (bo —|—b1)| + |(a0 - al) + (bo —b1)| <
< lao + a1| + |bo + b1| +|ao — a1]| + [bo — b1| = (V) + p(W).
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ESERCIZIO TIPO 15

10

SlaA:(O -

interno.

>. Si verifichi che (|') : C2 x C2 — C  definita da (x|y) = x Ay & un prodotto

CNEp=C G )= = (9% -

= (77 7T3) (g;) = TTy1 + TTaye

X = (xly) Vx,yeC?

Poiche (y|x) = y¥ Ax € C allora (y|x) = (y|x)7, per cui (y|x) = (y|x). Dunque

(ylx) = (y[x) 7 = (y"Ax)" =x" Ay = xT Ay = (x|y).

AT =A
N.B. Si poteva verificare usando la definizione del prodotto interno (ossia 1'Osservazione):

Siano x = <x1> ey = (y1> e 2.
Z2 Y2

(YIx) = 1 +Tgze = T+ Tyl = (X]y).

) = (x]y)

(xlay + Bz) = a(x|y) + B(x|z) ¥x,y.z€C%a,feC
(x|ay + Bz) = xT A(ay + Bz) = xH Aay + xT Az = ax Ay + xT Az = a(x]y) + 8(x|z).
N.B. Si poteva verificare | 2 | usando la definizione del prodotto interno (ossia I’Osservazione):
Siano x = (x1>’ y = (y1>’ W= (w1> €C?eaq,BeC.
T2 Y2 w2
?
(xlay 4 fw) = a(x|y) + B(x|w)

(x|ay + w) = T1(ay1 + Bw1) + TZz(ays + fws) = aT1y1 + STrw: + TaTzys + T0Tzws =
= a(Tryr + TT2y2) + B(T1wr + TTaws) = a(x|y) + B(x|w).
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e (00)=0

oo xz(il>§é0 == (x|x) e R,
2

e (0/0)=07A0=0"0=0
L) (X|X) =T121 + 1Tax2 = |$1|2 + 7|$2|2
Essendo x # 0, si ha che @1 # 0 oppure x5 # 0, per cui |71|> € R, oppure |z2|? € RY,.

Quindi |21 |2 + 7]22|? € RE,.
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ESERCIZIO TIPO 16

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 7 0 0
0 1 -1 0
V - < 7 9 0 9 _1 I 0 >
0 -1 1 7
1°MODO
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 1 -1 S 0
W1 = i 5 Wo = 0 ’ W3 = 1 5 4 0
0 -1 1 7

e costruiamo la matrice A = (w; wy W3 Wy ), ossia una matrice tale che C(A) = V.

1 1 0 O 1 9 0 O 1 4 0 O
A— 0O 1 -1 0 0 -1 0 01 -1 0 .
i 0 -1 0 Es1(—4) 0O 1 -1 0 Eu2(1)Esz(—1) 0O 0 0 O
0O -1 1 = 0 -1 1 0 0 0 =
1 4 0 O 1 4 0 O
. 01 -1 0 01 -1 0 -U
Esa 0 0 0 = E3(—i) 0O 0o 0 1
0 0 0 O 0 0 0 O

Dunque By = {w1,wy, wy} ¢ una base di C(A)=V.

Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo vi = wi,ve = wg e vy = Wy, e applichiamo
lalgoritmo di Gram-Schmidt a {vy;va;vs}.
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1
0
u;y =vy = .
)
0
_ _(111|V2)
up = vy — (oUy, u #0 = app=
(u1|ur)
)
(U1|V2) = u{IVQ = (1 0 —2 O) (1) =7
-1
1
H 0
(uilm) =uyuwu=(1 0 —i 0) ; =2
0
— (112=i/2
Uz = V2 — U =
)
:V2—§u1:
) 1 %
- 1 _i 0] _ 1
“lo 21¢ ) | 3
-1 0 -1
uz = V3 — Q3u; — Qiggly,
u #0 = 04132(U1|V3)
(w1 |uw)
0
H 0
(U1|V3)—U1V3=(1 0 —i 0) 0 =0
)
— (11320
(uz|vs)
u 0 — aq93=
2 # 2= (aolug)
0
7 1 0 .
(uQ|V3)_u2v3_(—§ 1 5 —1) 0 [E—
)
AN
(ugfup) =wg'up = (-4 1 5 —1)[ ; =3
2
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U3z = V3 — (j3u; — Qigglg =

21
:V3—|—gu2: |
0 i -1
0 21 1 1 21
“lo] 5 L] T5]|
7 -1 31
Bz = {u1;ug; u3}, dove
1 7 -1
N D I Y
L A 279 1 ) 3 i |’
0 —2 3t

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V, normalizzando gli elementi di Bs.

w2 = V(wi|w) = V2
[uz]l2 = /(uzuz) = v/5/2

-1
o) = +/ 1 o 126 V15
[usll2 = v/(uslus) = uéqu;g: g(—l -2 —1i —31)5 ; ==
3i
B = Tl Tl 1> dove
1 i -1
wo_ 1 fo w1 [ 2 LR
Jwaflz - v2 L8 )7 el VIO | L )7 Jusll VIS | 7]
0 —2 3i

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 1 0 0
0 1 -1 0
V1= i y V2= 0 y V3= -1 y V4= 0
0 -1 1 1

e applichiamo I’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1;va;vs3;vys}. Otterremo 4 vettori, uy, us, us, uy, e 'insieme
{u1;uz; us; us} sard un insieme di generatori ortogonale di V.
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Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di
Gauss U della matrice A che ha come colnne v, va, v3, v4: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno
agli u; nulli.

1 3 0 O 1 1 0 O
A=(vi v3 va va)= 0O 1 -1 0 0O 1 -1 0
? 0 -1 0 E31(—1) 0 1 -1 0 E42(1)E32(—1)
0O -1 1 = 0o -1 1 =
1 4 0 O 1 4 0 O 1 4 0 O
- 01 -1 0 N 01 -1 0 01 -1 0 U
0 0 0 O Esa 0 0 0 = E3(—) 00 0 1
0 0 0 =1 0O 0 0 O 0 0 0 O

Poiche U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando ’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1; va; v3; vy}
otterremo us = 0.

1
0
u;y =vy = B
7
0
_ _(111|V2)
up = Vg — (poUy, u #0 = app=
(u1]uy)
)
1
(ui|ve) =uy'veo=(1 0 —i 0) 0 | =7
-1
1
0
(i) =uyuwu=(1 0 —i 0) ; =2
0

7
Ug = Vo — (j2Uu] = Vg — U =

2

N[ =N

1
0
1
0

|
—
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Uz = V3 — (rj3u; — QigzUg,

(u1]vs)
u 0 = a3=
1# 13 )
0
(mlvs) =uffvs=(1 0 —i 0)| | |=i
1
(u1|u1)—2
—t o113 = =
(uz]vs)
u 0 = ao3=
2 # 2= (uglug)
0
-1
(uglvg) =wy'vy=(—-% 1 3 -1) 1=
1
1 5
=—1-=-—-1=—=
2 2 ,
A
(UQ|112)=L12112=(—% 1 % —1) 1 25
2
-1
— (1232—1
uz = V3 — 3u; — Qioglg =
=V3—%u1—|—u2= |
0 1 % 0
-1 i [0 1 0
)2l )Tl L) T o
1 0 -1 0
Uy = V4 — (41 — QiU — (r34U3
_ (uifva)
u #0 = al4_(ul|u1)
0
(ulva) =ufvi=(1 0 —i 0)[{|=0
)
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0
H i 1 0 .
(uzlvy) =uyvy=(-5 1 5 —1) ol =7
i
A
(u2|uQ):u§IuQ:(—% 1 % -1) i =3
2
-1
2
- oy — —gZ
us; =0 =— a34 =0 per def.
Uy = V4 — QigUg =
n 2i
=V —Uo =
4t Fu |
0 3 -1
0 2i 1 1 2i
"ot L] T5]
i -1 3i
1 3 0 -1
0 1 0 1| 24 N . . .
Dunque  u; = ;e = 1w = [iw=g ; € un insieme di generatori ortogonale
2
0 -1 0 3i

di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo

al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

dall’insieme di generatori ortogonale di V' trovato

1 % -1
w u 0 Wy = U 1 W3 = Uy = 1 2i
rt=uw =1, 2 =Ug = % ) 3= W= o i
0 -1 37
1 % -1
e 0 1 1| 20 N .
L’insieme { w; = ; T Wy = 1 [W3 = . € una base ortogonale di V.
2
0 -1 37

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di wi, wo, wj :
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[will2 = v/ (ui]ur) = V2
[wall2 = v/(uz]uz) = 1/5/2

—1
1 . . 1 21 V15
[wsllz = /(agjug) = /ulluy = Z(-1 —2i —i =3i): ZZ =
3
Allora B = {H“‘:lllHQ; Hv“’l‘;QHQ; H“‘jI:HQ }, dove
1 7 —1
wi 1[0 wy 1 2 wy 1 2i
[will2 v2 |4 )7 fwallz vio | 1 )7 wslla VI5| @ |’
0 —2 3

€ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 17

) 1 ) 0
. . .. 3 . 0 1 -1
Si calcoli la proiezione ortogonale del vettore v = 1 sul sottospazio U = ( P R P R R
4 0 -1 1
di C*.
Troviamo una base ortonormale di U. Dall’ESERCIZIO TIPO 16 otteniamo che
1 1 -1
Yol V2T el vIO | 1 )T Juslle VIS | 0
0 -2 37
¢ una base ortonormale di U.
i
La proiezione ortogonale di v = 515 suU e
4
Py(v) = (ui|v)ui + (u3|v)u; + (uz|v)ug
dove
i
1 3 1.
* _ NNH .~ s — = (i _ _
(i) = (u)v = Z5(1 0 =i 0) |} | = (i—i) =0
4
i
(w3lv) = (u3)fv = L(—z 2 1 -2) 3 L(1—|—6—|—1—8) =0
2 2 V10 1 V10
4
i
1 3 1 20
uzlv) =(u3) ' v=—=(-1 -2¢ — =3¢ =—(-1—-6i—1—12]) = ——= -1
4
Quindi
-1 -1 —1
Pu(v) 20,u* 20i 1 2 2Oi 21 41 -2
v V5T Vs Vi | i 15 i 3| -1

31 31 -3

= O O O
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ESERCIZIO TIPO 18

z z 1 0
sinA(z) =] ) 1 0. | dovezec
111 o0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) & non singolare.

A(z) & non singolare se e solo se Det(A(z)) # 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z zZ 0
Det(A(2)) = (=1)*TDet | 1 1 z—i | =
11 0

sviluppato rispetto
alla 2¢ riga

_ _ A 1)\2+3 z Z _
n (z —i)(—1)*"°Det ( 11 >
sviluppato rispetto

alla 3% colonna

=(z-9)(E-7)

Quindi A(z) ¢ non singolare se e solo se (z —i)(z — z) # 0.

Si osservi che (z —i)(z —Z) =0seesolose o z—i =0, e quindi z =, oppure z — z = 0, e quindi z = Z.
Poiche
z2=7Z <<= zeR,

allora,

Det(A(z)) =0 <= zeRU{i}
e quindi

Det(A(z)) #0 <— z¢ RU{i}.
Concludendo

A(z) & non singolare < z ¢ RU{i}.
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ESERCITAZIONI A GRUPPI TESTI

ESERCITAZIONI* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

6 0\ /6 0 0\ /6 0\ /6 0 0\ /6 0 0\ /6 6 0\ /6 0 0\ (/6 0 6
0 6),{o oo, {o3].[6 6 o),[o6 0], ({66 0].{060],[0¢60
00/ \o o6/ \oo/ \ooe/ \oo3/ \ooe/ \oose/ \ooe
187 0 1—7 3
2lsimoa= (T2 )Y B 1.0 1),c=[ 0 —2]ep=(1 1 %) s
5 —1 ; 1 9 - =1 0

calcoli —3A + 4D(CA + iB).

Sia A = ((1) 8) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 B = (j g) tali che AB = BA.

Siano A una matrice reale n x 2 non nulla in cui la seconda colonna ¢ il doppia della prima. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D tali che AD abbia tutte le colonne uguali.

23 14i 3+ 5i . .
[5]Siano A=[ 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=([t1 2%3)
. . 3-2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

4 4437 4 4+ 37 4 3 0 4+ 31 0 4+ 31 4 1
4+ 3 3 T\4-3 3 A1 0)7\ —4—-3¢ 0 T\ 443 0 "\1 3)°

. . o . -, . 1—14
Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = ( 9 ! 9 f_ ; > .
Siano B una matrice quadrata di ordine n — 1 e v, w vettori colonna con n — 1 coordinate. Si consideri
o | T 1
la matrice a blocchi A= | — | ——— |. Siprovichese A | — | = O, allora vIBw = 0.
w | B w
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ESERCITAZIONTI* 2

2 -2 4 0 2 4
StianoA=|3 -3 10 8 eB= |1 2|. Sitrovino forme ridotte di Gauss per A e B.
2 -2 2 -4 1 3
1 0 —i o
Sia A(a)=[1 a?*+9 0 « |, doveaceC. Perogniac€ C sitrovi una forma ridotta di

2 2a2+18 0 4o«
Gauss U(a) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(a).

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

4 -4 12 8 8
A= 1 -1 7 4 e b=| 4
-1 1 -3 -2 —2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro reale o dove

2 2 2 2

1 a+1 a+1 . a+1
Ala) = 1 N N e b(a)= N

0 2 2a a?+1
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ESERCITAZIONI* 3

1

[1]Sia A = (2“1” Z). Si caleoli A1,

a+3i 1

Si dica per quali @ € C la matrice A(a) = (a 13 a

di A(a).

Sia  A(a) =

calcoli A ()™t

> ¢ non singolare. Per tali «, si trovi I'inversa

, dove o € R. Per quegli @ € R per cui A(a) & non singolare, si

— N
O &~ Q
+ oo

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (4 -8 12) .

3 -6 8
4 3

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | —8 —6
12 8

@ Sia W = {A € M,,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n. Si provi
che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

Sia W = {A € M, (C)|A = —A} I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n. Si
provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.
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. ancora un esercizio delle ESERCITAZIONI* 3

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 0 a a—2

S = 0 1Sy = 01];]1 1S3 = 0]l]a,beR };Sy = 0 la,beR »;
0 0 0 b b
a a—2 0

S5 = a—b|]a,beR ;86 = 0 laeR 3;S; = alleeR

0 a+1 a
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ESERCITAZIONI* 4

Sia W = { ( 0 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2.

—a
1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).
2. Si provi che W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale Ms(C).

3. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

(2 3) 5 DY DG D)o (% D)

1 3 1
Sidicase S=<vi=|-1];vo=| —-4];vs= 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|4];ve=1[6];vy3=| —1 , ws= |4 ]|;wo=|0];ws=|—1];
0 2 1 0 2 1

Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1; va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:

(1) S ={v2+v3;vi+ vz v+ vy +vs},
(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vvava+2vs}.

Sia V il sottospazio di R3 generato da

1 -3 2 0 1
S=qvi=|-1];ve= 3 ls5v3=[01];va=|0];vs=1]1
0 0 1 0 1

Si trovi una base di V' contenuta in S.
@ Sia W Tl’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

2 2 1 1 1
oo (2 Dpem( Do (i e Do (t D2 1)

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche ?
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ESERCITAZIONI* 5

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € Ms(C), definisce un’applicazione lineare da
M5(C) in M3(C): f1(A) = AAT, fo(A) = A 1Tz, f3(A) =2A, f1(A) = A2, e quale delle seguenti posizioni,
al variare di A € M(C), definisce un’applicazione lineare da Mz (C) in C?: g;(A) = Aes, g2(A) = Ae; +ey.

Sia A una matrice complessa 2 x 2 tale che A% = A.
(a) Si provi che C(A —I2) C N(A).
(b) Si provi che se inoltre O # A # I allora C(A — I3) = N(A).

Siano A una matrice complessa m x n ed fa : C" — C™ Dapplicazione lineare indotta da A. Si provi
che fa e iniettiva se e solo se A ha un’inversa sinistra.

1 0 2 1
SiaA=|2 3 7 2].Sitrovi una base dello spazio nullo N(A) di A.
30 6 3
1 —a? 1 1
[5]Sia Au=(1 3 2 a+1|, doveacC.

3 32 3 a+3
Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

R A T

(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s= {036 DC )G e

su dominio e codominio rispettivamente.

)0

1 1 0 1 1 0
SianoB: vi=|[1];vo=|[0]|;vs=1]1 eB=qvi=10]|;vi=|-1];vi=1[0

0 1 0 0 0 1
(1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R?.

(2) Si calcolino le matrici di passaggio Mg da B aBe Mg da B a B
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ESERCITAZIONI* 6

2 1
Sia A = 0 6 | la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R2 — R3 rispetto alle
-1 -2
1 q 1 1 0
basiordinateB:{vlz( >;V2:( >}eD: wi=\|1];wo=|0];w3g=1]1 su do-
1 1
0 1 0
minio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0
B = {v’l = (é) ;Vh = (g)} eD=qwi=[0];wh=|-1];w5=10 su dominio e codominio
0 0 1
rispettivamente.
a
Si verifichi che ¢ : C3 — Rx>q definita da ¢(| b |) = |2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.
c

Sia V = M,(C). Si verifichi che (-|") : V x V — C definito da

( a1 ag | bl b2 ) _ ia_b
az a4 b3  bs P o
¢ un prodotto interno.

Sia ||| : M2(C) — R>o la norma indotta dal prodotto interno (-|') : M2(C) x M3(C) — C definito

1 1 H
147 2437 '

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

nell’esercizio precedente. Si calcoli

7 —1 1 0
—1 —1 0 0
V= 7 -1l 1) 2 )
-1 —1 0 0
24 7 81 7i
. . . . —6 . 1 0 1) oo
@ Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8 sul sottospazio U = { ol 25 = y di C*.
10 0 1 1
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ESERCITAZIONI* 7

Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

0 1 7 1 0
. 7 -1 0 1
V:< ; >7 V:< 1 ) Z’ ) 1 ) 0 >'
7 -1 0 1
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
i 1 o 1 011 1
A=| 2 1+i 3], B=[-11 2 |, c=
1 1 1 1 1 1 0
! vt 1 10 1+43
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ESERCITAZIONI A GRUPPI SVOLGIMENTO

SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

6 0 6 0 0 6 0 6 0 0 6 0 0 6 6 0 6 0 0 6 0 6
o 6,10 o o}),({0 3,16 6 0,0 6 0)],{6 6 0,0 6 0],]{0 6 O
0 0 0 0 6 0 0 0 0 6 0 0 3 0 0 6 0 0 6 0 0 6
6 0 0
scalari: 0 6 0
0 0 6
6 0 0 6 0 0 6 0 0
diagonali: 00 0)],/]06 0],]0 6 0
0 0 6 0 0 3 0 0 6
6 0 0 6 0 6 6 0 0 6 0 0
triang. sup.: 0O 0 0],10 6 0,10 6 0],{0 6 O
0 0 6 0 0 6 0 0 3 0 0 6
6 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0
triang. inf.: 0 00),!/6 6 0f,{0 6 0,10 6 0],
0 0 6 0 0 6 0 0 3 0 0 6
6 0 6 0 6 6 0
nessuna delle precedenti: 0 31,10 6,16 6 0
0 0 0 0 0 0 6
. 18: 0 1—4 3
2]simoa= (112 O) - | 1-0 -1, c=[ 0 —2]ep=(1 1 2) s
5 —1 ; 1 9 i - —1 0

calcoli —3A + 4D(CA + iB).

_ 1+2 0\ _(-3-6i 0
_3A__3( 5 —i>_( ~15 3i>

1—i 3 (1+2i 0) (1—i)1(1+2i)+3><5 (1—4) x 043 (~0)

CA = 0o -2 5 i) = 0x (14+2i)—2x5 0x0—2x(—i) =
2 = 2x (1+2i)—ix5 2x0—1ix(—i
1—9+20+2+15 =3¢ 18+¢ —3¢
= —10 27 = —10 27

2+ 41— 57 -1 2—7 -1
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181 0 -18 0
B=:| -1-9% —-1]=19—-7 —I
1 1 -1 1
18 +1 1 —37
CA +:B = —10 —1—1 1
2—13 1—7 =143
. 1
! i —1—|—z
{1 xi4+1x(-1—1) +2><(1 (=3) +1xi+2x (=144 | _
S\ —ixi—1x(— 1—z)+0><(1—z) —z><( i) —1xi+0x (=144 )

(i—1—i+2—-20 =3i+i—2+42\ (1-2 -2
- 14+1+14 —3—1 T\ 247 —-3—1

_ 1-2 -2 4-8 -8
D(CA +iB) = 4<2+Z _3_i>_(8+4i —12—4i>

. —-3—-6¢ 0 4 — 81 -8 1— 144 -8
_3A+4D<CA+’B)_< 15 3i>+(8+4i —12—4i>_(—7+4i —12—i>
. 1 3 . . .. . Ty .
SlaAz 0 0 . Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 B = J tali che AB = BA.
Sia B = (i g) una matrice reale 2 x 2. Poiche
(1 3 z y\_ [(r+3z y+3t
as- (o ) (2 )= )
[z oy 1 3\ (x 3z
BA_(Z t><0 O>_(z 3z>’

rT+3z=2x
+3t =3z 2=0
la condizione AB = BA equivale a Y =0 ossia a
32__ 0 y=3x—3t

Dunque le matrici 2 x 2 reali B tali che AB = BA sono tutte e sole le matrici del tipo

B:(g th_3t>, dove z,teR.

Siano A una matrice reale n x 2 non nulla in cui la seconda colonna ¢ il doppia della prima. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D tali che AD abbia tutte le colonne uguali.

Poiché A ha due colonne ed esiste AD, allora D ha due righe. Quindi, essendo D diagonale reale, &

D= (%1 ; > per opportuni numeri reali d; e ds.
2
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Dalla condizione che la seconda colonna di A & il doppio della prima segue che se c € la prima colonna di
A (quindi un vettore colonna con n coordinate), allora A = (¢ 2c), per cui

AD = (c QC)(C(Z)1 ;):(dlc 2dyc) .
2

A questo punto la condizione che AD abbia le colonne uguali comporta che dic = 2dsc.

Se fosse ¢ = 0 non potremmo trarre alcuna conclusione su dy e do. Ma ¢ # 0, altrimenti entrambe le
colonne di A sarebbero nulle, mentre A e supposta non nulla. Ora

dlc = ZdQC
- dy = 2d2,

c#0

per cui ogni matrice D = (20d 2) con d numero reale e soluzione del nostro problema.
2—31 1+ 3+ 51 . .
[5]Siano A=[ 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=([t1 2E3)
. . 3—2i 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

. 23 0 1—i — 2430 1=d " 213 0 1+i
A = 1+i i 1 A= 0 —i A" = 10 1
1 (2 1—|—Z 1 (2 1
T _ 2 5 o H _ 2
B’ — (1+i B= (2 1-1) BY — L
B 350
CT= (3+5i 6 2—2i) C= 6 CHl= (3-5 6 2+2i)
242
T4i 32 — T—i 2.3 T—i 342
T _ _ H __
b = (2+3i 0 > b= (3+2i 0 > b™ = (2—3i 0 >



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2006/07, GEMMA PARMEGGIANI 63

(AC +iB")B + (1 + 3i))D¥ =

. (35 . .
(243 0 144 2 . N T—1 342\
_((1—1' —i1 ) ) o +Z(1+i>)(2 1_”””32)(2—31' 0 >_

(24 30)(3 — 5i) + (1+4)(2 + 2i) 2 . (1+30)(7—4) (L+3)3+20)\ _
_(( (1—4)(3 — 5i) — 6i + 2+ 2i >+(i(1+i)>)(2 1_”+((1+3i)(2—3z') 0 >_

_(64+99—-100+15+2+ 21+ 2 — 2 2 Y2 1—i)+ T+2li—i4+3 3+99+2i—-6)
B 3—-31—51—-5—-61+2+2¢ -1+ 2+6i—31+9 0 N

(2143 2 (104200 —3+11i)
_(( —12i >+(—1+i>)(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

([ 21+5i (104200 —34+113)
_(—1—111')(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

( 2214+ 5i) (214 5i)(1 — i) ) (10+20i —3—|—11i> _
2(—1—113) (=1 —11i)(1 — i) 11+ 3 0

(424100 21+50—21i+5 10+20¢ —3+4+110\
T\ —2-227 —-1-11i+:¢-11 114 3¢ 0 N

(424100 26 — 16¢ 104200 —3+11i\ (524 30¢ 23 —5¢
T\ —2-227 —12-—10¢ 114 3¢ 0 S\ 9-19 —12-—-10¢

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

4 4437 4 4+ 37 4 3 0 4+ 31 0 4+ 31 4 1
4+ 3 3 "\ 430 3 "\1 0)"\ —4-3¢ 0 T\ -4+ 30 0 "\l 3)/)°

simmetriche: 4 4+ 31 4 1
' 4+3 3 )'\1 3

anti-simmetriche:

hermitiane: 4430 41
: 4 — 3i 3 A1 3

anti-hermitiane:

nessuna delle precedenti:
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. o . - . 1—14
Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = ( 9 ! 9 f_ ; > .

1414 2
6 2—

A+AH_1( L—i 6\, (1+i 2 )_128_14
2 2 2 2+ 6 2-i)/) 2\8 4) \4 2)°

e la parte anti-hermitiana di A ¢
A—AH_1< 1—i 6\ [(1+i 2 )_1 -2 4\ [ —i 2
2 2 2 244 6 2—i)) 2\ -4 2i) \-2 i)

Siano B una matrice quadrata di ordine n — 1 e v, w vettori colonna con n — 1 coordinate. Si consideri

Poiche AH = ( i)’ la parte hermitiana di A e

o | T 1
la matrice a blocchi A= | — | ——— |. Siprovichese A | — | = O, allora vIBw = 0.
w | B w
o | T 1 1
Calcolando il prodotto | — | ——— — | a blocchi, da A | — | = 0 si ottiene
w o B w w
0 0o | VT 1 viw
e N N ) R
0 W B w w + Bw
ossia
viw = 0
Bw = —w
Dunque
vIBw vT(—w) = —vl'w =0.

T
vI(aw) —av'w VaeR




ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2006/07, GEMMA PARMEGGIANI 65

SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 2

2 =2 4 0 2 4
StianoA=|3 -3 10 8 eB= |1 2|. Sitrovino forme ridotte di Gauss per A e B.
2 -2 2 -4 1 3

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

2 -2 4 0 5 -1 2 0
A=[3 -3 10 8 31(—2)E21(—3)E1(1/2) 0 0 4 8 -
2 -2 2 -4 o 0 -2 —4
E32(2)E2(1/4) L -1 20
0 0 1 2|=U,
0 0 0 0

ed U; € una forma ridotta di Gauss per A.

Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:

E31(—1)E21(—1)E1(1/2)

2
B=|1
1

W N >

ed U, e una forma ridotta di Gauss per B.

1 0 —1 o
Sia A(a)=[1 a*+9 0 «a |, doveaeC. Perogniaéc C sitrovi una forma ridotta di
2 2a2+18 0 4o«
Gauss U(a) per A() e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(a).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A(q):

i 0 —i ia | 1 0 -1 a
Al@)=|1 a2+9 0 a PalFa(CDBCD g 4249 1 0 | =B(a)
2 222+18 0 4o 0 222+18 2 2«

1°CASO| a2+ 9 #0 ossia o # 3i ed a # —3i.

1 0 -1 « E: (—2042—18)E( 1 ) 1 0 -1 «
Bla)=[0 a2+9 1 0 ”z Dot 01 1/(@?+9) 0 | =C(a)
0 22+18 2 2a 0 0 0 %



66 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2006/07, GEMMA PARMEGGIANI

1° sottocaso del 1° caso‘ a#3i, a#-3i, a#£0

10 -1 a . 10 -1 a
Cla=(0 1 1/(a®+9) 0 : 0 1 1/(e2+9) 0| =U(x)
00 0 20 00 0 1

U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e la 4%, 'unica colonna
libera ¢ la 3¢.

1 0 -1 0
2° sottocaso del 1° caso‘ a=0 C0)=(0 1 1/9 0| =1U(0) ¢ una forma ridotta
0 0 0 O

di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1% e la 2%, quelle libere la 3% e la 4.

2°CASO| a?+9 =0 ossia o = 3i oppure a = —3i.

1 0 -1 «
B(a)=10 0 1 0
0 0 2 2

1 0 -1 «
0 0 1 0
0 0 0 2

-1

E35(—2) E3(1/2c) (az0)

1 0
0 0 1
0 0 O
U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 3% e la 4%, 'unica colonna
libera ¢ la 2¢.

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

4 -4 12 -8 8
A= 1 -1 7 4 e b=| 4
-1 1 -3 -2 —2

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

4 -4 12 8 8
(A | b): 1 1 7 4 } 4 Es1(1)E21(—1)Ei(3)
-1 1 -3 -2 | =2
1 -1 3 2 | 2 ) 1 -1 3 2 | 2
-0 0 4 2 | 2 ! 0 0 13 | Lt]=(Uu | a)
0 0 00 ] 0 0 0 00 | 0

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

(+) {xl—x2+3x3—|—2x4 =

2
1 1
T3+ 574 =3
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Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) e con la
sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xQZh
x4:k
T SO S PR
TR T TN
= 3 2z44+2=h—3( 1k+1) 2k+2=nh 1k+1
LT Tl T AT e s 2" "2 R
L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema Ax = b) &
1 1
1h 1 ||k keC
—sk+3
k

2 2 2 2

1 a+1 a+1 . a+1
Ala) = 1 N N e b(a)= N

0 2 2a a?+1

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

2 2« 2 | 2
|1 a4+l a4+l | a+l Es1(=1) B (-1 E1(3)
(A) | b)) =y “rtest e
0 2 200 | a?+1
1 « 1 | !
. 0 1 o | 1 E42(—2)
00 a-1 | 0
0 2 2a | a?+1
1 « 1 | !
0 1 a | 1 _
00 0 | a®2-1
111 | 1
5 011 ] 1]. . .
17 CASO a =1 (B(1) | ¢(1)) = 0000 ¢ una forma ridotta di Gauss per
000 1] 0
(A1) | b(1)), quindi A(1)x = b(1) ¢ equivalente a B(1)x = ¢(1) che & una forma compatta per

=1
=1

1+ T2 + 3
(*) To + T3
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Poiche ¢(1) ¢ libera, B(1)x = c¢(1) ammette soluzioni.
Poiche B(1) ha esattamente una colonna libera, B(1)x = ¢(1) ha oco! soluzioni.
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(1) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da (x) otteniamo
r3=nh
ro=—x3+1=—-h+1
x1=—-a9—23+1=—(-h+1)—h+1=0

L’insieme delle soluzioni del sistema B(1)x = ¢(1) ( e quindi I'insieme delle soluzioni del sistema A(1)x =

b(l))e

0
—h+1||heC
h
20 CASO a#1
1 « 1 | !
[0 1 o' | 1 Bs(5iy
(B(O[) | C(O[)) - 0 O a—l | 0
0 0 0 | o2—-1
1 a 1 | !
N A S 1 Ea(git
0 0 1 | 0
00 0 | a®2-1
1 a 1 | !
0 1 o | 1 _
0 0 0 | a+1
1 -1 1 | -1
0 0 1 -1 ] 1 R . .
a= -1 (C(—-1) | -1)) 0 L] o ¢ una forma ridotta di
0 0 | O
Gauss per (A(—=1) | b(—=1)), quindi A(—1)x=b(—-1)¢ equlvalente aC(—1)x=d(—1) che & una
forma compatta per
xr1 — T + X3 = —
(%) To—T3 = 1
T3 =0

Poiche d( — 1) & libera, C( — 1)x = d( — 1) ammette soluzioni.
Poiche tutte le colonne di C( — 1) sono dominanti, C( — 1)x = d( — 1) ammette un’unica soluzione. Con
la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo
Tr3 = 0
ro=x3+1=1

x1=$2—$3—1=1—120
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L’unica soluzione di C(—1)x =d(—1) (e quindidi A(—1)x=b(—-1) )¢

0
v=|1
0
af {11}
1 a 1 | !
o1 o | 1 Ba(ghy)
00 0 | a+l
1 a1l | «
01 a | 1]
00 0 | 1
¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)). Poiche e(a) & dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di

A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 3

[1] Sia A — (2—|—i i

> Si calcoli A1,
1 )

Ricordando che

—1
a b 1 d —b
(c d) _ad—bc(—c a) se ad—bc#0,
si ha:
FEE io—i N _ 1 i i
21iyi—i\-1 2+4i) “14ri\-1 2+4i
Poiche
11 —T+i “1-i  1-i -1-i 1 1
1+i  —1+i Tigi (l+)(-1—9) 1- 2~ 2 2"
allora
1 1. (i
_1__ _
AT =3 21)(—1 2+i>'

Si dica per quali @ € C la matrice A(a) = (
di A(a).

a+3i 1
a4+ 31

oz) ¢ non singolare. Per tali «, si trovi I'inversa

Ricordando che (i d) & non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

a b
c d

(

allora A(«) ¢ non singolare se e solo se

_1_ 1
" ad —be

d

—C

(%)

(o + 3i)a — i+ 30) = (a + 3i)(a — i) £ 0,

ossia se e solo se a ¢ {—3i,1}, ed in tal caso si ha:

1
Ale) e ——
@) = G ey
1 « 0
[3]Sia A(@ =12 4 o0
1 a a+1

calcoli A ()™t

(

o
—a — 31

—i
o+ 3i

).

, dove o € R. Per quegli @ € R per cui A(a) & non singolare, si
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La 0 [ 100y o
(@) (Ae) | I3)=(2 4 0 | 0 1 0 2 =
1 o a+1 | 0 0 1
1« 0 | 1 0 0\ sz |a#2:A(2)non hainversa|
— 4 -2« 0 -2 1 0
0 a+1 | -1 0 1
I « 0 | 1 0 0 BEs(zip) ‘a;é—le(—l) nonhainversa‘
- 0 1 0 | Qia 4—12a
0 a+l | -1 0 1
Lao| 1 0 o 100 2 % 0
- 0 10 | Qia 4—12a 0 M} 010 | ﬁ 4—12a 0
001 ]| -7 0 001 ] -2 0o
ﬁ _4—a2a 0
Se a¢{2’_1} A(a)_lz _ﬁ 4—12a 0
1 0 1
a+1 a+1
. . . . 4 -8 12
Sl trovino tutte le inverse destre della matrice A = 3 _6 8 )
Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢c; | c¢3), allora
¢ & soluzione di (1) Ax:elz((l)>e
N . . 0
c2 € soluzione di (2) Ax =e3 = L
Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).
(4 -8 12 | 1 0\ Eadm (1 -2 3 | L+ 0
(A|12)_(3—68|01> (oo—1|—§1_’

0

Ey(—1) (1 -2 3 |
-1

S )=(U | b b,

FNIXRNT

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

3

{x1—2x2—|—3x3=%
T3 = g
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Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 2%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

xgzh
B
5T
1 9 1
$1:2$2—3$3+Z=2h—1+122h—2

L’insieme delle soluzioni di (1)
2h — 2
h |heC
3
4
(2) & equivalente a (2’) Ux = bg che & una forma compatta per

r1 — 222 +3x3 =0
$3=—1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 2%) e con la sosti-

tuzione all’indietro otteniamo
Xro = k

$3=—1
T, = 2x9 — 3x3 =2k + 3

L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

2k +3
k |k eC
-1
2h—2 2k+3
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = h k , al variare
3
2 -1
4
di b,k eC.
4 3
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | —8 —6
12 8

1. Poniamo B = AT,

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’ esercizio precedente sappiamo che sono tutte e sole le

2h—2 2k+3
matrici del tipo h k con h, k € C.
3
2 -1
4

3. Una matrice € inversa sinistra di A se e solo se & la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

- 3
2h—2 h 4>a1variaredih,k€(c~

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo (Zk L3k
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@ Sia W = {A € M,,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n. Si provi
che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W: 07 =0
(i) ABEW = A+BeW

AcW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BeW
AcW = A=AT
= (A+B)T=AT+BT"=A+B

BeWwW = B=B"
(i) a€C,AEW = aAeW

AcW = A eM,(C) = aA € M,(C)
= oaAecW
AcW= A=AT = (aA)T =aAT = A

Sia W = {A € M, (C)|A = —A} I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n. Si
provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W:0H=0=-0
(i) ABeEW = A+BeW

AcW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BeW
AcW= Al=_A
= A+B) =A7 +Bf = A+ (-B)=—-(A+B)

BeWw = B7”=_B

(i) a€C,AEW = aAeW
AeW = A e M,(C) = aA € M,(C)

AcW = A" = _A = (aA) =aA” =a(-A) = —aA
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Non & vero che A € W per ogni scalare o ed ogni A € W

prendendo A # O si ottiene che

oA = oA ? a=a < a€R

poiche A # O

Quindi se O #A € W e a ¢ R (ad esempio se A ¢ la matrice n x n con 1 al posto (1,n), —1 al posto (n, 1)
e 0 altrove, ed o = 7) allora aA ¢ W.

Dunque W non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M, (C).
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SVOLGIMENTO dell’ultimo esercizio delle ESERCITAZIONI* 3

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 0 a a—2
S = 0 1Sy = 01];]1 1S3 = 0]l]a,beR };Sy = 0 la,beR »;
0 0 0 b b
a a—2 0
S5 = a—b|]a,beR ;86 = 0 laeR 3;S; = alleeR
0 a+1 a
0
e S; ¢ un sottospazio vettoriale di V: 1'unico elemento di S; ¢ il vettore 0 = | 0 |, e0+0=0€ S; e
0
a0 = 0 € S; per ogni scalare a (S; ¢ il sottospazio nullo di R?).
0
e So non ¢ un sottospazio di V: contiene e = | 1 | ma non contiene ez + es = 2e5 (d’altra parte nessun
0

sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un elemento non nullo w # 0 puod essere un
sottospazio di W: se U ¢ un sottospazio di W che contiene w # 0, allora U deve contenere 'insieme infinito
di vettori {aw|a scalare }, per cui U stesso deve essere infinito).

e Per vedere se S3 € o non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S

(#1) u+ v € S3 per ogni u,v € Ss,

(#i1) cu € S3 per ogni u € S3 ed ogni scalare a.

Poiche gli elementi di S3 sono esattamente i vettori di R3 che hanno la seconda coordinata nulla, allora
0 € Ss, inoltre dal fatto che la somma di due vettori di R con la seconda coordinata nulla & un vettore di
R3 con la seconda coordinata nulla si ha (ii), e dal fatto che il prodotto di un vettore di R3 con la seconda
coordinata nulla per uno scalare & un vettore di R3 con la seconda coordinata nulla segue (iii). In simboli:

(Z) 0eSs

(#4) Se u, v € S3 esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2
u= | 0 e v=1[0 |,
b1 b2
inoltre
as
u+veSy <« 3 a3 beRut+rv=|_0
b3
a1 a2 aj + az
Poicheu+v=1| 0 |+ 0 | = 0 , basta prendere as = a; + as e bs = by + bs.

b1 b by + b2
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a
(#i1) Se u € S3 esistono a,b € R tali che u= | 0 |, inoltre per ogni scalare « € R
b
c
aueS; <« 3 c¢deR3au=|0
d
a aa
Poicheau=a | 0 | = | 0 |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
b ab

Dunque S3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S4 € 0 non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sy

(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(

i) au € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare .

0 a—2
(7) esistono a,b € R taliche [ 0 | = 0 :siprenda a=2eb=0, quindi 0 € S4
0 b

(#4) Se u,v € Sy esistono ay, by, ag, by € R tali che

ay — 2 ag — 2
u—= 0 e v= 0 ’
b1 b2
inoltre
az — 2
ut+vesS; <<= 3 a3 bcRjutv= 0
b3
al — 2 as — 2 a1 +ag —4
Poiche u +v = 0 + 0 = 0 , basta prendere a3 = a; + a2 — 2 e by = by + bs.
b1 bo b1 + by
a—2
(#i1) Se u € Sy esistono a, b € R tali che u = 0 , inoltre per ogni scalare o € R
b
c—2
aucSy <<= 3 ¢ deR}ou= 0
d
a—2 aa — 2«
Poiche au = « 0 = 0 , basta prendere ¢ = aa — 2+ 2 e d = ab.
b ab

Dunque S4 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S; € 0 non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
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(Z) 0€e€Ss
(#1) u+ v € S5 per ogni u,v € Ss,

(#i1) cu € Sy per ogni u € S5 ed ogni scalare a.

0 a
(7) esistono a,b€ R taliche [ 0 | = [ a—b |: si prenda a =b =0, quindi 0 € S5
0 0

(#4) Se u, v € S5 esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2

u = al—bl e V= CLQ—bQ y

0 0
inoltre
as
u+veSs = | CL3,b3€]R3|u+V= as — bz
0
a1 as a1 + az
Poiche u+v = (a1 —b1 | + [ aa—b2 | = | (a1 +a2) — (b1 +b2) |, basta prendere a3 = a; + as e
0 0 0
bs = b1 + ba.
a
(#i1) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u = | a — b |, inoltre per ogni scalare o € R
0
c
aueS; <+= 3 c¢deRau=|c—d
0
a aa
Poichteau=a | a—b | = | ca— ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque S5 € un sottospazio di V.

e Per vedere se Sg € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sg

(#1) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,

(

i) au € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare «.

0 a—2
(i) Perche 0 appartenga a Sg occorre che esista a € R taleche | 0 | = 0 . Poiche il sistema
0 a+1
a—2=0
a+1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora Sg non € un sottospazio di V.
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e Per vedere se S7 € o non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S7

(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(

14i) au € Sy per ogni u € S7 ed ogni scalare .

0 0
(i) esiste a e R taleche | 0 | = | a |: si prenda a = 0. Quindi O € S7.
0 a

(#4) Se u,v € S7 esistono a,b € R tali che

0 0
u=\|a e v=|b],
a b
inoltre
0
u+veS;, «— 3 ceRilut+v=|c
c
0 0 0
Poicheu+v=|a |+ | b|=|a+b ], basta prendere c =a +b.
a b a+b
0
(#i1) Se u € Sy esiste a € R tale che u= | a |, inoltre per ogni scalare o € R
a
0
auecS; <<= 3 beR}au=|1b
b
0 0
Poiche au=a | a | = | aa |, basta prendere b = aa.
a aa

Dunque S7 € un sottospazio di V.
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 4

Sia W = { (—Oa 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2.

1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).
2. Si provi che W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale Mz (C).

3. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ () (S oS o) o)f (s 0))
1. (i) Ozya € W: Oayg € My(R) e OL, 5 = Ogyg = —Onys
(i)
AcW= AecMR)
= A + B € M(R)
BeW = B e MR)
= A+BeW

AcW = A=-A"T
— (A+B)'=AT+B"=-A-B=—-(A+B)

BeW = B=-BT

(i) a€C,AeEW = aAeW

A eceW = A c My(R) = aA € Mz(R)
= aAelW
AcW = A=-AT = (aA)T =aAT =a(-A) = —aA

(i) esiste a € R tale che (8 8) = (_Oa 8): si prenda a = 0.

(i) Se A, B € W esistono a,b € R tali che

inoltre

A+BeW <« 3 ceRA+B:(_OC g)
N (0 a 0 b\ _ 0 a+b ) _
P01CheA+B—(_& 0>+(—b O>_(—(a+b) 0 >,babtaprenderec—a+b.

0

. a\ . :
(7i1) Se A € W esiste a € R tale che A = ( 0 >, inoltre per ogni scalare o € R

aAeW = 3 beR3|aA:(_0b g)
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N 0 a 0 aa
Poiche A = « = , basta prendere b = aa.
—a 0 —aa 0

Dunque W & un sottospazio di Mz(R).

0 1

2. W non & un sottospazio di Ms(C): se ad esempio si prende A = 1 0

b))

—1

>€Weda:isihache

aA — (—Oz 8) ¢ W dal momento che W C M»(R) e (

3. (a) Dal momento che ogni elemento di { (? _01> ; (_02 (2)> } ¢ un elemento di W, per stabilire se

{(? _01> ; (_02 (2)>} € o non ¢ un insieme di generatori di W, spazio vettoriale reale, occorre stabilire

se per ogni A € I esistono «; ed as numeri reali tali che

(0 -1 0 2\ _( 0  —ai+2a
A_O‘l(1 o>+0‘2(—2 O>_(al—2a2 0 >

0

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = ( 8), il problema diventa stabilire se per ogni a € R
il sistema
—a1 + 209 = a
(*) {oq — 200 = —a

nelle incognite reali a7, as ha soluzione. () & equivalente all’unica equazione
a] — 200 = —a

che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio @y = 0 ed a3 = —a), allora I'insieme di vettori

{ (? _01 > ; (_02 (2)> } € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

(b) Poiche ((1) 8) ¢ W, allora {(_01 (1)> ; ((1) 8)} non ¢ un insieme di generatori per W.

0 3 0 3
-3 0 -3 0
per W come spazio vettoriale reale occorre stabilire se per ogni A € W esiste « € R tale che

0 3 0 3a
A_O‘(—:s 0>_(—3a 0)

0

(54) { 3a=a

—3a=—a

(¢) Dal momento che € W, per stabilire se ( >} ¢ o non ¢ un insieme di generatori

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = ( 8), il problema diventa stabilire se per ogni a € R

il sistema

nell” incognita reale « ha soluzione. Poiche (%) ha soluzione per ogni a € R (o = a/3), allora { ( _03 (3)>}

€ un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.
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1 3 1
Sidicase S=<vi=|-1];vo=| —4];vs= 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4
a
Per stabilire se S ¢ 0 non & un insieme di generatori di R? occorre stabilire se per ogni | b | € R? esistono
c
o1, (g, (3 € R tali che
a 1 3 1 a1 + 3as + as
b =a1vy+ asve +agvy ==a1 | —1 +as | 4| +a3 2 = —a1 — 4o + 203
c 2 8 —4 2011 + 8ag — 4as
ossia che il sistema lineare
a; +3as+ a3 =a
(*) —1 — 40[2 + 20[3 =b
201 + 8as — dag = ¢
nelle incognite o, as, a3 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.
Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene
1 3 1 ] a 1 3 1 a
-1 -4 2 | bV]—|0 -1 3 | a+b | ———
9 8 —4 | ¢ E31(—2)E21(1) 0 2 -6 | c—2a E32(—2)E2(-1)
13 1 | a
—-10 1 -3 | —a-b
00 0 | 2+c

Poiche esistono a,b,c € R tali che 2b + ¢ # 0 (si prendano ad esempio a = b =0 e ¢ = 1), allora (*) non ha
soluzione qualunque siano a, b, c € R, per cui S non ¢ un insieme di generatori di R3.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|4];ve=1[6];vy3=| —1 , ws=\|4]|;wo=|0];ws=|—-1];
0 2 1 0 2 1

(1) 1l problema ¢ stabilire se gli unici numeri reali a, @g, oz per cul a1 vy + asve + azvs = 0 siano
a1 = ag = agz = 0, oppure no. Poiche, dati aq, as, ag € R, si ha

0 4 2 dag + 203
aivi+asveo+agvy=a; | 4 | +a2| 6 | +a3| —1 = | 4a1 + 63 — a3 |,

0 2 1 200 + a3

0

allora a1 vy + aovo +a3vy =0 = | 0 | se e solo se
0
das 4+ 2a3 =0
(*) 40[1 + 60&2 — 3 = 0

200 + a3 =0
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Il problema diventa quindi stabilire se il sistema (*) (nelle incognite o1, g, a3) abbia un’unica soluzione (e
0 04 2 | 0

quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no. La matrice aumentata di (x) &: [ 4 6 -1 | 0
0 02 1 | 0

Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:

04 2 | 0 . L 3/2 —1/4 10
4 6 -1 | 0 M 0 4 2 | 0 -
0 2 1 | 0 0 2 1 | 0
1 3/2 -—-1/4 0
E32(—2)E2(%) 0 { 1//2 } 0]=(U | 0)
o 0 0 |0

Poiché non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (%) ha oo soluzioni. In particolare () ha una
soluzione non nulla, e quindi {vy, ve, vs} & linearmente dipendente (ad esempio, poiche (%) & equivalente
a

al—|—%(12—iozg=0
ag + %O&g =0

prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene ag = —% ed a; = —%012 + iag = % +

=1, ossia
1

N

—% ¢ una soluzione non nulla di (x) e vi — %VQ + v3 = 0 ¢ una combinazione lineare nulla di v, va, v3
1
con coefficienti non tutti nulli).

0 0 1 1 g + a3
(2) 0| =aqywi+aswas+agswg=a; [ 4] +a2 | 0| +a3| —1 = | 401 — a3
0 0 2 1 200 + a3

as +az =0

—= (%) dag —az=0

209 + a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di () si ottiene:

01 1 |0 . 10 —-1/4 | ©
40 -1 | o) 2@ o1 1 | o]
02 1 | 0 0 2 1 | 0
10 —-1/4 | © 1 0 —-1/4 | ©
P fo1 1 o] =2 fo1 1 | o]=(U] 0
00 -1 | 0 0 0 1 | 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha come unica soluzione la soluzione nulla | 0 |,
0

ossia

1w + aowsg + agwy = 0 — a; = ag = a3z =0.
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Quindi {w1, w2, w3} & linearmente indipendente.

Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1; v; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:

(1) S ={v2+v3;vi+v3vi+vy+vs},
(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vvava+2vs}

(1)
O0=a(vo+vs)+8(vi+vs)+o(vi+vat+vs)=(B+dHvi+ (a+d)va+ (a+F+)vs
B+0=0
= (%) a+0=0
f a+pB+6=0

poiche S ¢ L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:

01 1] 0 . 101 | 0 o 101 | 0
101 0]—2-]0111]0 2 011 1] 0f—
111 ] 0 111 ] 0 01 0] 0
Baa(—1) 10 1 | 0 Ba(—1) 101 | 0
= 01 1 | 0 2 011 ] 0f]=(U | o).
00 -1 ] 0 001 ] 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi S; ¢ linearmente
0
indipendente.

(2) 0=oa(vi—2v3)+B(vi+va)+(va+2v3) = (a+ B)vi + (B+§)va + (—2a + 25)vs

a+pB=0
= (%) B+6=0
I —20+25=0

poiche S ¢ L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:

E31(2) E32(—2)

N = O
o O O

11 1101 0
0 1 01 1] 0]=(U | 0).
—2 0 0007 0

N = O
o O O

11
0 1
0 2
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Poiche U ha una colonna non dominante, (x) ha oo soluzioni, in particolare (x) ha una soluzione non nulla,
quindi S, ¢ linearmente dipendente.

Sia V il sottospazio di R3 generato da

1 -3 2 0 1
S=qvi=|-1];ve= 3 |s5v3=[0];va=[0];vs=1]1
0 0 1 0 1

Si trovi una base di V' contenuta in S.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

vy = 0 e senz’altro combinazione degli altri:
Vg4 = 0= 0V1 +OV2 +OV3 +OV5,

per cui togliamo subito v4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

1 -3 2 1
Si=qvi=|—-1];ve= 3 |svy3=10];vs=1(1
0 0 1 1

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di V. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

Vo = —3V1 = —3V1 + OV3 + OV5

ma anche 1 1
V] = —§V2 = —§V2 + OV3 + OV5

possiamo togliere da &7 il vettore vy, oppure possiamo togliere da &7 il vettore vs, ottenendo ancora un
insieme di generatori di V. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S§; ci siano coppie di vettori di
cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia vi, ve e scegliamo di togliere v.

Poniamo
1 2 1
So=qvi=|-1];vy=[0];vs=11
0 1 1

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di V. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni lineari
degli altri vettori di S 7

Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Sa:
avy + Bvs +0vs = 0.
Se dovesse risultare che allora a« = § = § = 0, S sarebbe L.I. e quindi una base di V' contenuta in S. Da

1 2 1 0
al-1]+pflo]l+sf{1]=10
0 1 1 0
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otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, §

a+20+5=0
—a+6=0
B+d6=0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 21 1] 0 12110 12110
101 | o U o 2 2 | o EEEUERUA fh 1 1 | o
0 1 1 |0 01110 000 1] 0
Il sistema ¢ equivalente al sistema
a+280+5=0
() { B+6=0
il cui insieme delle soluzioni ¢
h
—h | |heR
h
1
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio | —1 | (si ponga h = 1), si ottiene
1

V1—V3—|—V5:O,

per cui vi,v3 e v sono combinazioni lineari degli altri elementi di Sy e ciascuno di loro pu6 essere scelto come
elemento da eliminare da S,.

Scegliamo di togliere vs da Sy (combinazione lineare degli altri elementi di S3) e poniamo

1 2
832 V1 = —1 s V3 = 0
0 1

49 passaggio. Sz ¢ ancora un insieme di generatori di V. Poiche v e v3 non sono I'uno multiplo dell’altro,
allora S3 ¢ linearmente indipendente, ed & una base di V' contenuta in S.

@ Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11 10 0 0 0 1
sefes (3 2)e= (3 0) (o) e (o V)em (i )i (V1))

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

1° MODO | “Restringiamo” un insieme di generatori di W.
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1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cs = (8 8) e senz’altro combinazione degli altri:

C; =0=0C; +0Cy +0C3+ 0C4 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

0 2 2 3 1 1 1 0 0 1
efor=(§ Den i Do (i e (3 e D}

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

C; =2Cs =0C, + 0C3 + 0C4 + 2C

ma anche 1 1
Cs = 501 = 501 +0C3y +0C3 + 0C4

possiamo togliere da S il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di &7 ci siano coppie di vettori di
cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

s-forn(3 (1 (D=2 D}

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Poniamo

Sia a1Cs + a2C3 + a3C4 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di Sy. Allora da
0 0 _ 2 3 1 1 1 0 0 1 B 2001 + a0 + @z 31+ as + ay
(o o) - (3 o) o (1 o) s (o 1) o (1 1) - (3a1+a2+a4 s + g
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, aa, g, iy

200 +as + a3 =0
3ap +as+ a4 =0
as+ a4 =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2110 |0 e (13 2 0|0 1L 0 o0
30101 | o 2ERE G S T8 o] 252 (00103 2 | o],
001110 000 1 110 001 1 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema

Ozl—F%OZQ—F%Ozg:O
(*) ag +3as —2a4 =0
as+ag =0
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il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
i};l |h e R
h
—2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio _51 (si ponga h = 1), si ottiene

1
—2C, +5C3 —C4 + Cg = O,

per cui Cq,C3, Cy4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Sy e ciascuno di loro pud essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sy la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di S2) e poniamo

sefes (1 o) o= (b D) (31))

49 passaggio. S3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Ss ?

Sia a1C3 + a2C4 + a3Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da
0 0\ 11 10 0 1\ [(oai+ay ar+as
(o o) - (1 o) ta (o 1) +as (1 1) - (a1+a3 s+ as
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aig, g
ar+as =0
a1 +a3=0
as+az3 =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

11
SRR
011 ] 0 0 1 110
11 0 | 0 . 110 |0
e S TR I T N

L’unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,

ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.

Ad esempio:
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1. Cy # 0 per cui {C;} & L.I. Teniamo C;. Chiamiamo §; = S.

2. {Cy;Cy} ¢ L.I. Teniamo Cz. Chiamiamo Sy = ;.

3. {Cy;Cy; C3} & L.I. Teniamo C3. Chiamiamo Sz = Ss.

4. {C;;Cy;C3;Cy} & L.D. Togliamo C4. Chiamiamo Sy = 83\ {C4} = {Cy; Cy; Cs; Cs; Cs}.
5. {C1;Cy;C3;Cs} ¢ L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S5 = S84 \ {C5} = {Cy; Cy; C3; Cs}.

6. {C1;Cy;C3;Cs} & L.D. Togliamo Cg. Chiamiamo Sg = S5 \ {Cgs} = {C1; C2; Cs}.
Dunque S = {Cy; Cz; C3} & una base di W contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche ?

Poiche dall’esercizio precedente sappiamo che

oot (2 (b D)

€ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche, allora la dimensione dello spazio
vettoriale delle matrici 2 X 2 reali simmetriche ¢ 3 (ossia il numero di elementi di una sua qualsiasi base).
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 5

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € Ms(C), definisce un’applicazione lineare da
M5(C) in M3(C): f1(A) = AAT, fo(A) = A 1z, f3(A) =2A, f1(A) = A2, e quale delle seguenti posizioni,
al variare di A € M(C), definisce un’applicazione lineare da Mz (C) in C?: g;(A) = Aes, g2(A) = Ae; +ey.

Fissato i € {1,2,3,4}, per vedere che f; : M2(C) — M>(C) & un’applicazione lineare occorre verificare che
siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fitA+B) = f;(A) + f:(B) per ogni A,B € M(C);
(2) filaA) = afi(A) per ogni A € My(C) ed ogni « € C.

e f1 verifica la condizione (1) ? Essendo
fi(A+B)=(A+B)A+B) =(A+B)AT +B")=AAT + BAT + ABT + BBY,
fi(A) = AAT e f1(B) = BB”, se fosse fi(A +B) = fi(A) + f1(B) per ogni A, B € M,(C), sarebbe
(*) BAT + ABT” =0 VA,B < M;(C)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f; non & un’applicazione lineare.

e f5 verifica la condizione (1) ? Essendo
f2(A+B)=A+B -1y,
fo(A)=A —TIz e f2(B) =B — I, se fosse fo(A +B) = fo(A) + f2(B) per ogni A, B € M»(C), si avrebbe
A+B-I,=A-1I,+B-1I, VA Be M(C),

da cui Iy = O, che & falso. Dunque f> non & un’applicazione lineare.

e f3 verifica la condizione (1) ? Si , essendo
f3(A+B)=2(A+B)=2A+2B = f3(A) + f3(B) VA,B ¢ M(C).
f3 verifica la condizione (2) ? S, essendo
fa(aA) =2(aA) = a(2A) = af3(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque f3 € un’applicazione lineare.

e f, verifica la condizione (1) ? Essendo
fi(A+B)=(A+B)>=(A+B)(A+B)=A?+BA + AB + B?
fi(A) = A% e f4,(B) = B?, se fosse f1(A +B) = f4(A) + f4(B) per ogni A, B € My(C), sarebbe
(x) BA+AB=0 VA Be€ M(C)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f4 non & un’applicazione lineare.

Fissato i € {1,2}, per vedere che g; : My(C) — C? & un’applicazione lineare occorre verificare che siano
soddisfatte le seguenti condizioni:
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(1) g:(A+ B) = ¢g;(A) + ¢:(B) per ogni A, B € M>(C);
(2) gi(@A) = ag;(A) per ogni A € M3(C) ed ogni a € C.
e gy verifica la condizione (1) ? S{ , essendo
91(A+B)=(A+B)e; = Ae; + Bes = g1(A) + ¢1(B) VA,B € My(C).
g1 verifica la condizione (2) 7 S{ , essendo

g1(aA) = (cA)er = a(Aer) = agi(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque g1 € un’applicazione lineare.

e g5 verifica la condizione (1) ? Essendo
gg(A —|—B) = (A + B)e1 + e = Ae1 + Be1 —|—e1,

92(A) = Aey +e1 e g2(B) = Bey +eq, se fosse g2(A +B) = g2(A) + g2(B) per ogni A, B € My(C), sarebbe
e; = 0 che e falso. Dunque g non e un’applicazione lineare.

Sia A una matrice complessa 2 x 2 tale che A% = A.
(a) Si provi che C(A —Iz) C N(A).
(b) Si provi che se inoltre O # A # I allora C(A — I3) = N(A).
(a) Per definizione di spazio delle colonne di A — I, si ha che C(A —I3) = (wy, wa), dove wi e wa sono
la prima e la seconda colonna di A — I rispettivamente:
wi=(A—-Ix)e; =Ae; —Ieg =Ae; —e; e

Wo = (A — 12)82 = Ae2 — 1282 = Ae2 — €.

Poiche per i = 1,2 si ha

allora, per definizione di spazio nullo di A, si ha
Ae; —e; € N(A) per i = 1,2,

e quindi C(A —Ip) = (w1, w3) = (Ae; —e;, Ae; —ez) C N(A).
(b) N(A) & un sottospazio di C2, essendo A una matrice complessa 2 x 2.
Da A # O segue che N(A) # C?, per cui dim(N(A)) <dim(C?) = 2.
Da A # I segue che A — I3 # O, per cui C(A — I2) # {O}, e quindi dim(C(A —Iz)) > 0.
Essendo dim(C(A —I3)) < dim (N(A)), per (a), si ottiene allora che dim(C(A —I3)) =dim(N(A)) = 1.

Dunque C(A —1I3) e N(A) sono due sottospazi di C2, 'uno contenuto nell’altro, ed entrambi con la stessa
dimensione. Pertanto C(A — I2) = N(A).
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Siano A una matrice complessa m x n ed fa : C* — C™ Dapplicazione lineare indotta da A. Si provi
che fa e iniettiva se e solo se A ha un’inversa sinistra.

fa @ iniettiva = N(fa) = {0} = N(A) = {0} <= dim (N(A)) =0
|fa appl lin. | [N(fa) = N(A)]

Poiche per il teorema “nullita 4+ rango”si ha
dim N(A) = (numero delle colonne di A) - rk(A),

allora
dim (N(A)) =0 <= numero delle colonne di A = rk(A).

Dunque

fa ¢ iniettiva <= numero delle colonne di A = rk(A) <= A ha un’inversa sinistra.

1
[4]Sia A =2
3

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A, troviamo una base dello spazio nullo di
una forma ridotta di Gauss per A.

O w o

2 1

7 2 |. Sitrovi una base dello spazio nullo N(A) di A.
6 3

)

1 0 2 1 B (3B (—2) 1 0 2 1 13 1 0 2 1
A=|2 3 7 2 S 0 3 30 21/3) 01 10]|=U
30 6 3 00 0 0 00 0 0

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(U) = (numero delle colonne di U) — 1k (U) =4 -2 =2.

Da
x1
| 1 +2x3+x4 =0
x= I3 € N(U) { To + T3 =0
T4

prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U, ossia la 3% e la 4%, con la
sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
r4 = k
To = —I3 = —h
Ty = —2x3—x4 = —2h-—k
—2h — k
Quindi N(A) = N(U) = _hh |h, k € C p . Ponendo:
k
—2 -1
. -1 - 0
Vl F 1 e V2 T 0 b
h=1 0 h=0 1
k=0 k=1
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si ottiene che una base di N(A) ¢

1 -2 1 1
[5]sia A,={1 3 2 a+1|, doveacC.
3 —302 3 a+3

Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

1 —a2 1 1 s () B (1) 1 —a2 1 1
A,=(1 3 2 a+1 2 = 0 o®+3 1 o | =B,
3 —3a2 3 a+3 0 0 0 a
1° CASO a? +3 =0 cioe a € {V3i, —/3i}
1 31 1 N 1 3 1 1
Bo=[0 01 o2& (751 o4)=U
000 a 000 1
rk(Aq) =3
1 1 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 1 2 a+1 .
3 3 a+3
1 0 0
Una base Dy di R(Ag) & Do = (i’) (1) : 8
1 a 1
(Quindi:
1\ /1 1 ; 8 8
%_é;?’éi@? e Pu=l1]| 1 [7lof(
! 1 —V/3i 1
(§
1\ (1 1 ; 8 8
B_ 5= 1]:(2]:|1-V3i e D_ : : )
3 3 3—V/3i ! ! 0
1 V3i 1
20 CASO a? 43 # 0 cioe o ¢ {/3i, —/3i}
1 —a2 1 1 () 1 —a% 1 1
a2 +3 o
B,=|0 o*+3 1 a 1 =5 #3 | =Ca
0 0 0 a 0 0 0 a
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1 0 1 1
a=0  Co=|0 1 1 0)=uq
0 0 0 O
I‘k(AO) =2
1 0
Una base By di C(Ag) & By = 11;13 .
3 0
1 0
. R 0 1
Una base Dy di R(Ag) € Dy = L]z }
3
1 0
o ¢ {3, ~/3i,0}
1 —a? 1 1 —a? 1 1
o E3(%) a
Co=(0 1 a21+3 a?+3 0 1 a21+3 a3 | = Ua
0 0 « 0 0 0 1
rk(Aq) =3
1 —a? 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 1]; 3 |l a+1
3 —3a? a+3
1 0 0
a2 1
Una base D, di R(A,) ¢ D, = S 1 ; 0
1 62_4—3 0
1 EQL_’_B 1

(650 3) — 2 aemmin a1 1)) = (0107,

c
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

G I R ) I (EYH )

su dominio e codominio rispettivamente.

(a)  Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :

(e ) (s n e B (s k)

per ogni al, bl, c, dl, as, b2, Ca, do € R

2. f(oz(a Z))fozf((i Z)) per ogni o, a,b,c,d € R

c
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ar b az b _ a1 +as by +0by _
L f(< d1>+((32 d2>) F f((01+02 d1+d2>) T

C1

|def. somma matrici| def. f

_((a1—|—a2)—|—(b1—|—b2)—(cl—|—02)> B ((a1+b1—01)+(a2+b2—02)>_
o (a1 + &2) + (bl + bg) F (a1 + bl) + (CLQ + bg) B
PIOpr. assoc. e
commut. di + in R

o ay + bl —C1 az + b2 — Cg o aq bl a2 b2
T ( a1—|—b1 >+< a2+b2 > T f(<(31 d1>)+f(<02 d2>

def. somma
vettori colonna

a b _ aa ab - aa +ab — ac _
2. ﬂa(c d>) T ﬂ(ac ozd>) B ( aa+ ab > T
def. prod. di uno scal. def. f propr. distr.
per una matr. in R

_(ala+b—c) _ a+b—c _ a b
_( ala+b) > 1 a( a+b > 1 af((c d>)
def. prod. di uno scal. def. f

per un vett. colonna

(b) Lamatrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente

¢ la matrice

a= (o o) eott(y 1) cot(§ 1)) eotrt(y g )n)-

Dalla definizione di f si ottiene:

qumdiAz(cD((;)) CD((8>) CD(G)) CD(G))).

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento (Z) € R2.

oD -(3) 1 (3)-+(2)5(2)- ()
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a = a
—a+p = b

a
= a+0b’

en(3)-(,2)
o st s (2). (2). (1) (1) anione
CD((;)) (i), C’D((8>)

Risolvendo il sistema { otteniamo { g quindi

(2)-eni(2)

T T

I {=1l
I {=1l

a=2
b=2

0
0

— =

> Q
Il
N =

o Q
Il

a
b

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente e

quindi la matrice
2 011
A= (4 0 2 3) '

1 1 0 1 1 0
SianoB: vi=|[1];vo=|[0]|;vs=1]1 eB =<vi=|(0];vhb=|-1];v5=10
0 1 0 0 0 1
(1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R3.
(2) Si calcolino le matrici di passaggio Mg da B aBe Mg da B a .
1 1 0 1 1 0
(I)StanoA =1 0 1])edA’=]0 —1 0 | lematrici che hanno come colonne gli elementi di B e
0 1 0 0 0 1

di B’ rispettivamente.
Occorre provare che entrambe hanno rango uguale a 3.

Facendo una E.G. su A si ottiene:

110\ , 1 11 0\ OB 11 0
A=|10 1| =250 -1 1| =2—"=2"-|01 -1]|U
01 0 0 1 0 0 0 1

per cui rk(A)=rk(U) = 3, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:

Es(—1)
—_—

O =

10
1 0]=U
0 1

(an)
(an)
—
(an)

per cui rk(A")=rk(U’) = 3.
(2) La matrice di passaggio Mp.p da B a B &

0
Mp.p = (Cp(vi) Cs(vy) Cs(vy))=| Cs({ 0 [) Cs(| -1 ) Cs({0])
1
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1 1 0 a
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente Cg(| 0 |), Cg(| =1 |)e Cr(| 0 |), calcoliamo Cr(| b |)
0 0 1
a 1
per un generico vettore [ b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori vi = | 0 |,
c 0
1 0
vi=| -1]evh=0|. Poiche
0 1
a Q a 1 1 0 a+pf
Co(lb])=|25 | bl =avi+pva+dvg=al|l|+8[0]+0|1|=|a+d
c ) c 0 1 0 I6]
Risolvendo il sistema
a+p = a
a+d = b
I6] = c
otteniamo
6 = c
a = —f+a = —c+a ,
j = —a+b = —(—c+a)+b = c—a+b
quindi
a a—c
CB( b ) = C
c —a+b+c
In particolare, specializzando a v/, v} e v§ otteniamo
1 1 1 1
Ce(v))=Cs(| 0]) = 0 |, Cs(vy)=Cs(| -1|) = 0,
0 I -1 0 I —2
a=1 a=1
b=0 b=-1
c=0 c=0
0 -1
Cp(vs)=Cs(| 0]) = 1,
1 [ 1
a=20
b=0
c=1
1 1 -1
per cui Mlg(_lg/ = 0 0 1
-1 -2 1

Avendo calcolato M. 5/, otteniamo Mg/ da

-1
Mp 5 = Mgl 4.
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L1 =1 [ 100y /1 1 -1 [ 1200
(Mg | Is)=f 0 0o 1 | 01022450 0 1 | 010]|—
-1 -2 1 | 00 1 0 -1 0 | 101
a1 11 -1 | 1 pa (L1011 10
0B g1 9 | -1 0 -1 |2 010 -10 1]
00 1 | 0 1 0 001 0 1 0
pan (L OO0 2 11
—=—=10 10 | -1 0 -1]=(I | Mgly)
001 0 1 0
2 1 1
ML 4 -1 0 -1
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 6

2 1
Sia A = 0 6 | la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R2 — R3 rispetto alle
-1 -2
1 q 1 1 0
basiordinateB:{vlz( >;V2:( >}eD: wi=\|1];wo=|0];w3g=1]1 su do-
1 1
0 1 0
minio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0
B = {v’l = (é) ;Vh = (g)} eD=qwi=[0];wh=|-1];w5=10 su dominio e codominio
0 0 1
rispettivamente.

La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ ¢ D’ su dominio e codominio rispettivamente ¢
la matrice

A= M{)}_D/AMB«_B/ dove Mp._pr ¢ la matrice di passaggioda D’ aD e

Mp_p ¢ lamatrice di passaggio da B’ a B.

Mp! 5 @ stata calcolata nell’esercizio precedente:

2 1 1
Myl =Mpep=|-1 0 -1
0 1 0
Per calcolare Mpg._p = (Cp(v)) Cg(v))), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a B di un
generico (Z) € R2

(i)=(5) e ()=o) +o(3)=(50)
{ai5 2

Dusque (5 )= (§0))3)

In particolare, specializzando a v} e v/ otteniamo

(%) cs=cn((2)

[
S Q
—
[\}
=}
Il
IS
+
fpl
—
=}
|
=
+
=
~
[\

cxtv) = (3 ))

SR
=1
S
SR
=1
ot W

per cui Mg, g = <_22 Z11> '
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La matrice A’ che cerchiamo ¢ quindi

2 1 1 2 1 9 4
A’ =M pAMpp = | -1 0 -1 0 6 (—2 1>:
0O 1 0 -1 -2
3 6 -6 18
— -1 1 (_22 1‘): 4 -3
0O 6 -12 6

Si verifichi che ¢ : C3 — Rx>q definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.

(1) ¢(0 (

Poiche ¢(x

) =12x0-0]+ |0+ 0|+ |i0] = 0.

’U oo o

er ogni x € C3, per provare che

x#0 = ¢(x)>0
basta provare che
xA0 =  ¢(x)£0

ossia basta provare che

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

p(x) = 0

[2a—b] = 0 a = b/2
a = late = 0=<¢c¢c = —a = -b/2 =a=b=c=0=x=0.
x = b libf = 0 ib = 0
c

(2) o(a (b)) =¢((ab)) = |2aa — ab| + |aa + ac| + |iad| =

c ac

a
= |a||2a = b + |af|a+ c| + |a]]ib] = |a|(|2a — b + |a + c| + |ib]) = |a|é( (b) ).

ai az a1 + a2
(3) ¢((b1) + (52))=¢((bl+52)):
c1 c2 c1+ C2

=12(a1 + az) — (b1 + b2)| + (a1 + a2) + (c1 + c2)| + |i(b1 + b2)| =
=1(2a1 — b1) + (2a2 — ba)| + |(a1 + 1) + (a2 + c2)| + |iby + iba| <

a1 ag
<|2a1 — b1| + |2a2 — ba| + a1 + c1| + |az + ca| + |iby| + |iba| = ¢(| b1 |) + (| b2 |).
C1 C2
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Sia V = M,(C). Si verifichi che (-|") : V x V — C definito da

a1 a b1 b !
1 G2 1 02\ _ N\"
((ag a4>|(b3 b4>)—za1b1

¢ un prodotto interno.

(1) (v[u) = (ulv) perogniu= (" %) v= bi b2
bs by

asz a4

by b2 ap az _ 1 7 4 . ai as b1 be
<(b3 b4)|(a3 M)) = TLbm=Xhah = <(a3 a4)|(b3 b4)>.

def. di (-]-) def. di (-]-)

(2)  (ulav+ fz) = a(ulv) + G(ulz) vu:(‘“ aQ),v:(Z; Z),z:(cl Z)ev,a,ﬁe(C

wiov e = (5 (3 ) +o (0 ap=(o (i )=
= Y @lab + fe;) = a0, @bi) + BT, @iei) =

=al(i )1 (o m pea(in )12 &) =ativ s

(3) (o) (0j0)=0

o (om)ro 2 (i @ er

@ 00 =g o)y 5)=1x0x0-0

oo () ro—=((@ @)(0 ) -Thme - T el =

as aq4 az G4 az a4
ay ag ay ag
— (@ (@ ) era
Sia ||| : M2(C) — R>o la norma indotta dal prodotto interno (-|') : M2(C) x M3(C) — C definito

nell’esercizio precedente. Si calcoli

1 1 H
147 2437 '
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Ih b )=y (G s (e ohs)) =
1447 —2+3¢ o 1447 —24+3% 1447 —2+3¢ o

:\/T><1+E><i+1—+i><(1+z')+mx(—2+3i):
=1Ix1—ixi+(1—i)1414) +(—2—3i)(—2+3i) =
=V1+1+12 24 (=2)2 — (=32 =
=VI+1+1+1+4+9=17

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

) -1 1 0
-1 —1i 0 0
V - < Z ) _1 ) 1 ) 21 >
-1 —1 0 0
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
) -1 1 0
-1 =] 0 |0
W1 = i ) Wo = -1 ) W3 = 1 ) Wy = %
-1 —1i 0 0
e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; Wwa W3 Wy)
i —1 1 0
-1 —i 0 0
A_ = = . .
(w1 wy w3 wy) A T Ny
-1 —i 0 0
1 4 — 0 1 i —i 0
. 0 0 —i 0 00 1 0] U
0 0 0 2¢ Bs(— 16) Eaz (6) B2 (i) 0 0 0 1
0 0 —i 0 00 0 O

Poiché U ha come colonne dominanti la 1%, la 3* e la 4%, allora una base di C(A) =V & {w1; w3; wa}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando I’algoritmo di Gram-Schmidt a

) 1 0
-1 0 0
Vi =W = i Vo2 = W3 = 1 V3 = Wy = 2
-1 0 0
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1

—1
u; =VvVy = .
i
—1
up = va — Qq2Uy, w#0 = = (w|vz)
(w1 |uw)
1
H . . 0 )
(up|ve) =uyve=(—i -1 —i -1) 1= —2i
0
7
. . -1
() =ufu, =(—i -1 —i —1) ; =4
—1
. 21
12 = 1 = 2Z
Ug = Vo — (rjoU] = Vg + §iu1 =
1 7 1
0 -1 1| =4
ol N e 2| 1
0 -1 —1
(1]vs)

U3 = V3 — (13U1 — 23Uz, u #0 = aiz3=
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0
H ) . 0
(uilvs) =uyvz=(—-i -1 —i -1) 9 =2
0
(w|uy) = ulfu; =4
2 1
—t algzzz—
(ug|vs)
u 0 — ao3=
2 # 2= ()
0
1 0
(UQ|V3)—112V3—§(1 i1 1) 9i | =1
0
1
1 1| -
() = wfup = 5 (1 @ 1 i)z | '] =1

1 1.
U3 = V3 — 3l — g3l = V3 — 5111 - 51112 =
0 ) 1 —1
U -1 B Lf—i)_ [0
“l2i) 2| i 2"l 1| T i
0 -1 —1i 0
) 1 —1
-1 1| —i 0 N .
Dunque < u; = ; w2 =g | [iw= ; € una base ortogonale di V.
-1 —1i 0

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, us ed us :

wille = v/(uilur) = V4 =2
[uzllz = v/(uofus) = V1 =1

Jusll> = Viwsfus = |0 0 i 0)| V| =vITi=v2
0
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Allora
) 1 —1
u Uz us 11 -1 1| —i 1 0
B ={r—": ; =950 5 sl 1 A
il [[uzll2” [[us]2 2| ¢ 2 V2| i
-1 —1 0
¢ una base ortonormale di V.
21 7 81 71
. . . . —6 . 1 0 1) s
@ Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8 sul sottospazio U = { ol = 1 2 y di C°.
10 0 1 1
Troviamo una base ortonormale di U.
) 81 71
Poniamow; = (1) ,Wo = —Oz , W3 = :1 e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; wa Ww3).
0 1 1
1 & T 1 8 7 1 8 7
A(uw w, wy—|L 0 1) fo -8 -8 01 1) _y
0 —i i | muenm-n |0~ —1 ] pocnBa@m-3 |0 00
0 1 1 0 1 0 0 O
Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 2%, allora una base di C(A) =U & {wy1; wa}.
) 81
Applichiamo ora l’algoritmo di Gram-Schmidt a { vi = wy = (Z) 1 Vg = Wo = = per trovare una
0 1
base ortogonale di U.
)
u =vy = 1
1=vi=|,
0
_ _ (wi]va)
up = Vg — aioUy, m#F0 = app=
(wi|uw)
81
(uilve) =uyve=(—i 1 0 0) _OZ =(—i)8i =8
1
)
H 1 N
(uijur) =uyur=(— 1 0 0) ol = (—)i+1=2
0
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8
— aip==-=4

2
Uz = Vp — Uy = vy —4uy =
8i i 4q
0 1 —4
il N Bl I Bl
1 0 1
i 4i
Dunque ¢ u; = (1) jUg = :z € una base ortogonale di U.
0 1

Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {u;;us}, ossia dividendo ciascun suo
elemento per la sua norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

w2 = v(wiw) = v2

)
. . —4
uglla = V/(ugug) = [(—45 —4 i 1) i =V16+16+1+1=34
1
Allora
) 43
up us 1 1 1 —4
= ™ " Twl! =) vz o) v |
0 1
¢ una base ortonormale di U.
21
La proiezione ortogonale di v = g? suU e
10
Py(v) = (uj|v)ui + (u3|v)uy
dove
21
1 . -6 1 . 4
* *\ H
ulv)=(uj)" v=—=(— 1 0 0 = —=((-9)2t—-6)=———
(V) = (u]) v = = s | =20 = -
10
2
(u*|v)—(u*)Hv L(—4i —4 i 1) —6 —L(—4i2i—4(—6)+i8i+10)—\/34
2 2 V34 8i 34

10
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Quindi
1 43 1 43 27
4 41 (1 1 [ -4 1 —4 -6
Py(v) = ——=uj +V3du) = ——— +V3l—| | =-2 +1 =1
u(v) o 2 2v2 |0 V3| —i 0 —i —i
0 1 0 1 1
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 7

Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

0 1 ) 1 0
. i —1 0 1
V:< ; >a V:< 1] i 11110 >
i —1 0 1
0
(a)Se A= | i |alloraC(A)=V eVL=C(A)L =NAH).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

AP =(0 —i 2)—— (0 1 2i)=U

1(2
Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,

una base di V+ ha 2 elementi (d’altra parte dimV=1 e dimC>®=3, per cui a priori potevamo dedurre che
dimV+ = dimC? — dimV =3 — 1 =2).

1
x= |23 | e NAT)=N(U) <= 23+2ix3=0
x3
h
quindi N(U) = —2ik | |[h, ke C
k
Una base di V* &
1 0
0 -2
0 1
1 i 10
ysea= |1 1T 1] allora C(A) = Ve v = C(A): = N(AT),
i -1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

1 —i 1 —3 1 —i 1 —i
S 00 0 0
A= . —
1 0 1 0 E31(—1)E21(4) 0 ¢« 0 4 Eas
0 1 0 0 1 0 1
1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
o0 001 0 1| _y
00 0 0] Zucomcn |0 0 0 0
0 1 O 0 0 0 O
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Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U =4 -2 =2,

una base di V+ ha 2 elementi.

x1

. TG —iTo+x3—ixy = 0
x=|"?|eNA¥)=NU) =
3 To + T4 = 0
T4
—h -1 0
R = —k . 0 -1
Quindi V- = N(A") = h |h,k € C » ed una sua base & Ll o
k 0 1
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
i 1o P11 011
A=| 2 1+i 3], B=[-11 2 |, Cc=
1 1 1 1 1 1 0
! vt 11 0 143

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono piu zeri. In questo caso
conviene svilupparlo ripetto alla 1¢ riga oppure alla 3* colonna. Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

DetA:(l—i)(—l)”lDet(li_i ?>+(—1)1+2Det(? ‘?):
=(1-i)(14+i-3)—(2-3i)=1—i)(-2+i)—2+3i=

=242 +i—i>—2+43i=-3+6i

Rispetto alla 3% colonna:

1—i 1 1—i 1
_ _1)\2+3 _1)3+3 —
DetA = 3(—1) Det( ; 1>+( 1) Det( 9 1+i>_
=-31—i—i)+(Q-i)(1+14)—2)=
=31 —-2)+1*2—i*-2=-3+6i

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

1 1+ 1

Det ¢ 2 1 =(—1)1“Det(f 1>+i(—1)2+1Det(H{Z 1>+(—1)3+1Det(1+z 1>:
1 1 1

=2 —1—i((1+i)i—D4+1+i—-2=2—1—i(i—2)+i—1=—1+5
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Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3¢ riga:

01 1 1
1 10 144
DetC = Det 111 0 =
2 1 2 1
11 1 01 1 01 1
=(=1)*"Det [ 1 0 140 | +(=1)*Det |1 0 1+ | +(-1)*Det |1 1 1434
12 1 2 2 1 2 1 1

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo addendo rispetto alla 1¢
riga.

2 1

14 :(_1)1+2Det(1 1+’>+(—1)1+3Det(1 1>:

2 1 2 1

1
0

2

1

01 1 .

Det {1 0 1+ :(—1)1+2Det(1 1+Z>+(—1)1+3Det(1 O):
2 2 1

2

1

1

1

=—(1-20+iN+1-2)+=-1-2-2)—-1=2i

Quindi
Det(C) = —i— (3+2i) +2 = —i—3—2+2i=—3—i.



