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PROGRAMMA SVOLTO

Il testo di riferimento &: Algebra Lineare, E. Gregorio, S. Salce, ed. Libreria Progetto Padova

26/11/07 Matrici. Esempi. Tipi particolari di matrici. Prodotto di una matrice per uno scalare. Somma
di due matrici. Proprieta della somma e del prodotto per uno scalare. Prodotto di un vettore riga per un
vettore colonna.

Dal libro: Da pag. 1 a pag. 7.

Esercizi per casa: Esercizio 1 delle Esercitazioni *1.

27/11/07 Prodotto righe per colonne di matrici. Esempi. Proprieta del prodotto righe per colonne. Pre-
moltiplicazione e postmoltiplicazione per matrici diagonali. Il prodotto righe per colonne non € commutativo.
Potenze di matrici quadrate. Trasposta, coniugata ed H-trasposta di una matrice.

Dal libro: Da pag. 7 a pag. 14.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3, 4, 5 delle Esercitazioni *1.

28/11/07 Matrici simmetriche, anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane e loro proprietad. Parte
hermitiana ed anti-hermitiana di una matrice quadrata. Esercizi teorici.

Dal libro: Da pag. 14 a pag. 16.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 e 8 delle Esercitazioni *1.

3/12/07 Sottomatrici. Decomposizione a blocchi e operazioni a blocchi. Casi particolari di decomposizioni
a blocchi. Scrittura matriciale di un sistema lineare.

Dal libro: Da pag. 17 a pag. 21.

Esercizi per casa: Esercizio 9 delle Esercitazioni *1.

4/12/07 Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema. Operazioni elementari sulle righe di una
matrice. Eliminazione di Gauss (EG). Forma ridotta di Gauss di una matrice, colonne dominanti, colonne
libere. Esempi.

Dal libro: Da pag. 21 a pag. 22. Nota 1 sulle operazioni elementari (file sulla pag. web),

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *2.

5/12/07 Risoluzione di sistemi lineari. Esempi di sistemi lineari senza soluzioni, con un’unica soluzione,
con infinite soluzioni. Esercizi Tipo 1 e 2.

Dal libro: Da pag. 23 a pag. 30.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 delle Esercitazioni *2.

10/12/07 Rango di una matrice. Inverse destre, sinistre bilatere. Esempi. Inverse di matrici 2 x 2.
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Criterio per 'esistenza di una inversa destra e sua costruzione.
Dal libro: Da pag. 30 a pag. 36. Nota 2: osservazioni sul rango di una matrice (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *3.

11/12/07 Esercizio Tipo 3. Come costruire Iinversa sinistra di una matrice la cui trasposta abbia
un’inversa destra (esempio numerico: esercizio Tipo 3 bis). Criterio per esistenza di una inversa sinistra.
Algoritmo di Gauss-Jordan per il calcolo dell’inversa. Esercizio Tipo 4.

Dal libro: Da pag. 41 a pag. 46.

Esercizi per casa: Esercizi 3, 4 e¢ 5 delle Esercitazioni *3.

12/12/07 Spazi vettoriali. Esempi. Sottospazi vettoriali. Esempi ed esercizi.
Dal libro: Da pag. 63 a meta pag. 70.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 e 8 delle Esercitazioni *3.

17/12/07 Lo spazio nullo di una matrice. Insiemi di vettori. Sottoinsiemi ed unioni di insiemi di vettori.
Combinazioni lineari. Sottospazi generati da insiemi di vettori. Insiemi di generatori. Esempi di insiemi di
generatori. Prima parte dell’Esercizio Tipo 5.

Dal libro: Da pag. 71 a meta pag. 73.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 delle Esercitazioni *4.

18/12/07 Seconda parte dell’Esercizio Tipo 5. Insiemi di vettori linearmente dipendenti e insiemi di
vettori linearmente indipendenti. Esercizio Tipo 6.

Dal libro: Da pag. 73 a pag. 76.

Esercizi per casa: Esercizi 4 e 5 delle Esercitazioni *4.

19/12/07 Basi. Esempi di basi. Caratterizzazione delle basi come insiemi di generatori minimali. Ogni
spazio vettoriale finitamente generato ha una base. Come estrarre una base da un insieme di generatori.
Esercizio Tipo 7.

Dal libro: Da pag. 77 a pag. 83 e Teorema 3.13 e 3.14 pag. 86.

Esercizi per casa: Esercizi 6 e 7 delle Esercitazioni *4.

7/1/08 Caratterizzazioni delle basi come insiemi linearmente indipendenti massimali. Teorema 3.7 (Teo-
rema di Steinitz). Teorema 3.10 (equipotenza delle basi di uno spazio vettoriale finitamente generato). Dimen-
sione di uno spazio vettoriale. Enunciato Prop. 3.17. Definizione di somma e di somma diretta di sottospazi.
Applicazioni lineari. Esempi. Applicazione lineare indotta da una matrice.

Dal libro: Da pag. 83 a pag. 91.

Esercizi per casa: Esercizio 8 delle Esercitazioni *4 ed esercizio 1 delle Esercitazioni *5.

8/1/08 Spazio nullo e immagine di un’applicazione lineare. Il caso di un’ applicazione lineare indotta da
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una matrice. Teorema nullita+rango. Dimensione dello spazio delle colonne e dimensione dello spazio nullo
di una matrice. Esercizio Tipo 8.

Dal libro: Da pag. 92 a pag. 103.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 e 4 delle Esercitazioni *5.

9/1/08 Basi dello spazio delle colonne e dello spazio delle righe di una matrice. Esercizi Tipo 9 e 10.
Proprieta del rango. Basi ordinate. Coordinate di un vettore rispetto ad una base ordinata.

Dal libro: Teorema 5.10 a pag. 102. Da pag. 105 a pag. 106.

Esercizi per casa: Esercizio 5 delle Esercitazioni *5.

14/1/08 Applicazine delle coordinate. Matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi
su dominio e codominio. Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Esercizi Tipo 11 e 12.

Dal libro: Da pag. 106 a pag. 110.

Esercizi per casa: Esercizi 6 e 7 delle Esercitazioni *5.

15/1/08 Come cambia la matrice associata ad una applicazione lineare rispetto a fissate basi su dominio
e codominio cambiando le basi sul dominio e sul codominio. Interpretazione geometrica di R? ed R3. Regola
del parallelogramma. Esercizio Tipo 13.

Dal libro: Da pag. 111 a pag. 113. Appendice C: da pag. 287 a pag. 292. Da pag. 119 a pag. 124.

Esercizi per casa: Esercizio 1 delle Esercitazioni *6.

16/1/08 Norme di vettori. Le norme ||‘||2, ||'||1 € ||'||oo- Il coseno dell’angolo tra due vettori di R?. Prodotti
interni. Il prodotto interno standard. La norma indotta da un prodotto interno. Il coseno dell’angolo tra due
vettori di uno spazio vettoriale euclideo.

Dal libro: Da pag. 125 a pag. 128 e da pag. 130 a pag. 133.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 e 4 delle Esercitazioni *6.

21/1/08 La diseguaglianza di Cauchy-Schwarz (enunciato). Il coseno dell’angolo tra due vettori di uno
spazio vettoriale euclideo. Vettori ortogonali in uno spazio euclideo. Insiemi ortogonali e basi ortogonali. Basi
ortonormali. L’algoritmo di Gram-Schmidt. Esercizio Tipo 14.

Dal libro: Da pag. 140 a pag. 150.

Esercizi per casa: Esercizio 5 delle Esercitazioni *6.

22/1/08 La proiezione ortogonale di un vettore di uno spazio euclideo su di un sottospazio, ed il suo
calcolo. Il complemento ortogonale di un sottospazio di uno spazio euclideo. Nota 3: calcolo di determinanti
e proprieta dei determinanti (file sulla pag. web). Esercizi Tipo 15 e 16.

Dal libro: Da pag. 133 a pag. 135.

Esercizi per casa: Esercizio 6 delle Esercitazioni *7 ed esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *7.
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NOTE

Nota 1: Operazioni elementari sulle righe di una matrice

Sia A una matrice m xn. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A le tre seguenti operazioni:
e sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,

e moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,

e scambiare due righe di A.

Notazioni

e Sia B la matrice che si ottiene da A sommando alla i-esima riga di A la j-esima riga di A moltiplicata
per lo scalare ¢, ossia sia B= [by,| la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti
righe di A= [a,], e con i-esima riga il vettore riga

(bil bi2 N bln) = (ail + Caj1 a;o + Caj2 R CQjn ) .
Per indicare che B e la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare “sommare alla
i-esima riga la j-esima riga moltiplicata per lo scalare ¢”, scriviamo:

Eij(c)

A B.

e Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo scalare ¢ (¢ # 0), ossia sia
B= [bi,| la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti righe di A= [ag,], ed
con j-esima riga il vettore riga

(bil big . bzn) = (cail Ci2 ... CQin ) .

Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare ”moltiplicare la
i-esima riga per lo scalare (non nullo) ¢”, scriviamo:

Ei (C)

A B.

e Sia B la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima, ossia sia B= [by,]
la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali alle corrispondenti righe di A, e con
i-esima e j-esima riga rispettivamente:

(bil big bm)z(ajl a;2 ajn),

(bjl bj bj )Z(ail a2 ... am).

Per indicare che B e la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare “scambiare la
i-esima riga con la j-esima riga”, scriviamo:

ALB

N.B. I simboli E;;(c), Ei(c) e E;; rappresentano in realtd opportune matrici, dette matrici elementari.
Abbiamo scelto, con abuso di notazione, di indicare le operazioni elementari sulle righe di una matrice con gli
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stessi simboli con cui vengono indicate le matrici elementari poiche, come si vedra in un corso superiore, vi &
tra esse una stretta connessione.
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Nota 2: Osservazioni sul rango di una matrice

Sia A una matrice m x n. Se U; ed U; sono due forme ridotte di Gauss per A, allora il numero delle
righe non nulle di U; ¢ uguale al numero delle righe non nulle di U,. Cié dipende dal fatto che I'esistenza
di diverse forme ridotte di Gauss per una matrice dipende esclusivamente dalla eventuale possibilita di fare
delle scelte negli scambi di righe in una EG su A, e gli scambi di righe non decrescono il numero delle righe
non nulle.

Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss di A dipende quindi esclusivamente da A (e
non dalle operazioni elementari che si fanno in una EG su A) e si chiama il rango di A (pit avanti nel corso
daremo un’altra definizione di rango di una matrice, equivalente a questa). Si indica con il simbolo rk(A).

Siano A una matrice m x n di rango k ed U una forma ridotta di Gauss per A. Poiche ogni “scalino”di
U e “alto”una riga, allora

k = numero delle righe non nulle di U = numero delle colonne dominanti di U.

Se A una matrice m x n di rango k allora

Infatti se U & ua forma ridotta di Gauss per A allora U e m x n e

k = numero delle righe non nulle di U < numero delle righe di U =m

k = numero delle colonne dominanti di U < numero delle colonne di U =n
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Nota 3: Calcolo di determinanti

Sia A una matrice quadrata di ordine n.

Il determinante di A & un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo det(A), oppure
Det(A). Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casi n = 1,2, 3.

Il caso n=1. Se A = (a11), ¢ Det(A) = ay;.

Il caso n=2. Se A = (all 412 ), & Det(A) = aj1a92 — a12a91.
ag1  A22
2 3

Esempio 1. 1l determinante di A = <4 5

)éDet(A)_2><5—3><4_10—12_—2.

. a a .
Abbiamo detto che Det((ll1 a12> = aj1a92 — ai2a21. Osserviamo che
21 (22

a11022 = a11(—1)1+1Det (az) =

=an (_1)(1a somma degli indici di au)Det (a22 ) —
il determinante della matrice che
= a1 (_1)(13 somma degli indici di a11) si ottiene da A sopprimendo —
la 1¢ riga e la 1%colonna di A
L il determinante della matrice che si ottiene da A
—a (_1)(1a somma degli indici di a11) ) ) ] o
11 sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

alg(—1)1+2Det (agl ) =

— a12(_1)(1a somma degli indici di alg)Det (a21 ) —

—@12021

il determinante della matrice che
— a12(_1)(1a somma degli indici di a12) si ottiene da A sopprimendo

la 1% riga e la 2%colonna di A

L il determinante della matrice che si ottiene da A
_ _1)(la somma degli indici di ai2)
- al?( sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a2

Indicando con i simboli

Ci11 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1* colonna,

Ci12 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 2 colonna,

ed inoltre
A11 = (—1)1+1Det011,
A12 = (—1)1+2Det012,
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abbiamo:

ailr a2
Det =a11A11 + a2Aq2.
a1 az

Si tenga a mente che a1 ed ajo sono gli elementi della 1° riga di A.

Quindi se A = (Zu 212) , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) & stato:
21 @G22

a21 a2

(1) mettere in evidenza gli elementi della 1% riga di A: ( ),

(2) per ciascuna posizione (1,7) della 1% riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A),
— calcolare Det(Cy;),
— calcolare (—1)*7,

— calcolare Aj; = (—1)7Det(Cy;),

(8) calcolare il prodotto (a1; a12) (Au )
A

ail a1z a3
Il caso n=3. Sia A = | a21 a22 as3 |. Per calcolare Det(A) procediamo come abbiamo fatto nel caso
azi asz2 ass
n = 2.

(o] (o] [as]
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1% riga di A: a1 sy 493
a1 azz  ags

(2) per ciascuna posizione (1,7) della 1 riga di A (posto (1,1), posto (1,2) e posto (1,3))

— costruiamo la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A):

ag2 23 a1 23 a1 G22
Cu = ) Ci2 = ; Cis = :
azz  a33 az1 433 az1  as2
— calcoliamo Det(Cj;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che stiamo analizzando ora (che
en=3):

a a
DetCq1 = Det 2 ) = a22a33 — 123432,
asz2 as3

a a
DetCi5 = Det 2 B = 21033 — A23G431,
a3l as3

a a
DetCi3 = Det 2 2 = 21032 — A22G31,
a3y as2



10 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI

— calcoliamo (—=1)1*7: (=)l =1, (=112 = -1 (=113 =1,

— calcoliamo A;; = (—1)7Det(Cy;):
A1 = (—1)""'DetCyy = agsazs — aszass,
Aip = (=1)'*"2DetCi2 = —(az1ass — azzaz),

Aq3 = (—=1)'"3DetCi3 = aziass — azzaz:.

(3) 1l determinante di A ¢ il prodotto

a1 a2 ais A
Det | az1 a2 a3 = (&11 a12 a13) A =a11A11 +a2A2 +a13A3 =
asi asz Gss Az

= all(—l)l‘HDetCll + alg(—1)1+2Det012 + a13(—1)1+3Det013

Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A =

N O W
L =~ =

In questo caso abbiamo

ai = 3, a1z = —2, aiz =1,
1 4 0 4 0 1
Cll_<6 3>7 012_<2 3); Cl3_<2 6>5

_ a(_q1\141 1 4 CoV(_1)142 0 4 _1\143 0 1) _
DetA = 3(-1) Det<6 3 +(—=2)(—=1)""*Det 9 3 +1(=1)""’Det 9 )=

=3(3-24)+ (=2)(=1)(0 = 8) + (0 — 2) = 3(~21) =16 — 2 =
— —8l.

per cui

Quello che abbiamo fatto ¢ quindi:
(a) per le matrici 1 x 1 porre Det(a11) = a1,

(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 1 x 1, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 2 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n =1 (si veda il punto (a)),

(c) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 2 x 2, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 3 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n = 2 (si veda il punto (b)).

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici n X n sapendo come calcolare il determinante delle matrici (n — 1) X (n — 1), ossia dare una formula
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che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n sapendo come calcolare il determinante delle
matrici nel caso precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (a;; ) una matrice n x n. Cominciamo con il dare la seguente definizione:

Def. 1. Perognil <i<nel<j<nsichiama matrice complementare dell’elemento a;; od
anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si indica con il simbolo C;;, la matrice che si ottiene
da A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Dunque C;; ¢ una matrice (n — 1) x (n — 1).

1 7 3 4 11
0 2 7 -3 8
Esempio 3. Se A= | 1+ 2 5 -5 17 , allora
-1 61 0 51 1—44
12 7T+2i 34 4-—6: 143
1 ! 3 1 togliendo la 2% ri
ogliendo la riga .
@ —3 e la 4% colonna 1 '1i‘ i ; g 1,]%
1+14 2 5 -5 17 Coy = 1 6i 0 1—di
-6 0 L= 12 742 34 14i
12 7+2i 34 |4—67 143
1 L 3 4 togliendo la 3° riga 1 i 3 4
0 2 7 -3 e la 5% colonna 0 2 7 _3
1+4i 2 5 -5 [17] Cs5=111i 2 5 -5
[0] L—4i 12 7+2 34 4—6i
12 7T+2i 34 4—67 143
Def. 2. Perognil <i<nel<j<mnsichiama cofattore di posto (i,j) di A, e si indica con il
simbolo A;;, il numero

R S
A"Lj = (—I)HJDet (C”),

dove C;; ¢ la matrice complementare di posto (¢, j) in A.

Si ha:

‘Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A = (a;;) & una matrice n x n allora
DetA = a11A11 +apAie+ ...+ a1 p—1A1 -1 + a1nA1,

dove Aq1, A1a, ..., A1 n_1, A1, sono i cofattori di A di posti (1,1), (1,2), ..., (1,n—1), (1,n) (ossia i posti
della 1% riga) rispettivamente.

1 -5
6
—2
-1

Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A =

~N O N
o O O O
N o W
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Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1¢ riga di A abbiamo:
DetA =1 x A11 + (—5) X A12 + 0 % A13 + 3 x A14 = A11 — 5A12 + 3A14.

Dobbiamo quindi calcolare A1, Ao ed Aqy.

2 0 4
Ay =(D)""Det [0 0 2| =

f) +0(—1)1+2Det(j ?) +4(—1)1+3Det(j g))z
0

Il
|
—~
(@)}
~~
jan]
|
—_
o
N~—
+
S
—~
|
—_
(e
|
N~—
N~—
Il
|
—
|
(@)
(@)
|
B
S
S~—
Il
—_
S
“O

Dunque otteniamo:

DetA = Aj; —5A12 +3A14 = —20 — 5 x 100 + 3(—20) = —580.

Si pué dimostrare il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissato ¢ € {1,...,n} si ha che
ainAiy +aipApp + ...+ ain—1Ain—1 F+ ainAip = a11A11 Fa12A12 + .. F a1 1A —1 F a1 Ady,

ossia che
(¥*) DetA =anAin +apAip+...+an1Ain_1+ GinAin.
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(*) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-esima riga di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pué partire mettendo in evidenza gli elementi
di una riga qualunque, e non necessariamente la 1%, come abbiamo fatto fino ad ora.

Esempio 5. Sia A = (ZH Zu> una matrice 2 X 2. Sviluppiamo il determinante di A rispetto alla 2¢
21 (22
riga di A:

a a
— mettiamo in evidenza gli elementi della 2% riga di A: ( 1 12 )

— Co1 ¢ la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 1% colonna, quindi Co; = (a2 ); Caz ¢ la
matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 2% colonna, quindi Coz = (a11 ).

Allora
a21As1 + asAos = agl(—1)2+1DetCQ1 + agz(—1)2+2Det022 =

= —ag1Det (a12) + azDet (a11) = —az1a12 + azail =
= 11G22 — G120G21

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1¢ riga.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene piu zeri.

1 -5 0 3
. . Lo . , . 6 2 0 4 . .
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A = 9 0 0 2| ¢ calcoliamo il suo
-1 7 5 1
determinante rispetto alla 3% riga (che contiene due zeri). Allora
-5 0 3 1 -5 0
DetA = (=2)(=1)*™Det | 2 0 4| +2(-1)*"Det| 6 2 0
7 5 1 -1 7 5
-5 0 3 1 -5 0
Calcoliamo separatamente Det [ 2 0 4 | eDet | 6 2 0 |. Per entrambe queste matrici 3 x 3 non
7 5 1 -1 7 5

e conveniente calcolare il determinante rispetto alla 3% riga, ma ¢ indifferente scegliere la 1* o la 2¢. Per fare
esercizio scegliamo in entrambi i casi la 2¢ riga:

IR 0 3 -5 0
Det | 2 0 4] =2(-1)*"Det + 4(—1)*"3Det =
5 1 7 5
7 5 1
= —2(0 — 15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130
1 -5 0
Det | 6 2 0] =6(=1)*"Det o0 +2(—=1)?T?Det L0
s 7 5 -1 5

= —6(—25—0) +2(5 — 0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 + (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1% riga).
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Cosi come si pué sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque sua riga, lo si pué
sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che vale il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che

(**) DetA = CLlelj + anggj + ...+ anfl_’jAn,Lj + anjAnj-

(#x) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla j-esima colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna che contiene piu zeri.

1 -5 0 3
. . I . . . 6 2 0 4 . .
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi 4 e 6, A = 9 0 0 2|° calcoliamo il suo
-1 7 51
determinante rispetto alla 3 colonna (che contiene tre zeri). Allora
6 2 4 1 -5 3
DetA =0x (=1)!™Det | =2 0 2| +0x (=1)*Det | =2 0 2|+
-1 71 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0x (=1)*PDet | 6 2 4] +5-D)*"PDet| 6 2 4]|=
1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
=-5Det| 6 2 4
-2 0 2
1 -5 3
Calcoliamo Det | 6 2 4 |, ad esempio rispetto alla 2* colonna:
-2 0 2
1 -5 3
Det{ 6 2 4| =
-2 0 2
6 4 1 3 1 3
(L E\(_1\1+2 _1)2+42 _1)\3+2 _
= (=5)(-1) Det<_2 2>+2( 1) Det<_2 2>—|—O><( 1) Det<6 4)
=(=5)(-1)(12+8)+2(2+6) =100+ 16 = 116
quindi Det(A) = (=5) x 116 = —580 (si noti che ¢ lo stesso numero che abbiamo ottenuto sviluppando il

determinante rispetto alla 1% oppure alla 3% riga).
Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n X n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp. due colonne) uguali,
allora Det(A) = 0.
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(2) Se A’ & la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp. due colonne) allora
Det(A’) = —Det(A).

(8) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una colonna) di A un’altra
riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero ¢, allora Det(A’) =Det(A).

(4) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna) di A per un numero
¢, allora Det(A’) = cDet(A).

(5) Det(AT) =Det(A).
(6) Se B & un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A) Det(B).

(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A & non singolare si ha

_ 1
~ Det(A)

Det(A™1)

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che avevamo gia osservato che una matrice 2 x 2 A =

(CCL Z) ¢ non singolare se e solo se il numero ad — be # 0, e tale numero & proprio Det(A).

Esercizio. Si provi che il determinante di una matrice triangolare superiore (risp. inferiore)
& il prodotto degli elementi diagonali.

Sia T una matrice n x n triangolare superiore (la dimostrazione ¢ simile per le matrici triangolari inferiori):

11
0t
0 0 t33 *
T — 0 0 0 ta
(@)
0 tnn

Chiamiamo:

T, la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T & triangolare superiore
(n—=1)x (n—1)):

ta2
0 t33 *
0 0 ty
Tl - . . )
(@)
0 oo tan

T, la matrice che si ottiene da T; sopprimendo la 1¢ riga e la 1% colonna (T3 & triangolare superiore
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(n—2)x (n—2)):

l33
0 t44 *
Ty = : )
@)
lnn
e cosi via per ogni kK = 2,...,n — 1 chiamiamo T} la matrice che si ottiene da T,_1 sopprimendo la 1¢ riga e

la 1% colonna. T}, & una matrice triangolare superiore (n — k) x (n — k).

Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1* colonna di T:
DetT = t11(—1)' "' DetTy = t11DetT;.
Sviluppiamo il determinante di 73 ripetto alla 1% colonna di 77:
DetT = t11DetT; = t11(tae(—1) ' DetTy) = t11t2DetTs.
Cosi procedendo otteniamo:
DetT = t11tooDetTy =

= t11t22t33Det T3 =
= t11tootsstssDetTy =

=tutas ... tp_1p—1DetTy_1 =
=tutae ... tp_in—1Det(tn,) =

=tiite2 ... tph—1n-1tnn.

In particolare da ci6 segue:
Il determinante di una matrice diagonale & il prodotto degli elementi diagonali,

poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.

Esercizio. Sia A una matrice n X n. Si provi che per ogni scalare ¢ si ha:

Det(cA) = ¢"Det(A).

Si ha:
Det(cA) = Det((cI,)A) = Det(cI,,)Det(A).

cA=c(InA)=(cIp)A proprietd 6 del det.

Poiche cI,, ¢ una matrice scalare n x n, in particolare una matrice diagonale, per I’esercizio precedente si ha
che
Det(cI,,) = prodotto degli elementi diagonali di cI,,.

Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, &€ n x n), dunque Det(cL,) = ¢",
per cui

Det(cA) = ¢"Det(A).
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ESERCIZI TIPO

ESERCIZIO TIPO 1 Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
@A=[11 3|eb=[-1];

3 3 7 0

1 3 -2 1 2 4
BA=[2 6 -4 2 5]eb=]10];

1 3 -1 3 6 12

4 -8 4 0
(c)A=|1 -1 0)eb=|3

1 -1 1 )

(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

2 2 4| 0 - I 112 ] 0
(A | by=[1 13 | -1 E31(=3)E21(-1)E1(3) 00 1] -1]|—
33711 0 001 1] 0
(1) 112 ] 0
001 | -1|=(U | d)
000 | 1

Poiche d &€ dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.

(Infatti: il sistema Ax = b & equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per
T, + x9 + 23 =0
(%) r3 =—1,
0 =1

e poiche l'ultima equazione di (x) non ha soluzioni, (x) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 212 | 4 e 13 21 2 | 4
(A | b)=[26 -4 2 5 | 10 a2 g g 0 01 | 2|
13 -1 3 6 | 12 00 1 24 |8
13 212 | 4
— s oo 1 24| 8|=(U | d).
00 0 01| 2

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

I1+3I2—2I3—|—ZC4+2I5 :4
I3—|—2$4+4I5 :8
I5 =2
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Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2¢ e la 4%), Ux = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con la sostituzione all’indietro
otteniamo:

l‘gzh
1‘4:]€
$5:2

T3 = —2x4 —4w5+8=—-2k—4x2+8=-2k
1 = —3x2+ 203 — x4 — 225 +4=-3h+2 X (—2k)—]€—2 X2+4=-3h—5k
Dunque l'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche di Ax =b, ¢
—3h — 5k
h
—2k |h,k e C
k
2

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

4 -8 4 ] 0 1 -2 1 ] 0
E31(—1)Ea1 (—1)E; (4
(A | b)y=[1 -1 0] 3 nCDECOBD (g 1 | 3] =
1 -1 1] 5 0 1 0 | 5
Boa(—1) 1 -2 1 | 0
22 0 1 -1 | 3|=(U | d)
0 0 1 | 2
Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per
r1 —2x9+x3 =0
To — I3 =3.
T3 =2

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:
xr3 =2
To=x3+3=24+3=5
TG =200 —23=2X5—-2=28
8

Dunque I'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore | 5
2
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ESERCIZIO TIPO 2 Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso

« dove
3 3o 3 3o
11 a+1 a+1 | a+1
Afa) = 1 o a+1—1 e bla)= o
0 2 2« o®+3

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 3a 3 | 3«
_ 1 a+1 a+1 | a+1 E31(—1)E21(—1)E1(3)
(A(CY) | b(Oé))— 1 a OZ+1—i | a
0o 2 2a | a?+3
1 « 1 | !
N 0 1 « | 1 E42(—2)
0 0 a—i | 0
0 2 2a | a®>+3
1 o 1 | a
01 a | 1 |_
- 0 0 a—1 | 0 - (B(Oé) | C(Oé))
00 0 | o?+1
1 4 1 | 4
5 . . . 01 i | 1), . .
1" CASO a =1 (B@#) | c(i)) = 000 | 0 ¢ una forma ridotta di Gauss per
0001 0
(A() | b(i)), quindi A(i)x = b(z) ¢ equivalente a B(i)x = c(i) che & una forma compatta per

X1 +i$2+$3 :Z
(+) { Tro+ixy =1

Poiche c(4) & libera, B(i)x = c(i) ammette soluzioni.
Poiche B(i) ha esattamente una colonna libera, B(i)x = ¢(i) ha oco! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(%) (la 3%) e con la sostituzione
all’indietro da (x) otteniamo
Ir3 = h
To = —tx3+1=—th+1
21 =—ixg—x3+i=—i(—th+1)—h+i=—-h—i—h+i=-2h

L’insieme delle soluzioni del sistema B(i)x = c(4) ( e quindi I'insieme delle soluzioni del sistema A (i)x =

—2h
ih+1]lheC
h
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1 a 1 | «
o1 o | 1 By ()
(B(a) | C(Oé)) - 0 O a—1 | 0
00 0 | o®?+1
1 a 1 | «
01 a | 1 Ei(77)
-
001 o0
00 0 | a2+1
1 a1l | «
01 o | 1 -
00 0 | ati
1 —i 1 | —i
a=—i (C(-i) | d-d)=|g o | I 0| & una forma ridotta. di
00 0 | 0

Gauss per (A(—1) | b(—1)), quindi A( —i)x = b( — i) & equivalente a C( — i¢)x = d( — ¢) che & una
forma compatta per

xr, — i.IQ + I3 = —1
(%) To—ixz =1
I3 =0

Poiche d( — ¢) ¢ libera, C( — i)x = d( — i) ammette soluzioni.
Poiche tutte le colonne di C( — #) sono dominanti, C( —i)x = d( — ¢) ammette un’unica soluzione. Con
la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo
T3 = 0
xo=1tx3+1=1

1‘1=i$2—1‘3—i=i—i20

L’unica soluzione di C(—i)x =d(—1i) (e quindidi A(—i)x=b(—14) ) e

0
v=|1
0
o {i,~i}
1 a1 | «
o1 o | 1 Bi(k)
00 0 | ati
1 a1l | «
01 o | 1}
00 0 | 1
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& una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)). Poiché e(a) & dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di
A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (% :? _21> .

Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R tale che se R=(c; | c¢2), allora

¢ & soluzione di (1) Ax = e = (é) e

cy € soluzione di (2) Ax = ey = <(1)>

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(2 -2 2 | 10 B2 (—1)E1 (%) 1 -1 1 | 3 0
(A|I2)_(1—1—1|01) (00—2|—§1_>
Ba(—1 1 -1 1] %2 0Y)

(1) & equivalente a (1) Ux = by che & una forma compatta per

$1—ZC2+I3:%
_ 1
./L'3—Z

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 2%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

J,'gzh
oy =
!
1 1 1 1
T =2 — T3 + 5 1 + 3 + 1
L’insieme delle soluzioni di (1) &
h+1

h |h e C

1

1

(2) & equivalente a (2') Ux = by che & una forma compatta per

$1—$2+$3:0
— 1
.Ig——i

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 2%) e con la sosti-

tuzione all’indietro otteniamo
ro = k
1
r3 = ——=

2

$1:$2—{E3:k+—
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L’insieme delle soluzioni di (2) &

k+3
k |k e C
1
2
h+% k+3
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = h k , al variare
1 1
1 T2

di h,k € C.

ESERCIZIO TIPO 3 bis

2 1
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | —2 -1
2 -1

1. Poniamo B = A”.
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. DallESERCIZIO TIPO 3 sappiamo che sono tutte e sole le

h+i k+1
matrici del tipo h k con h,k € C.
1 1
4 T2

3. Una matrice € inversa sinistra di A se e solo se € la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le
h+1 h 3

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo al variare di h, k € C.
E+L k-1
2 2
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0 1 0
ESERCIZIO TIPO 4 Sia A(a)=| a a®> —-a |, dovea € R. Per quegli @ € R per cui
200 222 1
A(a) & non singolare, si calcoli A (o)™t
O 1 0 | 100 ;
(A(@) | Ii)=| a a* —a | 0 1 0 “
2 222 1 | 0 0 1
a o —a | 01 0\ Ey(-20)E(L) ‘a;ﬁO:A(O) non ha inversa
~lo 1 0o | 100
2 222 1 | 0 0 1
1 1 .
1 a -1 | 0 L 0\ Bt 047&—§:A(—§)n0nhalnversa
~lo1 o |1 0 o0
00 1+2 | 0 -2 1
1 a -11]0 1 0 1ao|0m1+12a
—>(010|1 0 o |20 101 0 0 | 2=t
2 1
0 0 1 | 0 1+2a 1+2c 0 0 1 | 0 _H% ﬁ
100 | -« a(l}rm) 1+12a
~lo 10| 1 0 0
00 1] 0 _1+22a 1+12a

1
1 a(l+2a) 1+2«
Se | a ¢ {0, —5} Al t=1] 1 0 0

T 1 2a 1+2a

o
N
—_
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ESERCIZIO TIPO 5

1 3 1 0 0
(1) Siproviche S =qvi=|2];vea=|6];va=10];vq4= 1 |;vs={0 ¢ un insieme di
0 0 4 -2 1
generatori di R3.
1 2 1 2 4
(2) Sia So = ¢wi=[1];wa=[2];w3=[0]);wya=|1];w5=1{3 . Si dica se Sy ¢ un
0 0 1 1 1

insieme di generatori di R3.

a
(1) Per provare che S ¢ un insieme di generatori di R occorre provare che per ogni | b | € R3 esistono

Q1,02,03,04,05 € R tali che

a
b | =a1vi +aove +a3vy + aavy + asvs =
c
1 3 1 0 0 a1 + 3as + a3
=a1 | 2| +ax| 6] +a3| 0| +ay 1 +a5| 0| =1 201 +6as + ag
O O 4 —2 1 40[3—20&4+Oé5

ossia che il sistema lineare
a1+ 3as+a3 =a
(%) 2000 +6as +ay =0
das — 204 + a5 =c¢
nelle incognite a1, ae, as, ay, as ha soluzione qualunque siano a,b,c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene
131 0 0] a 13 1 0 01 a

| b|—|0 0 -2 1 0 | b—2a | —
¢ P22 \o 0 4 —2 1 | ¢

0
1
1 3 1 0 | a
—— |0 0 1 —1/2 0 | (2a—=0)/2 | =(U; | dy).
Bsa(=0)E2(=1/2) \ g 0 0 1 | c—4a+2b

Poiche d; ¢ libera qualunque siano a,b, ¢ € R, allora (%) ha soluzione qualunque siano a,b,c € R, per cui S &
un insieme di generatori di R3.

a
(2) Per sapere se S ¢ 0 meno un insieme di generatori di R? dobbiamo verificare se per ogni [ b | € R?
c
esistano o meno aq, ag, a3, a4, as € R tali che
a
b | = 1wy + aowso + a3ws + auwy + aswy =
c

—
)
—_
()
=~

a1 + 2a0 + ag + 204 + 4as
=g |1l +a|2)|4+a3| 0|+l ] +as]| 3] = a1 + 2as + a4 + 3as
0 0 1 1 1 ag+aq4 +as
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ossia se il sistema lineare
a1 + 2a0 + az + 2a4 + 4as = a

(*) a1 + 200 + g +3a5 = b
as+ag+ a5 =c
nelle incognite a, ag, a3, ay, a5 abbia o meno soluzione per ogni a,b,c € R.

Se () avesse soluzione per ogni a,b,c € R allora Sy sarebbe un insieme di generatori di R3, in caso
contrario (ossia se esistono a, b, ¢ € R per cui (*) non ha soluzione) no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 212 4| a 12 1 2 4 | a

12013 ] bl—|00 -1 -1 -1 ] b—a]l|—

00111 ] ¢/ PED 00 1 1 1 | e
121 2 4 | a

— o011 1] a-b |=(Uy | dy)

Boa(=DE2(=1) \ 0 0 0 0 0 | c4+b—a

Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui dg & dominante (ad esempio si prendano a =b =0 e ¢ = 1), allora Sy
non ¢ un insieme di generatori di R?

(in altre parole: poiche esistono dei vettori di R3 che NON si possono esprimere come combinazione lineare
0
degli elementi di Sz, ad esempio il vettore | 0 |, allora So NON ¢ un insieme di generatori di R?).
1
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ESERCIZIO TIPO 6

1 2 1 0
Siano vy = 0 , Vo = 1 , V3 = ! , Vyq = -1
3 4 1 2
-1 0 1 -2

Si dica se S = {v1;Vva;v3; vy} C C* & linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano a, 3,9,y € C tali che

1 2 1 0 a+28+0
B o 1 1 1) B+6—n
() O=avitfvatovatava=al g | FAL ) F0L T o | = 5014546+ 2
-1 0 1 -2 —a+0—2y
a+28+46 =0
. B+d6—7v =0
Allora (%) equivale a (1) S0+ 434042y =0
—a+90—2y =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, 6, 7.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossiaa=8=6=v=0).
0

Se essa dovesse essere 1'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora S sarebbe
L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pii di una soluzione) allora S & L.D.

Cerchiamo allora le soluzioni di (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice aumentata si
ottiene

1 21 0 | O 1 2 1 0 | O
0 11 -1 1] 0 0 1 1 -1 1] 0 _
3 41 2 | 0 ByEa3 (0 2 =2 2 [0
-1 01 -2 1] 0 0 2 2 =2 |0
121 0 | O
01 1 -11]0
N =(U 0
Eaa(—2)Es22) {0 0 0 0 [ O ( | )
000 0 | O
Dunque (1) & equivalente ad (1) { aﬁ_:-26ﬂ—+75 z 8
Scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne non dominanti di U (la 3% e la 4%), con
y="h
0=k

1 tituzi 1I’indiet i otti
a sostituzione all’indietro si ottiene Be _§4~y=—k+h

a=-28-0=-2k+h)—k=Fk—2h

k—2h

Il sistema (1) ha co? soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme _k]:— h |h, ke C

h
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Prendendo ad esempio h=1e k=0 siottiecnea=-2,6=v=1,0=—-1e —2v; +va +v4 =0.

Quindi {v1;ve;vs; vy} € linearmente dipendente.
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ESERCIZIO TIPO 7

Sia W l'insieme delle matrici 2 x 2 reali triangolari superiori. L’insieme

~1 2 2 3 11 00 10 2 —4
seie (0 3)e (G a)en (o o) (6 0)re (6 V)e (6 20))

& un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

1° MODO | “Restringiamo”un insieme di generatori di .

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cy= (8 8) e senz’altro combinazione degli altri:

Cy,=0=0C; +0C, +0C3 4+ 0Cs5 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cy (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

-1 2 2 3 1 1 1 0 2 —4
forn (3 DG o (h Do e D}

20 passaggio. S; € ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di &1 7 Poiche

1 1
C1 = ~5Cs = 0C; +0C; +0C; — 5Cq

ma anche
Cs =—-2C, = -2C; +0C; 4+ 0C3 4+ 0C5

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S; il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di

cui ’'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

s-{en= (2 )= (b D)= (b Dem (2 7))

3Y passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di . Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sy 7

Poniamo

Sia a1 Cs + asC3 + a3Cs + 24 Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di So. Allora da

0 0 _ 2 3 1 1 1 0 2 —4 _ 20&14—0&24—0[34—20[4 30&14—0&2—40&4
(0 0)—a1<0 0>+a2<0 O>+a3<0 1)+a4(0 _4>—( 0 s — Aoy )
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, as, s, ay
2001 + ag + a3+ 2a4 =0
31 +as —4ay =0

a3—4a4:O

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

211 2 |0 e (13 3 1 |0 1 4 4 1 10
310 —4 | o 2Ry 0 s 7o) 220013 14| oo,
001 —4 [0 0 0 1 —4 |0 00 1 -4 ] 0

per cui il sistema e equivalente al sistema
o+ 3a+Faz+ oy =0
(*) ag + 3asz + 14a4 =0

as —4ay =0

il cui insieme delle soluzioni ¢

10h
—26h
n |heR
h
10
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio | 4 (si ponga h = 1), si ottiene
1

10Cy — 26C3 + 4C5 + Cg = O,

per cui Cs,C3, Cs e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Ss e ciascuno di loro pué essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sy la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di Sz) e poniamo

sl (3 e (3 e (3 )

49 passaggio. Ss ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S3 vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Sia a1 C3 + a2Cs5 + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da

0 0\ _ 11 1 0 2 -4\ (o +ar+2a3 o —4os
(0 0)_a1<0 0)+a2(0 1)+a3(0 —4)_< 0 a2—4a3>

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, as, ag

a1+a2—|—2a320
011—4013:0
a2—4a3:O
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Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

11 2 |0 (1) 1 1 2 |0 (1) Ea(1)
1 0 =4 | 0 = 0 -1 —6 | 0 R
01 —4 | 0 0 1 -4 10
11 | 0 1121 0
FEa(—-L
—lo 1 6 | 0 2 1o) 016 | 0
00 —10 | 0 00110

L’unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui S3 € linearmente indipendente, ed € una base di W
contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,

ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.
Ad esempio:
1. C; # 0 per cui {C;} & L.I. Teniamo C;. Chiamiamo &; = S.
2. {Cy;Cs} & L.I. Teniamo Cs. Chiamiamo S; = ;.
3. {Cy;C2; C3} & L.I. Teniamo Cs. Chiamiamo Sz = Sa.
4. {C1;Cy;C3;Cy4} & L.D. Togliamo Cy4. Chiamiamo Sy = S5\ {C4} = {C1;Cs; C3;Cs; Cs}.
5. {C1;C2;C3;Cs} & L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S5 = 84 \ {C5} = {C1; C2;C3;Cg}.
6. {C1;C2;C3;Cg} ¢ L.D. Togliamo Cg. Chiamiamo Sg = S5 \ {C¢} = {C1; C2; C3}.
Dunque S = {Cj; Ca; C3} & una base di W contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 8

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (; i il)) (1)>

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A, troviamo una base dello spazio nullo di
una forma ridotta di Gauss per A.

(1 2 1 0 E21(—2) 1 2 1 0\
A_<243 1) <OO 1 1)_U

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U) = (numero delle colonne di U - rk(U)) =4 —2 = 2.

Poiche
T1
| 22 1 +2x94+23=0
X = s eN(U)<:>{ 5 b2 = 0
T4

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) con la sostituzione
all’indietro si ottiene

ro = h
ry4 = k
I3 = —T4 = —k
Ty = —2r9—23 = —2h— (—k) = —2h+k
Quindi
—2h+k
N(A) = N(U) = "o kec
k

e chiamando v; l'elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0 e v 'elemento di N(A) che si
ottiene ponendo h = 0 e k = 1, si ha che una base di N(A) ¢

-2 1

V1= 3 V2 =

-1

1
0
0 1
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ESERCIZIO TIPO 9

1 0 43

1 a+i 41

2 0 ®+1+8i )’
0 o+ a?+1

Per ogni a € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

Sia A, = dove o € C.

1 0 44 1 0 44
A — 1 a+: 43 E31(—2)E21(—1) 0 a+1 0 - B
*7 12 0 o?+1+8i 0 0 a?+1]) 7
0 a+i a?+1 0 a+i a?+1

1 0 41 1 0 41
P . |0 a4 0 Ep(-a—)EB2(gk) [0 1 0 -
101480 OL¢_’L Ba_ O O O[2+1 O O a2+1 _Ca
0 a+i o?+1 0 0 a®>+1
1 0 47 1 0 4
p o 0 1 0 E43(7a271)E3(a++1) 01 0
a#F —ii: Cq= 0 0 o2+1 00 1 =Ua
0 0 a®+1 00 0
1 0 41
1 0 0 . .
rk(Al) =3, Da=4[ 0 |:{1]:[0 Bo={| L] [F? 4
(e} ) e} _4z 9 0 ) 1 9 (e} 2 9 0 ] a2 + 1 +SZ
0 a+1 a? +1
1 0 44
5 101 0] _ 41
a=ii €= (O O 0) -v,
0 0 0
1 0 1 0
Ay =2 Di=3( 0 |:[1]¢. B=1],]: 202
— 0 0 2
1 0 44 1 1
p . 0 0 O 1
2°CASO = —1: B,i = = U,i,’l’k(A,i) = 1,D,1‘ = 0 ,B,i =
0 0 O —4i 2
0 0 O 0
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ESERCIZIO TIPO 10

Sia B ={vi;va;...;v,} C K™, dove K € {R,C}.
Per vedere se B € una base o meno di K" si pud procedere nel seguente modo:

(1) si costruisce la matrice n x n A = (v1  va vy, ) le cui colonne sono gli elementi di B;

(2) dal momento che sappiamo che esiste una base di C(A) contenuta in B,
dim C(A) =rk(A) =n <= ogni base di C(A) ha n elementi <= B & una base di C(A);
(3) osserviamo che se V' & uno spazio vettoriale ed U un suo sottospazio, si ha che
U=V <+ dimU=dimV.
Da (2) e (3) segue che per la matrice A costruita in (1) si ha:

rk(A)=n <= B¢ unabasedi K"

1 2 1
ESERCIZIO Si dica per quali a € R l'insieme B, = al;10];| a+1 ¢ una base di R3.
1 2 a+1
1 2 1
Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di B,: A, = | @ 0 «a+1 |. Il problema
1 2 a+1
diventa stabilire per quali a € R si ha che rkA, = 3. Facciamo un’eliminazione di Gauss su A,
1 2 1 e 1B 1 2 1
Ae=|a 0 a+1 alzDEalc) g 94 1| =B,
1 2 a+1 0 0 «
1 2 1
1°CASO:a=0 Bo=[0 0 1]Uy rk(Ay) =rk(Uy)=2+#3= By NON E’ una base di R3.
0 0 0
1 2 1 (1) Ea(—1/20) 1 2 1
20 CASO: o £ 0 0 —2a 1 AT 0 1 —1/2a | =U,
0 0 « 0 0 1
rk(As) =7k(U,) =3 = B, E’ unabasedi R®
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ESERCIZIO TIPO 11 Si consideri I'applicazione lineare f : C2 — C? definita da
4a+b
a
a—2b

Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

1 0 1
() {0 6)
1 0 —1

su dominio e codominio rispettivamente.

14 4
f((z)) = 6 ) f((_24>) = 6 )
-10 10
1 I
14 4 8
allora A = | Cp(| 6 |) Cp(| 6 |) | . Piuttosto che calcolare separatamente Cp(| 3 |) e
-10 10 -13
-1 a a
Cp(| 6 |),ecalcoliamo Cp(| b |) per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta
8 c
ai due diversi vettori . Poiche
—10
a Q 1 0 1 a+6
Co(l b ])=1| 27 =a|l0)+B83]|+6| 0 | = 33
c 6 1 0 -1 a—40
allora
a+d=a a=(a+c)/2 a (a+c)/2
36=10 = B=0b/3 = Cp(|b])= b/3
a—d=c d=(a—c)/2 c (a—c)/2
2
Ponendo @ = 14, b = 6 e ¢ = —10 otteniamo Cp( 6 ) = 2 |; ponendo a =4, b =6¢e c =10
—10 12
4 7
otteniamo Cp(| 6 |) = 2 |. Quindi
10 -3
2 7
A= 2 2
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ESERCIZIO TIPO 12
Si calcoli la matrice di passaggio Mp. 5 da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate di R3:

1 0 1 3 1 5
B={|o]|:[3]:] o , B=Llol:[3]:o0
1 0 -1 1 1 1

La matrice di passaggio Mp._ 5 da B a B ¢

3 1 5
Mp—p = | Cg(|0]) Cs({3]) Cs(|0])
1 1 1
Nel’lESERCIZIO TTPO 11 abbiamo calcolato
a (a+¢)/2
Cg(lb])= b/3
¢ (a—c)/2
3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori | 0 |, | 3 |, | O | otteniamo
1 1 1
3 2 1 1 5 3
CB( 0 ) = 0], CB( 3 ) = 1 ) CB( 0 ) = 0
1 1 1 0 1 2
Dunque
2 1 3
Mp—yp=[0 1 0
1 0 2



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI 37

ESERCIZIO TIPO 13

2 7
SiaA=| 2 2 la matrice associata ad un’applicazione lineare
12 -3

f : C? — C3 rispetto alle basi ordinate

AR {1 ()

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate

3 1 5
O C) {0 ()
1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo ¢
A =Mp;! , AMp._p

dove Mp. pr & la matrice di passaggio da D' a D, e Mg._p & la matrice di passaggio da B’ a B.
2 1 3

Nel’lESERCIZIO TIPO 12 abbiamo calcolato Mp_p = | 0 1 0 | . Calcoliamo la sua inversa:
10 2
21 3100 102 |00 1
(Mp_p | Is)={0 10 ] 0 1 0] 25]0101]010]|—>
102 1] 001 213|100
(=) Lo 2 [ 00 1y /10 2 [0 0 1)
-~ slo1 0 o1 0 |]=22%(0o1 0 |J]O0o 1 0]=2
01 -1 ] 10 -2 00 -1 | 1 -1 =2
L0 2] 0 01\ o /100] 2 -2 -3
—{o 10| 0o 1 0= 01 0] 0 1 0= ] Mp)
001 | -1 1 2 001 | -1 1 2
2 -2 -3
Mp —p =Mp! 5, 0 1 0
-1 1 2
Calcoliamo

Mace = (Ca((§ ) cat(2))):

Calcoliamo Cp( Z)) per un generico vettore Z) € C?, e specializziamo la formula ottenuta ai due diversi

wttrs (8) (2. P
ew(3)=(5) 1 (3)=a(5) o (2)= (%)
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20+ 28 =a

6o — 45 = b (nelle incognite « e )si ottiene

ou(3)- ()

risolvendo il sistema lineare {

Ponendo a = 6 e b = 8 otteniamo OB((S)) = (i), ponendo a = 2 e b = —4 otteniamo CB(<_24>) = (1
Quindi
6 2 2 0
o= (ea(2) (%)) (3 2)
Dunque
2 -2 -3 2 7 2 0
A'=Mp' ,AMg.g=( 0 1 0 2 2 (1 1):
-1 1 2 12 -3
—-36 19 -53 19
- 2 2 (f (1)>= 6 2
24 -11 37 —11
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ESERCIZIO TIPO 14

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 ) 0 0
0 1 -1 0
V= i1’ 0 |’ =10 )-
0 -1 1 )
1°'MODO
Troviamo una base B; di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 1 -1 |0
W1 = i ’ Wo = 0 ) W3 = -1 ) Wy = 0
0 -1 1 )

e costruiamo la matrice A = (w; w2 W3 Wy ), ossia una matrice tale che C(A) = V.

1 4 0 O 1 i 0 O 1 4 0 O
0O 1 -1 0 0 -1 0 01 -1 0

A = X _ - —
2 0 -1 0 E31(—1) 0 1 -1 0 E42(1)E3z2(—1) 0 0 0 0
0O -1 1 g 0 -1 1 3 00 0 =1
1 ¢4 0 0 1 ¢4 0 0
01 -1 0 01 -1 0 _ U

Eaw O 0 0 4 Es(—i) 00 0 1]
0 0 0 O 0 0 0 O

Dunque By = {w1,wa, Wy} & una base di C(A) =V.
Troviamo una base ortogonale B; di V: poniamo vy = wi, vy = Wg e Vg3 = Wy, e applichiamo

lalgoritmo di Gram-Schmidt a {vy;va;vs}.
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1
0
u; =Vy = .
i
0
_ _ (ai]vs)
Uz = Vg — (aUy, u#£A0 = a2 =
(uifuy)
)
H . 1 .
(up|ve) =uj've=(1 0 —i 0) o | =1
-1
1
H . 0
(uijuy) =uyuy=(1 0 —i 0) ; =2
0
— (12 :i/2
U2 = V2 — Qj2U01 =
)
) 1 %
_ I B
10 21| | 3
-1 0 -1
u3z = V3 — (rj3u — iz,
w#A0 — ap= (1]vs)
(uifuy)
0
0
(up|vz) =ujvs=(1 0 —i 0) 0 =0
)
— 13 =
(uz|vs)
w#0 = o=
(uzfuz)
0
1 1 0 .
(U.2|V3)—u2 V3_(_§ 1 3 —1) 0 = —
)
A
(s =ufw = (= 1§ ~D| 1 | =]
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Uz = V3 — 1301 — Giezlz =

21

= V3 —+ qu =

0 % -1
10 21 1 B 1 21
“lo| T35 1|75

) -1 3t

By = {uj;us;u3}, dove
1 7 —1
u; = O Ug = 1 us = l 2

I 1 ’ 5 ) ’
0 -2 3

e una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V, normalizzando gli elementi di Bs.

w2 = V(wiw) = v2
uzll2 = v/(uzfus) = /5/2

—1
1 . . 1 21 V15
[lusl2 = v/ (uslus) = y/ullus = g(—l -2 —i —32)5 =5
31
B = 1w’ Tuelz’ Tustz > dove
1 7 -1
u i 0 u 1 2 u; 1 2%
w2 v2 | @) Julz vio| 1 usla VI5 | @ |’
0 — 37

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 1 0 0
0 1 -1 0
Vi = i y V2= 0 y V3= -1 y V4= 0
0 -1 1 1

e applichiamo 'algoritmo di Gram-Schimdt a {vy;va;vs3;vy}. Otterremo 4 vettori, ug, us, us, uy, e 'insieme
{u3;uz; uz; uy} sard un insieme di generatori ortogonale di V.
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Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di
Gauss U della matrice A che ha come colnne vi,va, v, vy le eventuali colonne libere di U corrisponderanno
agli u; nulli.

1 3 0 0 1 0 O
A=(vi va vs vi)= (O 1 -1 0 0 1 -1 0
2 0 -1 0 E31(—1i) 0 1 -1 0 E42(1)E32(—1)
0 -1 1 =« 0 -1 1 =
1+ 0 0 1+« 0 0 1+ 0 0
R 01 -1 0 . 01 -1 0 01 -1 0 _U
00 0 0f &, (00 0 i mey |00 0 1
00 0 = 0 0 0 O 00 0 O

Poiche U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando I’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1;va;v3; vy}
otterremo us = 0.

1
w=vi=|"
1=vi=|
0
_ _ (w|vs)
uy = vy — aiaUy, w#0 = app=
(ufuy)
)
1
(ui|ve) =ui've=(1 0 —i 0) o | =7
-1
1
H . 0
(uiju) =uyu;=(1 0 —i 0) i =2
0

— Oélgzi/2
7
Uz = V2 — (j2U; = Vg — 5111 =

1

o
N | .

1
0
1
0

| [ =Y TN

—_

-1
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us = V3 — j3u; — GezU,

u #0 = 0413:(111"’3)
(ufuy)
0
(mlvs) =uflvs=(1 0 —i 0)| " |=i
1
(urfuy) =2
)
— a13:§
w#0 = 0423:(112|V3)
(uzluy)
0
i -1
(uglvs) =ug'vyg=(-% 1 1 -1) 1] =
1
1 5
-1 _1=_2
2 2 |
A
(woluz) =wg'wp = (=% 1 § 1) 1 | =5
5 2
-1
— agy = —1
U3 = V3 — 13U — QiazUz =
ZV3—%u1+u2: -
0 1 i 0
-1 1|0 1 0
T2l )T L) T o
1 0 —1 0
U4 = V4 — 1401 — Gig4U2 — (i34U3
(u1]vy)
0 — =
u; # Q14 (u1|u1)
0
(ulva) =ufvi=(1 0 —i 0)[{|=0
)
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0
H i 1 0 .
(wp|vy) =ugva=(-5 1 5 -1) ol =-1
i
AN
(uzug) =uffus=(-% 1 3 -1)| 1 =3
2
-1
2.
— a24:—gz
u3=0 = a34 =0 nperdef
Uy = V4 — QqUp =
2i
0 5 -1
0 21 1 1 24
“lo) T 575
7 —1 3t
1 i 0 -1
0 1 0 1| 2 R .. . .
Dunque < u; = ; ;U = 1 ;U3 = 0 jug = ¢ ; ¢ un insieme di generatori ortogonale
2
0 -1 0 31

di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori ortogonale di V' trovato
al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1 i -1
w u 0 Wy =1u 1 w u l 2
rt=w= s 2 =U2 = % ) 3= W= ¢ i
0 -1 31
1 i -1
e . 0 1 1| 2 N .
L’insieme < wi = ; TWo = 1 ;W3 = g ; € una base ortogonale di V.
2
0 -1 3

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di w1, wo, w3 :
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[will2 = v/(ui]ur) = V2
[wall2 = /(uzluz) = /5/2

1
— a1 I V15
||W3H2 = (u4|U4) = ufU4 = g (—1 -2 —1 —37,) 5 i = T
3i
Allora B = { 5 sl Tws i 1+ dove
1 7 -1
w1 L 0 Wy 1 2 w3 1 21
lwillz2 v2 ¢ ] Jwallz2 viol 1 |7 J|wslla V15| ¢ |’
0 ) 3i

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 15

) 1 ) 0
. . .. 3 . 0 1 -1
Si calcoli la proiezione ortogonale del vettore v = 1 sul sottospazio U = ( il o i 2 I
4 0 1 1
di C*.
Troviamo una base ortonormale di U. Dall’ESERCIZIO TIPO 14 otteniamo che
1 ) -1
o = u; _L 0 ot — u 1 2 = us 1 21
Pl V2 i) el VIO | 1 T fluslle VIS |
0 -2 3i
¢ una base ortonormale di U.
7
La proiezione ortogonale di v = i) sulU e
4
Py(v) = (ui|v)uj + (u3|v)u; + (uzlv)ug
dove
)
1 3 1
* *\H . .
u;|v) =(u v=—(1 0 — 0 =—(—1)=0
4
)
(u*|v)*(u*)HV*L(—z 2 1 -2) 3 *L(1+6+1—8)*0
2 2 V10 1 V10
4
)
1 3 1 20
* s\ H . . . . . .
us|v) = (u v=— (-1 —-2¢ —i =3 =—(—1—61—1—120) = ——— -1
4
Quindi
-1 -1 —1
P(v)*—20 iu*i_ZO ; 1 27 —@i 24 7_% —2
N T T 3T V15 Vil i | 15 i | 3| -1

3% 3% -3

. O O O
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ESERCIZIO TIPO 16

z z 1 0
Sia A(z) = (1) (1) i 221 ,dove z € C
1 11 0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) & non singolare.

A(z) & non singolare se e solo se Det(A(z)) # 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z z 0
Det(A(z)) = (=1)*Det [ 1 1 z—i | =
1 1 0

sviluppato rispetto
alla 2° riga

o . (L 1)\2+3 z Z _
= (z—1)(-1) Det(1 1)
sviluppato rispetto
alla 3% colonna

= (- i)z —%)

Quindi A(z) & non singolare se e solo se (z —i)(z —Z) # 0.

Si osservi che (z —i)(z —Z) =0seesolose o z—i=0, e quindi z = ¢, oppure z —z = 0, e quindi z = Z.
Poiche
2=z <= z€R,

allora

Det(A(z)) =0 <« zeRU{i}
e quindi

Det(A(z)) #0 <= z¢ RU{i}.
Concludendo

A(z) ¢ non singolare < z¢ RU{i}.
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ESERCITAZIONI A GRUPPI TESTI

ESERCITAZIONT* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

2 0 2 5 0 0 5 0 0 2 0 0 5 0 0 5 0 5
O20,<ggg>,<8g8>, 00 0},[{[5 5 0],1]0 5 0},[{0 5 0,0 5 0
2 0 2 0 0 5 5 0 2 0 0 5 0 0 5 0 0 5
6 0 4 2
SianoA: 1 -3|,B= 21 0 ,C= eD 1
5 _o 4 -2 -3

Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.

. Sla A= (O }) Si trovino tutte le matrici reali B = (926 ?) tali che AB = BA.

Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = I.

Siano A una matrice reale 2 X n non nulla in cui la prima riga ¢ il triplo della seconda. Si trovino tutte
le matrici reali diagonali D tali che DA abbia tutte le righe uguali.

23 1+i 3+ 5i | .
[6]Siano A= o0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=(JFl 213
. . 3.2 0
1—1 1 2— 21

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (A”C +iBT)B + (1 + 3i)D*.

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

2 243t 2 2+ 31 0 243t 0 243 2 1 2 3
2—-3 3 T\ 2+ 3 3 T\ -2+ 30 0 T\ —2-3¢ 0 "\l 3/)°\1 0)°

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = ( 2 ;_ ! 1_—2i )

e della sua H-trasposta A,
@ Siano B una matrice quadrata di ordine n — 1 e v, w vettori colonna con n — 1 coordinate tali che
T
a | v 0
vl'w = 0. Si consideri la matrice a blocchi A = | — | ——— |, dovea € R. Siprovichese A | — | = O,
W B w

allora la prima colonna di A? ¢ a
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ESERCITAZIONT* 2

4 -4 8 O 3 9
SianoA=|3 -3 10 8 | eB=|1 3 |. Sitrovino forme ridotte di Gauss per A e B.
3 -3 3 -6 1 2
21 0 -2 2«
Sia A(a)=|1 oa?+4 0 a |, dovea e C. Perognia € C sitrovi una forma ridotta

2 2°+8 0 4o
di Gauss U(a) per A(«) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(«).

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

3 =3 9 6 6
A=|1 -1 7 4 e b=1[14
1 -1 3 2 2

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso o dove

1 oa—1 0 oa—1
[ o 1 0 a2+
Ala) = 1 a—1i  a+i e bla)= 2

—a—i —a?-1 0 0
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ESERCITAZIONT* 3

SiaA: Z. T+i . Si calcoli A~1L.
3—1 1

Si dica per quali o € C la matrice A(a) = <

a—1 a—1) . . . . <1
) € non singolare. Per tali a, si trovi l'inversa

—21 @
di A(a).
a 1 «o
Sia A(a)=|a 1 1], doveac€eR. Perquegli o € R per cui A(a) & non singolare, si calcoli
0 2 1
A(a)~ L

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) g) .

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N
w O =

@ Sia W = {A € M, (C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n. Si provi
che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

Sia W = {A € M, (C)|Af = —A} l'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n. Si
provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 0 a a—2

S = 0 1S = 01];(1 1S3 = 0||a,beR;Sy= 0 la,b €R 3 ;
0 0 0 b b
a a—2 0

S5 = a—b|la,beR ;S = 0 laeR 3;S7 = allaeR

0 a+1 a
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ESERCITAZIONI* 4

Sia W = { ( _Oa 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2.

1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale My(R).

2. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {(1 )5 Do (% D)6 O {(% )

1 3
Sidicase S=<vi=|-1];vo=| —4|;vz= 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4

—_

Siano V' uno spazio vettoriale complesso ed S = {v1;va} un insieme di generatori di V. Si provi che
anche &1 = {v; + va; vy — va} & un insieme di generatori di V.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R3 & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
Vi = 4 , Vo = 6 ;1 V3 = -1 N W3 = 4 s Wo = 0 W3 = -1 ]
0 2 1 0 2 1

Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1; vo; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:

(1) Si={ve+vsz;vi+vs3vi+vas+vs},
(2) Sy = {Vl —2V3; V] + Vo va + 2V3}.

@ Si trovi una base di R? contenuta nel seguente insieme di generatori di R?:

1 -3 2 0 1
V] = -1 Vo = 3 ;' V3 = 0 1 Vy = 0 , Vs = 0
0 0 1 0 1

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11 10 0 0 0 1
sefes (s 2 (3 0)eom (b o) (o 1o (3 )= (11))

& un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche ?
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ESERCITAZIONI* 5

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € Ms(C), definisce un’applicazione lineare da
M3(C) in M3(C): f1(A) = AAT, fo(A) = A 13, f3(A) = 2A, f4(A) = A2, e quale delle seguenti posizioni,
al variare di A € M(C), definisce un’applicazione lineare da Mz (C) in C?: g;(A) = Aes, g2(A) = Ae; +ey.

Sia A una matrice complessa 2 x 2 tale che A% = A.
(a) Si provi che C(A —I3) C N(A).
(b) Si provi che se inoltre O # A # I allora C(A —I) = N(A).

Siano A una matrice complessa m x n ed fa : C" — C™ D'applicazione lineare indotta da A. Si provi
che fa € iniettiva se e solo se A ha un’inversa sinistra.
1 2 0 3

SiaA,=[1 a+2 a «a+2 |.PerogniaéeC sitrovi una base dello spazio nullo N(A,) di A,,.
2 4 0 a+6

2 0 0 2i
. 0 Q@ 0 21
Sia A, = 4 a—1 0 4 | dove o € C.

0 2 da—6 0
Per ogni a € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

@Siaf:RQHMQ(R) definita da f((Z))— <aib a—;;b>'

(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={(1): )} ¢ 2= {0 0):(0 )0 8 )}

su dominio e codominio rispettivamente.

Siano

1 2 1 1 0 2
B= 1511511 e B = O];11];:(1
1 1 1 1 1

(1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R3.
(2) Si calcolino le matrici di passaggio Mp. g da B’ a Be Mp. g daBaB.
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ESERCITAZIONTI* 6

Sia A = 0 6 la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R? — R? rispetto alle
-1 -2
1 1 1 1 0
basiordinateB—{v1_< );VQ—( )}eD_ wi=|1];wo=|0];wz3=1|1 su do-
1 1
0 1 0
minio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
4 3 1 1 0
B = {v’l = <O> JVh = <5>} eD=qwi=10];wh=|-1]|;wt=1{0 su dominio e codominio
0 0 1
rispettivamente.

a
Si verifichi che ¢ : C3 — Rxq definita da ¢([ & |) = |2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.
c

Sia V' = M5 (C). Si verifichi che (') : V x V — C definito da

ar a by b -
1 a2 1 b2\
(o o) )=

€ un prodotto interno.

Sia ||'|| : M2(C) — R la norma indotta dal prodotto interno (*|") : M2(C) x M3(C) — C definito
, . . . 1 i
nell’esercizio precedente. Si calcoli H (1 Li —24 3i> H

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

7 -1 1 0
-1 —1 0 0
V - < 7 I _1 ) 1 ) 2Z >
-1 —1 0 0
21 7 81 7i
. . .. . —6 . 1 0 1 .
@ Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8 sul sottospazio U = ( o sl Zi ] = ) di C*.
10 0 1 1
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ESERCITAZIONI* 7

Si trovi una base di V+ nei seguenti casi:

0 1 ) 1 0
. i -1 0 1
V={(1i]), V= THEEHERHE ).
i -1 0 1
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
20 1 0 P11+ R
A= 2 144 3], B=| -1 1 2 , C=
1 1 1 1 1 1 0
‘ vt 110 1+i



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI 55

ESERCITAZIONI A GRUPPI SVOLGIMENTO

SVOLGIMENTO ESERCITAZIONT* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

2 0 2 5 0 0 50 0 2.0 0 50 0 5 0
020,<838>,<8g8>,000,550,050,050,05
2 0 2 005 5 0 2 005 00 5 0 0

5 0 0
scalari: 0 5 0
0 0 5
5 0 0 2 00 5 0 0
diagonali: 0O 0 0,10 5 0},10 5 0
0 0 5 0 0 5 0 0 5
5 0 0 5 0 5 2 00 5 0 0
triang. sup.: 0O 0 0,10 5 0},{0 5 0},{0 5 0
0 0 5 0 0 5 0 0 5 0 0 5
5 0 0 5 0 0 2 00 5 0 0
triang. inf.: 0O 0 0J,{55 0),{0 5 0,10 5 0
0 0 5 5 0 2 0 0 5 0 0 5
2 0 2
nessuna delle precedenti: o 2 0], 5 00 , 5 00
0 2 0 0 5 0
2 0 2
6 0 4 2
[2]Siano A = [ 1 -3 ,B_<i . _03>,c_<(2) i)eD_ 10
2 =2 -1 =2
Si caleoli B(DC — 2A) + 4C.
2 1 8 4
a3 )-( 9
4 2 9 1 4x24+2x0 4x1+42x1
DC = 1 0 (0 1>: 1x24+0x0 1x1+0x1 =
-1 =2 () x24(-2)x0 (-1)x1+(-2)x1
8+0 442 8 6
=| 240 140 | =2 1

240 —-1-2 -2 -3

ot O Ot
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6 0 —-12 0
—2A=-2|1 -3|=| -2 6
2 =2 -4 4
8 6 -12 0 -4 6
DC-2A=1| 2 11+ -2 6= 0 7
-2 -3 -4 4 —6 1
0 4 6
B(DC—2A):< 3) 7
-6 1
(2% (-4)+1x04+0x(=6) 2x6+1x7+0x1
T\4x(—4)—2x0-3x(-6) 4x6—-2x7—-3x1

_|_

)

)
_( -8+04+0 124740 8 19
( 16+0+18 24— 14— 3) (2 )

()= 1)

. S1a A= <O 1) Si trovino tutte le matrici reali B = <j y> tali che AB = BA.

B(DC — 2A) + 4C = < )

Sia B = (;C ‘Z{) una matrice reale 2 x 2. Poiche
(11 z y\ _ [(xz+z y+t
as- (o) ()= ()
(T oy 1 1\ [z z+y
Ba- (1Y) (o 1) (2170

rT+z=zx

z=0
la condizione AB = BA equivale a y+iii+y , ossia a
N t=u
t=z+1

Dunque le matrici 2 x 2 reali B tali che AB = BA sono tutte e sole le matrici del tipo

_ (T Y
B_<O a:>’ dove x,y€R.

Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = I.

Sia A una matrice reale 2 x 2 triangolare superiore. Dunque A = (g :Z), con x,y, 2 € R. Poiche

A2 — Ty T oy _ x? Ty +yz
0 =z 0 =z 0 22 ’
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allora

A’=1, —

Dalle prime due equazioni si ottiene che z,z € {1,—1}.

Se z = —x (ossia se {z,z} = {1, —1}), I'ultima equazione & soddisfatta per ogni valore di y. Si ottengono

cosi le famiglie di matrici
Ly -1y
(0 2). (3 1) wer

Se z # —x (per cui z = = 1 oppure z = = —1), dall’ultima equazione si deduce, dividendo ambo i membri
per z + z # 0, che y = 0. Si ottengono cosi le due matrici

(b))

Siano A una matrice reale 2 X n non nulla in cui la prima riga ¢ il triplo della seconda. Si trovino tutte
le matrici reali diagonali D tali che DA abbia tutte le righe uguali.

Poiche A ha due righe ed esiste DA, allora D ha due colonne. Quindi, essendo D diagonale reale, e

D= (%1 c? ) per opportuni numeri reali d; e da.
2

Dalla condizione che la prima riga di A ¢ il triplo della seconda segue che se r” & la seconda riga di A

. . . 3r? .
(quindi un vettore riga con n coordinate), allora A = < T ), per cui

o d1 0 3I‘T . 3d11‘T
DA_(O dg)(I‘T)_<d2rT )
A questo punto la condizione che DA abbia le righe uguali comporta che 3d,r? = dor”.

Se fosse r” = 07 non potremmo trarre alcuna conclusione su d; e ds. Ma rT # 07, altrimenti entrambe
le righe di A sarebbero nulle, mentre A & supposta non nulla. Ora

3d1rT = ng‘T
— 3d; = dg,

rT £ 07
. . . d N .
per cui ogni matrice D = 0 34 ) con d numero reale ¢ soluzione del nostro problema.
2—-3i 141 3+ 51 . .
[6]Siano A=[ 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, p=([Ti 2%3)
. . 3—2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.

(b) Si calcoli (A¥C +4iBT)B + (1 + 3i)D*.
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AT <2—3i 0 1—¢> < (FhT A <2+3i 0 1+i)
= \1+i @ 1 = _ = 1= = 1
1471 1
2 _ 2
T _ _ . H _
BT — <1+¢) B- (2 1-4) B <1_¢)
B 3 5i
CT"= (3+5i 6 2-2i) C = 6 CH= (3-5i 6 2+2i)
2+ 2i
T+i 3-2i — T-i 2-3i T—i 342
T __ _ H __
D™ = <2+3i 0 > D= <3+2i 0 > D™ = (2—3i 0 >
(AC +iB")B + (1 +3i)D" =
3 5i
(2430 0 1+ 2 iy (T 3420\
_(<1—i —i1 ) 2f2i +Z(1+i))(2 ! ’)+(1+3’)(2—3z’ 0 )_

(24 30)(3 = 5i) + (1+4)(2 + 20) 2i _ (14+3)(7T—1) (1+30)(3+2i)) _
_(< (1—4)(3 — 5) — 6i +2 +2i >+<i(1+i)>)(2 1_”+<(1+3i)(2—3¢) 0 >_

_(64+9—-100+15+2+20+2¢—2 n 2 Y(2 1—i)+ T+2li—1+3 3+99+21—-6) _
o 3—3t—5—-5—-6i+2+2¢ -1 24+6t—-3i+9 0 B

(21430 2 (104200 —34+11i\
_(< —12i >+<—1+i>)(2 1_ZH<11+3@' 0 >_

21+ 5i |y (104200 34110
—1— 11 11+ 3i 0 -

2(—1—117) (=1 —114)(1 —4) 11+ 3i 0
42 4 104 21+52—2lz+5) (10+20¢ —3+11¢)_

2—-227 —1-—11i+:+—11

<221+5z (21+5i)(1—i)>+<10+20i —3+11i)
( 11+ 3i 0

[ 42410i 26 — 16i 104+20i —3+11i\  (52+30i 23—5i
2922 —12-10i 11+ 3i 0 “\9-19i —12-10i

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

2 243t 2 2+ 31 0 243t 0 243 2 1 2 3
2—-3 3 "T\2+ 3 3 "\ -243i 0 T\ —2-3¢ 0 A1 3/)°\1 0)°
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simmetriche: 2 2430 21
: 2+ 3¢ 3 A1 3
. . . 0 2+ 31
anti-simmetriche: ( 93 0 )
hermitiane: 2 243 21
: 2—31 3 \1 3
. ers 0 2+ 34
anti-hermitiane: < 943 0 >

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = ( 2 ;— ! 1__22. ) .

2—13 3
-2 1+

A+A" 1 (24 -2 2—i 3 1
B="73 _§(< 3 1—¢>+<—2 1+z’>)_§
e la parte anti-hermitiana di A e

1 2 1 1)
CiA—AHi 24i -2\ (2-i 3 )71
2 U3 1—1 -2 14+i) 2

2 -5\ _ [t
5 —2i)
Dunque A=B+Ccon Bf =BeCH =_C.

Troviamo ora la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana di A¥. Facendo la H-trasposta di A = B+ C

Poiche Af = ( ), la parte hermitiana di A e

Njot =
|
.ot
N———

si ottiene
A" =B+0C)" =B"+C" =B+ (-0),

e poiche Bf = B (ossia B ¢ hermitiana) e (—C)¥ = —C# = —(—C) (ossia —C & anti-hermitiana), allora B
¢ la parte hermitiana di A¥ e —C ¢ la parte anti-hermitiana di A¥.

@ Siano B una matrice quadrata di ordine n — 1 e v, w vettori colonna con n — 1 coordinate tali che

a | VT 0
vl'w = 0. Si consideri la matrice a blocchi A = | — | ——— |, dovea € R. Siprovichese A | — | = O,
W B w
a
allora la prima colonna di A2 ea | —
w
Calcolando il prodotto a blocchi
a | vT a | vT a?+v'w | avT+v'B
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a’ +viw
si ottiene che la prima colonna di A2 ¢ [ — — — — —— . Essendo per ipotesi vI'w = 0, ed essendo wa = aw
wa + Bw
a2
perche a & uno scalare, la prima colonna di A2 ¢ | — — — — —— . Calcolando il prodotto a blocchi
aw + Bw
0 a | VT 0 viw
A — = — | _— = — = _— — s
w w | B w Bw
0 0
daA| — | = — | siricava che Bw = 0. Dunque la prima colonna di A? &
w 0
a? a? a
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONT* 2

4 -4 8 0 39
SianoA=|3 -3 10 8 | eB=|1 3 |.Sitrovino forme ridotte di Gauss per A e B.
3 -3 3 -6 1 2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

4 -4 8 0 For (—3) o (—3) B (1/4) 1 -1 2 0
A=(3 -3 10 8 A 0 0 4 8 |-
3 -3 3 -6 0 0 -3 -6
Es(3)Ea(1/4) L1200
B 00 1 2]|=0U
0 0 00
ed U; € una forma ridotta di Gauss per A.
Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:
B — i) g E31(—1)E21(—1)E1(1/3) (1) g E>(—1)Ea3 (1) i) _ U2
1 2 0 -1 0 0
ed U, ¢ una forma ridotta di Gauss per B.
2i 0 —-2i 2ix
Sia A(a)=|1 o?+4 0 a |, dovea e C. Perognia € C sitrovi una forma ridotta

2 22248 0 4«
di Gauss U(a) per A(«) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(«).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A(«):

21 0 21 2« 1 0 -1 «
E31(—2)E21 (—1)E1 (=14
A(a) _ 1 a2 +4 O o 31( ) 21( ) 1( 2 ) 0 0{2 +4 1 0 — B(Oé)
2 2a2%+8 0 4o 0 22248 2 2«

1°CASO| o?+4+#0ossia o # 2i ed o # —2i.

1 O —1 « E- (720(2*8)E (;) 1 O -1 [0
Ba)=[0 a?+4 1 0 - —T (0 1 1@+ 0 | =C@
0 222+8 2 2a 00 0 20
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1° sottocaso del 1° caso‘ a#2i, a#F -2, a#0

1 0 —1 a Es(1/20) 1 0 -1 «
Cl@)=(0 1 1/(c®2+4) 0 s 0 1 1/(a®44) 0 | =U(a)
0 0 0 20 00 0 1

U(«) & una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 2 e la 4, I'unica colonna
libera & la 3°.

1 0 -1 0
2° sottocaso del 1° caso‘ a=0 Co)=[(0 1 1/4 0] =1U(0) ¢ una forma ridotta
00 0 O

di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1% e la 2%, quelle libere la 3% e la 4®.

2°CASO| a?+4 =0 ossia a = 2i oppure o = —24.

10 -1 () 1 0 -1 Ba(12a)  (as0) 1 0 -1 «
Ba)=(0 0 1 0 00 1 0 2 00 1 0]=U()
00 2 2a 00 0 2a 00 0 1

U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 3* e la 4%, I'unica colonna
libera & la 2°.

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

3 =3 9 6 6
A=1[1 -1 7 4 e b=1[14
1 -1 3 2 2

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 -3 9 6 6
(A | b) = 1 -1 7 4 } 4 E31(_1)E21(—1)E1(%)
1 -1 3 2 | 2
1 -1 3 2 | 2 Fa(h) 1 -1 3 2 | 2
— 10 0 4 2 | 2 _ ) 0 0 1 % | % :(U | d)
0 0 00 | O 0 0 0 0 | O

Il sistema Ax = b & equivalente al sistema Ux = d che € una forma compatta per

T —To+3r3+2x4 =2
(x) st 1 _1
3 21’4 - 2
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Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) e con la
sostituzione all’indietro da (x) otteniamo

IQZh
1174:I€

1 1 1 1
r3=—=24+=-=—=k+ =

2 2 2 2
1

1 1 1
Il:$2—3$3—2$4+2:h—3(—§k+5)—2k+2:h—5]{34—5

L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema Ax = b) &

h—3k+3

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso o dove

1 a—1 0 a—1
B 0 1 0 | a?+1 4
A(a) = 1 a—i a4 e b(a)= 9%, e C*.
—a—i —a*—-1 0 0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—i 0 | a-—i
. 0 1 0 | a2 +1 Eq(a+i)Ez(—1)
(Ale) [ b)) =] a—i a+i | 24
—a—i —a?-1 0 | 0
1 a—1 0 | a—i
0 1 0 | a®+1]|
“lo 0 a+i | a+i|=(B@ | c)
0 0 0 | oa®+1
1 -2 0 | -2i
19 CASO o=—i (B=i) | e=i)=[Y T O 1 0 1y inaforma ridotta di Gauss
- “lo 0o o] o
0 0 0] O©
1 =

per (A(—i) | b(-1i)), quindi A(—i)x = b(—1i) & equivalente a B(—i)x = ¢(—i) che & una forma compatta

per
xr1 — 2’LI2 = -2
(*) { T2 =0
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Poiche ¢(—1i) & libera, B(—i)x = ¢(—1i) ammette soluzioni.
Poiche B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha oo! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da () otteniamo

.Igzh
$2:O
Ty = 299 — 20 = —24

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = c¢(—i) ( e quindi I'insieme delle soluzioni del sistema
A(-i)x=b(-i) ) e

—21
0 ||heC
h
20 CASO a#—i
1 a=i 0 | a-—i
0 1 0 | a®+1 Es(gh)
B [ el@)=1g o ati| ati]|
0 0 0 | a®+1
1 a—i 0 | a-—i 1 a=i 0 | a-—i
O 1 O | OzQ—I—l E4(o¢+z O 1 O | Oé2+1 o
o o 1] 1 o 0o 1] 1 |=(C@ da)).
0 0 0 | a?+1 0 0 0| a-—i
1000
5 . . 0101 0
a =i (C(i) 00 1 |1 ¢ una forma ridotta di Gauss per
000 0
i

(A(i) | b)), quindi A(i)x = b(i) & equivalente a C(i)x = d(i) che & una forma compatta per

T = 0
(*) Ty = 0
I3 1

Poiche d(i) e libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica soluzione. L’unica soluzione
di C(i)x =d(i) (e quindi di A(i)x =b(i) ) &

0
v=1|0
1
1 a—i 0 | a-—i
2 1
ag =i} (€@l @)=y o oy | ! L
0 0 0| a—i
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1 a—1

0 | a—1
2
8 (1) (1) { @ 1+ b= (D(a)| e(@)) & una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
o 0 0| 1

Poiche e(a) ¢ dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 3

SiaA: (32 ) 7—1’—2) Si calcoli A~1L.

—1

Ricordando che

—1
a b 1 d -b
(c d) _rl—bc(—c a) se ad—bc#0,

si ha:
Al 1 I A 1 1 A
i— (T44)(3—14) \ —T7i i i—(21+3i—T7i+1) \ —3+1 i
B 1 1 —7—3
22455 \ —3+1 i
Poiche
1 1 —22+ 5 —22 — 5 —22 — 54
—22+5i  —22+5i  —22+45; (—22+45i)(—22—5i) 222 — 5242
_ —22-5i _22_5i——2—¢i
484425 509 509 509’
allora

A—lz(_ﬁ_ii) L 7=
509 509 —-3+1 7 ’

Si dica per quali « € C la matrice A(a) = (a_;; a; ‘

di A(a).

) € non singolare. Per tali o, si trovi 'inversa

Ricordando che (CCL b> ¢ non singolare se e solo se ad — bec # 0 ed in tal caso si ha

d
a b\ ' 1 d —b
c d T ad—be\—c a )’

allora A(a) & non singolare se e solo se

(a —i)a— (a—1)(—2i) = (o — i) (. + 24) # 0,

ossia se e solo se o ¢ {—24,4}, ed in tal caso si ha:

Ala)™! = m (gz _aajii) '



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI 67

Sia  A(a) =

A(a)~ L

1 «
1 1], doveaeR. Perquegli @ € R per cui A(«) ¢ non singolare, si calcoli
2 1

o QR

a 1l a | 1 0 0\ EyaB(d) ‘ a # 0: A(0) non ha inversa
(A(e) | Is)=[la 1 1 | 0 1 0
021001
S N ) I N
a a a a Eo(L
—{0 0 1-a | -1 10 s 02 1 | 0 01 2(3)
02 1 | 0 01 00 1—a | =1 1 0
13 1 | 2 00 BEs(1iy) ‘a #1: A(1) non ha inversa
-(o 1 I | 0o o0 3
00 1-a | -1 1 0
I 0 0\ . AR 0 0 -
a a a(=1 & ¢ 1 1 Ei3(—1
—10 1 1 | o1 (1) T N i = T
00 T | ik i 0 00 1~ o
1 1 1 —2a+1 1
1 o | a(l—a) T 1-a 0 Eip(—1 100 | 2a(l—a) 2oz(ljoz) T 2a
1 1 ~a 1 1 1
=0 1 0 | 2(1—o)  2(1—a) 2 0 10 | 2(1—a)  2(1-a) 2 =
00 1] -5 5 0 00 1] - =% 0

1

)
w

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (2 1 O) .
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Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R tale che se R=(c¢; | c¢2), allora

¢y ¢ soluzione di (1) Ax =e; = <(1)> e

¢y & soluzione di (2) Ax = ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(2 10 | 10 Ea1(—1)E1(3) 1 2 0] 3 o0
(A|I2)_<103|01) (0—§3|—%1_’
Ex(-2) 13 0 | 5 0Y)_
—><0 i 6| 1 —2)=(U [ b b

(1) & equivalente a (1) Ux = by che ¢ una forma compatta per

1 1
I1+§$2 :§
$2—6$3:1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

£L'3Zh
x2:6x3+1:6h+1
1 1 1 1
= —= —=——(6h+1 - =-3h
1 2x2—|—2 2(6 + )+2 3

L’insieme delle soluzioni di (1) &
—3h
6h+1 ||heC
h

(2) & equivalente a (2’) Ux = bs che ¢ una forma compatta per

Il—i-%xg :O
xI9 —6&[:3 =-2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

z3 ==k
To = 6x3 —2=0k—2

1 1
x1:—§x2:—§(6k—2)=—3k+1

L’insieme delle soluzioni di (2) &
—-3k+1
6k—2 | lkeC
k
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—3h  =3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h,k) = [ 6h+1 6k—2 |, al
h k

variare di h, k € C.

2 1
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A= | 1 0
0 3
2 1
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =11 0
0 3

1. Poniamo B = AT,

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’esercizio sappiamo che sono tutte e sole le matrici del

—3h —=3k+1
tipo [ 6h+1 6k —2 | con h, k€ C.
h k

3. Una matrice € inversa sinistra di A se e solo se e la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

. . . . . —3h 6h+1 h . .
inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo ( 3k41 6k 2 k) al variare di h, k € C.

@ Sia W = {A € M,,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n. Si provi
che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W: 0T =0
(i) ABeEW == A+BeW

AcW = AeM,QC)
= A+Be M, (C)

BeW = B e M,(C)
= A+BeW

AcW = A=AT
— (A+B)!=AT+BT=A+B

BeW = B=B7"
(1)) a€C,AeW = aAeW

AcW = A e M,(C) = oA € M,(C)
= aAeW

AcW = A=AT = (aA)T = AT = A
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Sia W = {A € M, (C)|Af = —A} l'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n. Si
provi che W non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opun€eW: 0 =0=-0
(i) ABEW == A+BeW

AcW = A eM,(C)
= A +B e M, (C)
BeW = B e M,(C)
= A+BeW
AcW=— Al =_A
= (A+B)f=Af + B = —A +(-B)=—-(A +B)

BeW = B”=-B
(1)) acC,AeW = aAeW

AcW = A e M,(C) = oA € M,(C)

AcW = A= A= (eA) =aA"” =a(-A) = —aA
Non ¢ vero che A € W per ogni scalare o ed ogni A € W:
prendendo A # O si ottiene che

aA = oA ? a=a < acR

poiche A # O

Quindise O #A € W e a ¢ R (ad esempio se A ¢ la matrice n x n con 1 al posto (1,n), —1 al posto (n, 1)
e 0 altrove, ed oo = 7) allora A ¢ W.

Dunque W non & un sottospazio dello spazio vettoriale M, (C).

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 0 a a—2
S = 0 1S = 01];]1 1S3 = 0||a,beR;Sy= 0 la,b €R 3 ;
0 0 0 b b
a a—2 0
S5 = a—b|la,beR ;S = 0 laeR 3;S7 = allaeR
0 a+1 a
0
e S; & un sottospazio vettoriale di V: 1'unico elemento di S; ¢ il vettore 0 = | 0 ],e04+0=0¢€ S; e
0

a0 = 0 € S; per ogni scalare a (S & il sottospazio nullo di R?).
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0
e So non ¢ un sottospazio di V: contiene e = | 1 | ma non contiene es + e2 = 2e5 (d’altra parte nessun
0
sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un elemento non nullo w # 0 puo essere un
sottospazio di W: se U & un sottospazio di W che contiene w # 0, allora U deve contenere I'insieme infinito
di vettori {aw]|a scalare }, per cui U stesso deve essere infinito).

e Per vedere se S3 € 0 non € un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 €S3

(#9) u+ v € Sz per ogni u, v € Sg,

(791) au € S3 per ogni u € S3 ed ogni scalare a.

Poiche gli elementi di Sz sono esattamente i vettori di R® che hanno la seconda coordinata nulla, allora
0 € Ss, inoltre dal fatto che la somma di due vettori di R? con la seconda coordinata nulla & un vettore di
R? con la seconda coordinata nulla si ha (ii), e dal fatto che il prodotto di un vettore di R® con la seconda
coordinata nulla per uno scalare ¢ un vettore di R3 con la seconda coordinata nulla segue (iii). In simboli:

(i) 0 €S,

(ii) Se u,v € S3 esistono ay, by, az, by € R tali che

al ag
u=1, 0 e v=1[ 0],
by ba
inoltre
as
u+veS; <~ = a3,b3€R3|u+V: 0
b3
ax a2 a1+ az
Poicheu+v=1[ 0 |+| 0 | = 0 , basta prendere a3 = a1 + a2 e b3 = by + bs.
by b b1 + b2
a
(#i7) Se u € S esistono a,b € R tali che u = [ 0 |, inoltre per ogni scalare @« € R
b
c
au€lS; <= 3 ¢deRau= [0
d
a aa
Poicheau=a | 0 ) = | 0 |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
b ab

Dunque S3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S4 € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 €Sy

(#9) u+ v € Sy per ogni u, v € Sy,

(

i1i) au € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare a.
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0 a—2
(7) esistono a,b € R tali che | 0 | = 0 : siprendaa=2eb=0, quindi 0 € Sy
0 b

(ii) Se u,v € Sy esistono a1, by, az,bs € R tali che

ay — 2 as — 2
u= 0 e V= 0 )
b ba
inoltre
as — 2
u+vesS, <= 3 a3 bzeR}utv= 0
b3
ap — 2 as — 2 a1 +az —4
Poiche u +v = 0 + 0 = 0 , basta prendere ag = a1 + as — 2 e bg = by + bs.
b1 ba b1 + b2
a—2
(#i7) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u = 0 , inoltre per ogni scalare o € R
b
c—2
au€ly <= 3 c¢deRau= 0
d
a—2 aa — 2«
Poiche au = « 0 = 0 , basta prendere ¢ = aa — 2a+ 2 e d = ab.
b ab

Dunque S4 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S5 € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S5

(#9) u+v € S5 per ogni u, v € Ss,

(

1i1) au € S5 per ogni u € Sy ed ogni scalare a.

0 a
(i) esistono a,be R taliche | 0 | = [ a—0 |: si prenda a = b =0, quindi 0 € S5
0 0

(ii) Se u,v € S5 esistono a1, by, az,bs € R tali che

ai a2
u = CLl—bl e V= CLQ—bQ y
0 0
inoltre
as
u-+v e Ss — 3 &3,b3€R3|u+V: a3 — bs

0
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ax a2 ay + a2
Poichtu+v = [ a1 —b1 | + [ az—ba | = | (a1 +a2) — (b1 +b2) |, basta prendere a3 = a; + as e
0 0 0
b3 = by + bo.
a
(i9i) Se u € S; esistono a,b € R tali che u= [ a —b |, inoltre per ogni scalare o € R
0
c
au€S; <= 3 ¢deRlau=|c—d
0
a oa
Poicheau=a | a—b | = | aa — ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque S5 € un sottospazio di V.

e Per vedere se Sg € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € Sg

(#i) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,

(

i1i) au € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare a.

0 a—2
(7) Perche 0 appartenga a Sg occorre che esista a € R tale che | 0 | = 0 . Poiche il sistema
0 a+1
a—2=0
a+1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora Sg non € un sottospazio di V.
e Per vedere se S7 € o non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 €Sy

(ii) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(

i1i) au € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare a.

0 0
(¢) esiste a € R taleche [ 0 | = | a |: si prenda a = 0. Quindi 0 € S7.
0 a

(#3) Se u, v € Sy esistono a,b € R tali che

0 0
u=|a e v=|1b],
a b

inoltre

ut+veS; <<= 3 ceRlutv=|c



74 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI

0 0 0
Poicheu+v=|a |+ 0| =|a+b ], basta prendere c =a + .
a b a+b
0
(#9i) Se u € S7 esiste a € R tale che u = | a |, inoltre per ogni scalare & € R
a
0
au€S; <= 3 beR}au=|0b
b
0 0
Poiche au=a | a | = | aa |, basta prendere b = aa.
a aa

Dunque S7 € un sottospazio di V.
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 4
Sia W = { ( _Oa 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2.

1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale My(R).

2. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M5(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@{(1 ) (% D e {(h )G o)yl D))
1. (i) Ozxz € W: Ogyz € My(R) e O, = Oy = —Os,2
(1)
A eW = A € My(R)
= A + B € My(R)
B cW = B e My(R)
= A+BeW

AcW = A=-AT
= (A+B)=AT+B"=-A-B=—-(A+B)

BeW = B=-BT
(i1)) aeC,AeW = aAeW

AcW = A e M(R)= aA € M3(R)
= aAcWW
AcW= A=-AT = (aA)T =aAT =a(-A) = —aA

(i) esiste a € R tale che (8 8) = (_Oa g): si prenda a = 0.

(73) Se A, B € W esistono a,b € R tali che

0 a 0 b
a=(50) e ==(50):

inoltre
A+BeW < 4 ceIE€|A+B_<_OC (C))
o (0 a 0 b\ 0 a+b -
PomheA—l—B_(_a O>+<—b O>_<—(a—|—b) 0 ),bastaprenderec—a—l-b.
0

(#4i) Se A € W esiste a € R tale che A = ( 8), inoltre per ogni scalare o € R

aAeW <« 3 beR3|aA:(_Ob 8)

Poiche aA = « 0 a = 0 aa , basta prendere b = aa.
—a 0 —aa 0
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Dunque W & un sottospazio di Ma(R).

0 2

-2 0

2. (a) Dal momento che ogni elemento di { ((1) —01) ; <

) } e un elemento di W, per stabilire se

1 0 -2 0
se per ogni A € W esistono «a; ed as numeri reali tali che

(0 1 0 2\ ([ 0  —ai+2a
A_O‘1<1 0>+°‘2<—2 O>_(a1—2a2 0 )

_Oa g), il problema diventa stabilire se per ogni a € R

-1 2 . . o . - . . .
{ (O ) ; ( 0 ) } € o non € un insieme di generatori di W, spazio vettoriale reale, occorre stabilire

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = <

il sistema,
—a1 + 200 = a
(+) {al — 200 = —a

nelle incognite reali a;, as ha soluzione. (%) & equivalente all’unica equazione
o] — 200 = —a
che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio s = 0 ed a3 = —a), allora U'insieme di vettori

{ ((1) _01> ; (_02 (2)) } € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

(b) Poiche <(1) 8) ¢ W, allora {(_01 (1)> ; ((1) 8)} non € un insieme di generatori per W.
3 0 3

0
-3 0 -3 0
per W come spazio vettoriale reale occorre stabilire se per ogni A € W esiste « € R tale che

0 3 0 3a
A_O‘(—ss O>_<—3a o>

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = (_Oa g), il problema diventa stabilire se per ogni a € R

(+4) { 3a=a

—3a=—a

(c) Dal momento che € W, per stabilire se ( )} ¢ o non ¢ un insieme di generatori

il sistema

nell’ incognita reale « ha soluzione. Poiche (xx) ha soluzione per ogni a € R (o = a/3), allora { ( _03 g) }

€ un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

1 3 1
Sidicase S=<vi=|—-1];vo=1| -4 ];vs=| 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4
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a
er stabilire se S € o non ¢ un insieme di generatori di occorre stabilire se per ogni esistono
Per stabil S d tori di R3 tabil P b | eR? t

c
a1, a9, a3 € R tali che
a 1 3 1 a1 + 3as + ag
b = Q1V] + aava + Q3V3z == (1 -1 —+ Qo —4 + Qs 2 = —Q1 — 40[2 + 20&3
2 8 —4 20&1 + 80[2 - 40&3
ossia che il sistema lineare
o1 + 30&2 + a3 =a
(%) —a1 —4ae + 203 =10
2001 + 8as — 4oz = ¢
nelle incognite a1, g, ag ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.
Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene
1 3 1 | a 1 3 1 | a
-1 -4 2 | b]—— [0 -1 3 | a+b | —m
2 8 —4 | c E31(—2)E21(1) 0 2 —6 | c—2a E32(—2)E2(—1)
13 1 | a
-0 1 -3 | —-a-0b
00 0 | 2b+4c

Poiche esistono a,b, ¢ € R tali che 2b+ ¢ # 0 (si prendano ad esempio a = b = 0 e ¢ = 1), allora (*) non ha
soluzione qualunque siano a, b, ¢ € R, per cui S non ¢ un insieme di generatori di R3.

Siano V uno spazio vettoriale complesso ed S = {v1;va} un insieme di generatori di V. Si provi che
anche 81 = {v1 + va; vy — va} & un insieme di generatori di V.

Per definizione di sottospazio generato da un insieme di vettori di V, si ha:

(1) (vi;va) = {av1 + Bva|a, B € C}
(2)  (vitvavi—va) ={d(vi+v2)+y(vi—Vv2)[6,7 € C} = {(6 +7)vi+ (6 —7)va|d,y € C}.
Se z € (vi + va; vy — va), per (2) esistono 4,7y € C tali che z = (6 + v)vy + (§ —y)ve. Ponendoa =4+~ e
3 =0 —sihaalloraz = avy + Ovg, e per (1) z € (v1;Va).
Questo prova che (vq + va; vy — va) & contenuto in (vy;va).
Viceversa, se z € (vy;va), per (1) esistono «, 8 € C tali che z = avy + Gva. Risolvendo il sistema lineare
{ d+v=a
b—y=p

nelle incognite d e ~y, si ottiene

—
=2
o

o e
w‘ | M‘J,-
@

Quindi per (2)

(vi — va) € langlevy + va; vy — va).
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Questo prova che (vy;va) & contenuto in (vy + va; vy — va).
Concludendo, (vi;va) = (vi + va; vy — va).

Dal momento che S & un insieme di generatori di V', allora V' = (v1;va). Dunque anche V = (v +va; vy —
v3), ossia anche 81 & un insieme di generatori di V.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R3 & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
Vi = 4 y Vo = 6 ;' V3 = -1 y W3 = 4 yWo = 0 W3 = -1 )
0 2 1 0 2 1

(1) 1l problema & stabilire se gli unici numeri reali oy, o, ag per cui a3vy + agva + agvy = 0 siano
a1 = ag = ag = 0, oppure no. Poiche, dati a1, as, ag € R, si ha

0 4 2 dag + 203
a1vit+asvotagvy=a3 |4 | +as | 6| +az3| -1 | =| 4a1 +6as—a3 |,
0 2 1 209 + a3
0
allora ayvy + asve +a3vy =0= | 0 | se e solo se
0
dag + 203 =0
(*) 4o + 603 —a3 =0
20&2 —|— a3 = 0
11 problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, as, ag) abbia un’unica soluzione (e
0 04 2 | O
quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no. La matrice aumentata di (x)e: [ 4 6 -1 | 0
0 02 1 | 0
Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:
04 2 | 0 1 3/2 -1/4 | 0
E(LE
46 -1 | o) 22 oy 4 9 | o] =
02 1 | O 0 2 1 | 0
1 3/2 -1/4 | 0
Es5(—2)Ea (%
2@ (g 1 12 | o|l=(U | 0)
0 0 0 | 0

Poicheé non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (%) ha oo soluzioni. In particolare () ha una
soluzione non nulla, e quindi {v1,va,v3} ¢ linearmente dipendente (ad esempio, poiche () & equivalente
a

{0114—%042—%0[3—0
oo + %Oég =0
prendendo ag = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene ay = —% ed o = —%042 — %ag = % + % =1, ossia

1

—% ¢ una soluzione non nulla di (%) e vi — %VQ 4+ v3 = 0 ¢ una combinazione lineare nulla di v, vo,v3

1
con coefficienti non tutti nulli).
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O O 1 1 a9 —|— Qa3
(2) 0| =aqywi+asws +agwyz=a1 [ 4] +as | 0] +a3| -1 | =1 4a1 — a3
0 0 2 1 2a9 + a3

o + a3 = 0

— (*) 4oy —a3 =0

200 + a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di

—~

) si ottiene:

01 1 | 0 N 10 -1/4 | 0O

40 -1 | o) 2P Lo 1 1 | o=

02 1 | 0 0 2 1 | 0

10 -1/4 | 0O 1 0 -1/4 | 0O

P fo1 1 o] =22 (o1 1 | o]=(U] 0

00 -1 |0 0 0 1 | 0

0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha come unica soluzione la soluzione nulla | 0 |,

0

ossia
a1wi1 +aowe +agwy3 =0 — a3 =as=a3=0.

Quindi {w1, wy, w3} ¢ linearmente indipendente.

Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1;va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' & linearmente indipendente:

(1) S ={v2+vs;vi+vsv+vy+vs},

(2) Sy ={vi—2v3;vy+ Vo va+2vs}.

(1)
0=a(ve+v3)+B(vi+v3)+d(vi+va+v3)=(B+0)vi+(a+d)va+ (a+B+5)vs
B+6=0
— (%) a+d=0
1 a+f+6=0

poiche § e L.L

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di ( *) si ottiene:
01 1] 0 . 1 01 0 Bar(1) 1 01 1] 0
101 ] 0]———=10 11 0] ———— (o011 | 0]~
1 1110 11 0 0101 0
Baa (1) 10 1 | 0 Ba(—1) 1 O 110
= 01 1 | o] ———"—=011]0]=(U/] 0).
00 -1 | 0 001 ] o0
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0

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi S; ¢ linearmente
0

indipendente.

(2) 0=a(vi—2v3)+B(vi+Vva)+d(ve+2vs) = (a+ B)vi+ (B4 )va+ (—2a + 2d)vs

a+pB=0
= (%) B+0=0
! —200+25=0

poiche § e L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*) si ottiene:

1 1010 11010
0 111 0 01110
2.0 2 ] 0 02210

Es1(2) E32(-2)

1 1 0 | O
011 ] 0|=(U| o).
0 0 0 | O

Poiche U ha una colonna non dominante, (*) ha oo soluzioni, in particolare (*) ha una soluzione non nulla,
quindi Sy € linearmente dipendente.

@ Si trovi una base di R? contenuta nel seguente insieme di generatori di R?:

1 -3 2 0 1
V] = -1 1 Vo = 3 1 V3 = 0 1 Vy = 0 , Vs = 0
0 0 1 0 1

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

v4 = 0 & senz’altro combinazione degli altri:
vy =0=0vy +0vg + 0v3 + Ovs,

per cui togliamo subito v4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

1 -3 2 1
Si=<¢vi=|-11];ve= 3 ;va= | 0 |;vs=10
0 0 1 1

29 passaggio. S; & ancora un insieme di generatori di R?. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; ? Poiche

vy = —3vy = —3vy + 0vg + 0vs
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ma anche 1 1
vy = —§V2 = —§V2 + 0vsg + Ovs

possiamo togliere da S; il vettore vi, oppure possiamo togliere da S; il vettore va, ottenendo ancora un
insieme di generatori di R3. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di
cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia vi, va e scegliamo di togliere v.

Poniamo
1 2 1
So=qvi=]|-11];vyz=[0];v5=1(0
0 1 1

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sa ?

Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Ss:
avy + Bvs + dvs = 0.

Se dovesse risultare che allora o = 3 = § = 0, S, sarebbe L.I. e quindi una base di R? contenuta in S. Da

1 P 1 0
al =1 +8lo|+s|o]=[o0
0 1 1 0

otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, §

a+264+5=0
—a=0
B+d6=0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

Lozl _ By L2110 Baa(=1)E2(1/2)
-1 0 0 = 021 | 0 2 2
0 1 1 01 1] 0
1 2 1 0 oo 121 ] 0
~ (o 1} |0 — 5@ o1 L] o
00 3 |0 00110
Il sistema & equivalente al sistema
a+268+0=0
(%) B+i6=0
0=0

che ha come unica soluzione quella nulla, per cui Sy ¢ una base di R? contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,
ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.



82 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI

Ad esempio:

1. vi # 0 per cui {v;} e L.I. Teniamo v;. Chiamiamo §; = S.

2. {vy;va} & L.D. Togliamo vy. Chiamiamo Sy = 81 \ {va} = {v1;Vv3;va;vs}.
3. {vy;vs} ¢ L.I Teniamo vs. Chiamiamo S3 = Ss.

4. {vy1;vs;va} e L.D. Togliamo v4. Chiamiamo Sy = S5\ {v4} = {v1;vs;vs}.

ot

. {v1;vs;vs} e LI Teniamo vs. Chiamiamo S5 = Sy.

Dunque S5 = {v1;Vv3;Vvs} ¢ una base di R? contenuta in S.

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11 1 0 0 0 0 1
R N ) N (R IR R S ()

e un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

19 MODO | “Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cs = <8 8> e senz’altro combinazione degli altri:

C; =0 =0C; +0C, +0C3 +0C4 + 0Cs,

per cui togliamo subito Cj (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

0 2 2 3 1 1 1 0 0 1
sforn(§ DG o (i e e D}

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; ? Poiche

C, = 2C¢ = 0C; + 0C3 + 0C, + 2Cg

ma anche . .
Cg = 501 = 501 +0C; 4+ 0C3 + 0C4

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S; il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di
cui ’'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

s-{e-(3 e (1 D)= (3 e (0 1))

Poniamo
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39 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S, vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sa ?

Sia a1Cs + a2C3 + a3C4 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S,. Allora da

0 0 —a 2 3 +a 1 1 +a 1 0 +a 0 1 o 20&14—0&24—0[3 30&14—0&24—0[4

0 0) “'\3 0 2\1 0 3 o0 1 N1 1)\ Bar+as+au as + ag
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, as, as, ay

2000 + o + a3 =0
3o +as+a4 =0
ag+ag =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 1101 0 1 & 1 o]0 1 0 | o
Eor(—3)E; (L 2. 2 _ 2 2

3101|0M,0_%_%1|0M,013_2|07
001 1] 0 0o 0 1 1] 0 001 1 | O

per cui il sistema e equivalente al sistema
1 1. _
041+5012+5043—0
(*) oy +3ag — 204 =0

az+ a4 =0

il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
E};L |h € R
h
-2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio _51 (si ponga h = 1), si ottiene

1
—2C5+5C3—C4+C4 =0,

per cui Cq,C3, Cy4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Ss e ciascuno di loro pué essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sy la matrice Cq (combinazione lineare degli altri elementi di Sz) e poniamo

s={e=(1 o)ea=(3 D)se=(1 1))

4% passaggio. S3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Sia a1 C3 + asCy + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da

0 0 o 1 1 1 0 0 1 _ o1 + a2 O[1+O[3
(o 0)‘“1(1 o)+a2(0 1)+O‘3(1 1>_(a1+a3 a2+a3>
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, ais, ag
a1 + o = 0
a1 +a3=0

as+a3 =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

L0 e (340 ] 8 e
01 1 1] 0 0 1 1 1] 0
11 0 | 0 . 11 0 | 0
Es(3)
-0 1 -1 ] 0] ——— |0 1 -1 | O
00 2 | O 00 1 | 0

L’unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui S3 € linearmente indipendente, ed € una base di W
contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,

ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.

Ad esempio:

1. C; # 0 per cui {C;} & L.I. Teniamo C;. Chiamiamo &; = S.

2. {Cy;Cs} & L.I. Teniamo Cs. Chiamiamo S; = ;.

3. {Cy;Cy; C3} ¢ L.I. Teniamo Cs. Chiamiamo S = Ss.

4. {C1;Cy;C3;Cy4} & L.D. Togliamo Cy4. Chiamiamo Sy = S35\ {C4} = {C1;Cs; C3;Cs; Cs}.
5. {C1;C2;C3;Cs} & L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S5 = 84 \ {Cs} = {C1; C2;C3;Cg}.

6. {C1;C2;C3;Cg} ¢ L.D. Togliamo Cg. Chiamiamo Sg = S5 \ {C¢} = {C1;C2; C3}.

Dunque S = {C; Ca; C3} & una base di W contenuta in S.
Qual & la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche 7

Poiche dall’esercizio precedente sappiamo che

s-forn( e} (¢ 1))

€ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche, allora la dimensione dello spazio
vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche ¢ 3 (ossia il numero di elementi di una sua qualsiasi base).
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONTI* 5

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € Ms(C), definisce un’applicazione lineare da
M3(C) in M3(C): f1(A) = AAT, fo(A) = A 13, f3(A) = 2A, f4(A) = A2, e quale delle seguenti posizioni,
al variare di A € M(C), definisce un’applicazione lineare da Mz (C) in C?: g;(A) = Aes, g2(A) = Ae; +ey.

Fissato i € {1,2, 3,4}, per vedere che f; : Ma(C) — M2(C) & un’applicazione lineare occorre verificare che
siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fi(A+B) = f;(A)+ f:(B) per ogni A;B € M,(C);
(2) fi(aA) = afi(A) per ogni A € M3(C) ed ogni « € C.

e f; verifica la condizione (1) ? Essendo
filA+B)=(A+B)A+B)" =(A+B)AT +BT) = AAT + BAT + AB” + BB7,
fi(A) = AAT ¢ f,(B) = BBT, se fosse fi(A + B) = f1(A) + f1(B) per ogni A,B € M(C), sarebbe
(*) BAT + ABT =0 VA,B € M,(C)

Ma (%) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f; non & un’applicazione lineare.

e f5 verifica la condizione (1) ? Essendo
f2(A+B)=A+B-1y,
f2(A) =A —Iz e f2(B) =B — I, se fosse fo(A + B) = f2(A) + f2(B) per ogni A, B € M,(C), si avrebbe
A+B-I,=A-1I,+B-1I, VA Bc¢c M(C),

da cui I = O, che ¢ falso. Dunque fs non & un’applicazione lineare.

e f3 verifica la condizione (1) ? Si, essendo
f3(A+B)=2(A+B)=2A+2B = f3(A) + f3(B) VA,B € M,(C).
f3 verifica la condizione (2) ? Si, essendo
fa(aA) = 2(aA) = a(2A) = afs(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque f3 & un’applicazione lineare.

e f4 verifica la condizione (1) ? Essendo
fiA+B)=(A+B)>=(A+B)(A+B)=A>+BA + AB + B?,
f1(A) = A% e f4(B) = B?, se fosse f4(A + B) = f4(A) + f1(B) per ogni A,B € M(C), sarebbe
() BA+AB=0 VA,B e M (C)

Ma (%) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f; non & un’applicazione lineare.

Fissato i € {1,2}, per vedere che g; : My(C) — C? & un’applicazione lineare occorre verificare che siano
soddisfatte le seguenti condizioni:
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(1) gi(A +B) = gi(A) + gi(B) per ogni A, B € M(C);
(2) gi(@A) = ag;(A) per ogni A € M2(C) ed ogni a € C.
e ¢y verifica la condizione (1) ? Si, essendo
g1 (A + B) = (A + B)e1 = Ae; + Be; = gl(A) + g1 (B) VA,B € MQ(C)
g1 verifica la condizione (2) ? Si, essendo

g1(aA) = (aA)e; = a(Ae1) = agi(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque g; € un’applicazione lineare.

e go verifica la condizione (1) ? Essendo
gg(A + B) = (A + B)e1 + e = Ae1 + Be1 + ey,

g2(A) = Aey +e1 e g2(B) = Beq + ey, se fosse g2(A + B) = g2(A) + g2(B) per ogni A, B € M,(C), sarebbe
e; = 0 che ¢ falso. Dunque g non e un’applicazione lineare.

Sia A una matrice complessa 2 x 2 tale che A% = A.
(a) Si provi che C(A —Iz) C N(A).
(b) Si provi che se inoltre O # A # I allora C(A —I2) = N(A).
(a) Per definizione di spazio delle colonne di A — I, si ha che C'(A —I3) = (w1, wa), dove w; e Wy sono
la prima e la seconda colonna di A — I, rispettivamente:
wi=(A—Iz)e; = Ae; —I,e; = Ae; —e; e

Wo = (A — 12)92 = Aeg — 1292 = Aeg — €.
Poiche per ¢ = 1,2 si ha

A(Ae; —e;) = A’e; — Ae; Ae; — Ae; =0,

T
A=A

allora, per definizione di spazio nullo di A, si ha
Ae;—e; e N(A) peri=1,2,

e quindi C(A —Ip) = (wy,ws3) = (Ae; —ej, Aes —e3) C N(A).
(b) N(A) & un sottospazio di C?, essendo A una matrice complessa 2 x 2.
Da A # O segue che N(A) # C2, per cui dim(N(A)) <dim(C?) = 2.
Da A # I, segue che A — Iy # O, per cui C(A —I3) # {O}, e quindi dim(C(A —Iz)) > 0.
Essendo dim(C'(A —Iz)) < dim (N(A)), per (a), si ottiene allora che dim(C(A —I3)) =dim(N(A)) = 1.

Dunque C(A —1I3) e N(A) sono due sottospazi di C2, I'uno contenuto nell’altro, ed entrambi con la stessa
dimensione. Pertanto C(A —I) = N(A).
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Siano A una matrice complessa m x n ed fa : C" — C™ D'applicazione lineare indotta da A. Si provi
che fa e iniettiva se e solo se A ha un’inversa sinistra.

fa & iniettiva ? N(fa)={0} ? N(A) ={0} < dim (N(A))=0
[fa  appl. lin. | |N(fa) = N(A)]

Poiche per il teorema “nullita + rango”si ha
dim N(A) = (numero delle colonne di A) - rk(A),

allora
dim (N(A)) =0 <= numero delle colonne di A = rk(A).

Dunque

fa ¢ iniettiva <= numero delle colonne di A = rk(A) <= A ha un’inversa sinistra.

1 2 0 3
SiaA,=[1 a+2 a «a+2 |.PerogniaéeC sitrovi una base dello spazio nullo N(A,) di A,,.
2 4 0 a+6

Poiche N(A,) = N(U,) per ogni forma ridotta di Gauss U, di A, troviamo una base dello spazio nullo
di una forma ridotta di Gauss per A,.

1 2 0 3 By (—2) a1 (1) 1 2 0 3
A,=11 a+2 o a+2 o 2 0 o o a—1] =8B,
2 4 0 a+6 0 0 O o
1° CASO a=0
1 2 0 3 Ba(—1) 1 2 0 3
Bo=(0 0 0 -1 2 000 1]=0U,
0O 0 0 O 0 0 0 O

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(Up) = (numero delle colonne di U)g — rk (Ug) =4—-2=2.

Da
1
x=| 2| entn) e (TR ]
T3 T4 =0
T4

prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Uy, ossia la 2% e la 3%, con la
sostituzione all’indietro si ottiene

To = h
r3 = k
Ty = 0

T —2172 - 3{E4 = —2h
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—2h
Quindi N(Ap) = N(Uy) = Z |h,k € C 3 . Ponendo:
0
-2 0
B 1 . o
Vi T O V2 T 1 )
h=1 0 h=0 | \O
si ottiene che una base di N(Ag) ¢
-2 0
p— 1 . _ O
vy = 0 Vo = 1
0 0
2° CASO a#0
12 0 3 N 120 3
Bo=[0 a a a—1 | 226 g 5 a1 _y,
0 0 0 o 0 00 1

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(U,) = (numero delle colonne di U), — rk (Uy,) =4-3=1.

Da
il T, + 229 + 314 =0
X = IQ eEN(U,) <<= 172—1—173—1-0‘7*1174 =0
3 T4 =0
T4

prendendo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U,, ossia la 3%, con la
sostituzione all’indietro si ottiene

Tr3 = h
Ty = 0
Ty = —T3— O‘771:174 = —h
T1 = —2x9— 314 2h
2h 2
Quindi N(A,) = N(U,) = _hh |h € C 3. Ponendo: vy N _11 , si ottiene che una base di
;
N(Ag) &
2
-1
V] = 1
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2 0 0 2i

. 0 « 0 24
Sla A, = 4 a—1 0 4 | dove a € C.

0 2 da—6 0

Per ogni « € C si dica qual & 7k(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

2 0 0 2 1 0
A |0 a 0 2 Es1(—4)E1(}) 0 «
714 a-1 0 43 0 a—1
0 2 4a—-6 0 0 2
1 0 0 7
- 0 2 4oa0—6 0 Eaz(—a)Esz(—a+1)Ea(3)
0 a—1 0 0
0 « 0 21
1° CASO a=1
10 0 i 1 0
B, =21 -l _Pu (01
1o 0 0 o0 0 0
00 1 2 00
I‘k(Al):?)
2 0 0
Una base By di C(A;) & By = L I I Y
4110 )’ 0 )
0 2 —2
1 0 0
Una base D; di R(A1) ¢ D, = (8 ;(11 ; (1)
—q 0 —2i
2° CASO a=3
1 0 0 i 1
B._|0 100 Bs(4)Esa 0
2= 1o 00 0 0
0 0 0 2¢ 0
rk(A;) =3
2 0 2i
Una base Be di C(Az) 0 B. =4 | O] ] 2 ][ 2%
na base By di C(Ag) ¢ By = a1
0 2 0

o oo

oo = O

OO OO

)
21 Fas
—_—
0
-6 0
0 7
20 — 3 0

0
9i | = U1
0

i

0

1] =Y

0
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1 0 0
. N 0 1 0
Una base D3 di R(A%) eDs = o l'lolilo
—i 0 1
3° CASO a¢{l,3
1 0 0 7 1 0 0 7
0 1 29 — 3 0 Ea3((20—3)a) B3 (—ma—sya=1y) 01 2¢—3 0 Ea(3;)
B, =
00 —(2a—3)(a—1) 0 00 1 0
00 —(2a—3)a 2 00 0 2
1 0 0 )
01 2«—3 0
“loo 1 of~Ue
0 0 0 1
rk(A4,) =4
2 0 0 21
. . J{o 2 0 2
Una base B, di C(A,) ¢ B, = alilast |’ 0 o4
0 2 4o — 6 0
1 0 0 0
. o 1 0 0
Una base D, di R(A,) ¢ Dy = o Iilom_slil1]ilo
—1 0 0 1

.2 . a\, a a+b
@Slaf.R HMg(R)deﬁnltadaf((b))—(a_b b )
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0 1 0 1 0 0 2 0
s={(): ()} = =@ 00 )00 )]
su dominio e codominio rispettivamente.
(a)  Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :

L)+ (R P a5 )

per ogni ay,b1,as,b2 € R

2. f(a (Cbl)) z)af((g)) per ogni o, a,b € R
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al as a1 + ag
1. + = =
O
def. somma def. f
vettori colonna
. ( a1 + as (a1 + a2) + (b1 +b2)> _
(a1 +az) — (by + b2) b1 + b2 T
propr. assoc. e
commut. di + in R
_( ay + as (a1+b1)+(a2+b2)>:
(a1 = b1) + (az — b2) b + by
al al + b1 ag ag + bQ a1 ag
T <a1—b1 b1 > <a2—b2 ba ) T f(<bl)) f(<52)
|def. somma matrici def. f
a B aa _ aa aa + ab B
2. f(a<b>) T f(<ab>) T (aa—ab ab ) T
def. prod. di uno scal. def. f propr. distr.
per un vett. in R
_ aa ala+0b) _ a a+b _ a
_<a(a—b) ab ) T a(a—b b ) T af((b>)
def. prod. di uno scal. def. f
per una matrice
(b) Lamatrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate 3 e D su dominio e codominio rispettivamente
¢ la matrice
1 1
a=(cotr((1 )0 entr((4)0)-

Dalla definizione di f si ottiene:

(Gp=Gi) nGp-(400)

quindiAz(Cp(((l) f)) Cp(<_11 g))>

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento < Z) € R2.
!
a b\, |0 a by (0 1 0 1 0 0 2 0\ _( 2v a+p
CD(<C d>)_ 5| | <c d>_o‘<o o>+5<1 1>+5<1 o>+7<0 0)_<5+5 3 >



92 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI E SPS, A.A. 2007/08, GEMMA PARMEGGIANI

2y = a 16} = d
. . a+p b . vy = a/ .
Risolvendo il sistema 346 = ¢ otteniamo a=b—B=b—d ,  quindi
ﬁ = d 5:C_BZC_d
b—d
a b d
CD((C d)) "l e—d
a/2
. - 1 2 1 3 .
In particolare, specializzando a ( 0 1) , <_1 2> , otteniamo
1 1
1 2 1 1 3 2
OD((Q 1)) - -1 ) OD((—l 2)) - -1
1/2 1/2

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente &
quindi la matrice

1 1
1 2
A= -1 -3
1/2 1/2
Siano
1 2 1 1 2
B=Xvi=[1];va=[1];vsa=1]1 e B=Xvi=[0];vi=[1];v5=1]1
0 1 1 1 1 1

(1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R3.
(2) Si calcolino le matrici di passaggio M. da B a Be Mg g da B aB.

(1) Siano A =

(e

2 1 1 0 2
1 1JedA’=]10 1 1| le matrici che hanno come colonne gli elementi di B e
11 1 11

di B’ rispettivamente.
Occorre provare che entrambe hanno rango uguale a 3.

Facendo una E.G. su A si ottiene:

L N 2 S A N S B I
A= 1 ) EE y op o) BERECY._ g 1 o |U
01 1 0 1 1 0 0 1
per cui tk(A)=rk(U) = 3, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:
1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
_ _ Ea(—1
A=fo 1 1| B (o1 1 | =01 1 | 252 (01 1| =U
1 1 1 01 -1 0 0 -2 0 0 1
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per cui rk(A’)=rk(U’) = 3.
(2) La matrice di passaggio Mp._p da B’ a B ¢

1 0 2
Mg = (Cs(vi) Cs(vy) Cs(vy))=|Cs(| 0|) Cs({1]) Cs({1])
1 1 1
1 0 2 a
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente Cg([ 0 |),Cg([ 1 |)eCpr(| 1 |), calcoliamo Cr(| b |)
1 1 1 c
a 1 0
per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, | 1 |,
c 1 1
2
1 |. Poiche
1
a o a 1 2 1
Cg(lb)=1[8]| | =al|ll]|+p|1])+6]1
c 1) c 0 1 1
allora
a « a+260+4 a
Ceg(lb])=1|2 | a+pB+5 | =|0
c 0 B+
ossia a, B e d sono soluzioni del sistema lineare
a+28+d=a
(%) a+B+6=0b
B+d=c
Facendo una E.G. sulla matrice aumentata di (x) otteniamo
1 21 | a i (—1) 1 2 1] a Foa(—1)Ea(-1) 1 2 1 | a
111 | b >0 -10]b-a|]22"""510101] a-b
01 1 ] ¢ 0o 1 1 | e 0 01 | c—a+d
da cui, con la sostituzione all’indietro,
d=c—a—+b
B=a-0b
a=-20—-64+a=-2a+2b—c+a—-b+a=b—c
a b—c 1 -1 0 0
Dunque Cp(| b |) = a—b |,percuiCp(|O )= 1 |.Cs(|{1))=]|-1],Ca(|1])=
c c—a+b 1 0 1 2 1
0
1], e quindi
0
-1 0 0
Ms.p=|1 -1 1
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1

) CB’( 1 ) )
1

1

Mp = CB/( 1 ) CB/(
0

)

ma dal momento che Mg/ g = MgLB,, calcoliamo Mg usando ’algoritmo di Gauss-Jordan:

-1 0 0 | 1 Ear (1B (1) 0 0| -1 0 0
(Mg | Is) =1 -1 1 | 0 1 0] 22—~ 0 -1 1] 1 10]—
0 2 0] 001 0 2 0] 0 01
10 0 | -1 0 0 10 0 | -1 0 0
M01_1|_1_10M01_1|_1_10_>
0 2 | 2 2 1 00 1 | 1 1 1/2
pay (L0 0] =10 0
2o 1t o0 0 0 172
001 | 1 1 1/2
-1.0 0
Dunque MBQ_B:ME_B,: 0 O%
1 1 3
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONTI* 6

Sia A = 0 6 la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R? — R? rispetto alle
-1 -2
1 1 1 1 0
basiordinateB—{v1_< );VQ—( )}eD_ wi=|1];wo=|0];wz3=1|1 su do-
1 1
0 1 0
minio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
4 3 1 1 0
B = {v’l = <O> JVh = <5>} eD=qwi=10];wh=|-1]|;wt=1{0 su dominio e codominio
0 0 1
rispettivamente.

La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ e D’ su dominio e codominio rispettivamente &
la matrice

A= ME}_D/AM&_B/ dove Mp._ps ¢ la matrice di passaggioda D’ aD e

Mp_p ¢ la matrice di passaggio da B a B.

Mp! , @ stata calcolata nell’esercizio precedente:

2 1 1
Myl =Mpep=|-1 0 -1
0 1 0
Per calcolare Mg = (Cp(v)) Cg(v})), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a B di un

generico <Z> c R2,
w(i)=(3) e ()=o) ()= (255)
{Z;g a:>{2a=a+b:>{a:(ajsg/2

Dunque CB((Z>) = (Ezj%;) '

In particolare, specializzando a v} e v} otteniamo

I
S

extv) = ca((o ))

S Q
=1
O
o Q
=1
ot w

. 2 4
per cui M. = (_2 1).
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La matrice A’ che cerchiamo & quindi

2 1 1 2 1 5 4
A =Mp! AMg. g =|-1 0 -1 0 6 (_2 1):
0 1 0 -1 -2
3 6 -6 18
=[-11 (_22 ‘f): -4 -3
0 6 ~-12 6

a
Si verifichi che ¢ : C3 — Rxq definita da ¢([ b |) = |2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.
c

W o0 (
>0

Poiche ¢(x

)=12x0—0|+1]0+4 0]+ |i0] = 0.

Tﬁ o oo

er ogni x € C3, per provare che

x#0 = ¢(x)>0
basta provare che
x£0 = 6(x)£0,

ossia basta provare che

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

p(x) = 0
[2a =0 = 0 a = b/2
a = late = 0=¢c = —a = —-b/2=a=b=c=0=x=0.
x = [b lib| = 0 b = 0
a oa
(2) odla] b |)=0¢(] ab |)=|2aa — ab| + |aa + ac| + |iab] =
c ac
a
= |a||2a — b] + |a||a + ¢| + |a||ib] = |a|(]12a — b] + |a + | + |ib]) = ||| b |).
c
ag a1 + ao
b2 |)=0o( bitb |)=
Cc2 c1+ c2
=2 a1+a2) (b1 +b2)| + [(a1 + a2) + (c1 + c2)[ + [i(b1 + b2)| =
= |(2a1 — b1) + (2a2 — b2)| + (a1 + c1) + (ag + c2)| + |ib1 + iba| <
a1 ag

< |2a1 — b1| 4+ |2a3 — ba| + |a1 + 1] + |az + ca| + |ib1| + |iba] = (| b1 |) + (] b2 |).
C1 Co
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Sia V' = M5 (C). Si verifichi che (') : V x V — C definito da

a; a by b 1
1 a2 1 b2\
<(a3 ) | (b3 b4)>—zazbl

i=1

¢ un prodotto interno.

?

(ulv) perogniu—(a1 a2>,v_

az aq

1) (v )ev

by by ap ag - 4 T4 . ai as b1 be
((b3 b4> | (a3 a4>) T Zi:l blal - Zi:l albl T (<a3 a4> | (bg b4))

def. di (-]) def. di (-])

(2) (u|av+ﬁz);a(u|v)+ﬁ(u|z) Vuz(al GQ),Vz(zl 22),z=<cl C2>EV,04,56(C
3 by c3 ¢4

wavss = ) (i) o (0w h=(n w1 (en i ik )=
= S @lab + Bei) = a(X i, @) + B, @iei) =

ol )1 b o ) i(e )= ot + sl

(3) (s) (0j0)<0

O S EL I G|
(o) (0|0)_(<8 8>|(8 8))_4x6xo_o

o (o) o=@ (0 ) -Shme - T el —

as a3 aq asz a4
ay ag ay ag
— (& )8 @) erag
. (4] Sia ||']| 1 M2(C) — Rsg la norma indotta dal prodotto interno (*|") : M2(C) x M3(C) — C definito

nell’esercizio precedente. Si calcoli H (1 Li —24 3z> H
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e b)) =y (G b)) [ wha)) -
1+i —2+3i )1~ 1+i —2+3i)I\1+i —2+3i)) "

= T L+ THEx (14+i)+ =24 3i x (~2+3i) =
=VIx1—ixi+(1—d)(1+i)+(=2—3i)(-2+3i) =
=/1+14+12 424 (=2)2 - (=3i)2 =
=VI+1+14+1+4+9=V17

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

i -1 1 0
-1 —1 0 0
V - < 7 ) _1 ’ 1 ’ 2z >
-1 —1 0 0
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
) -1 1 0
-1 =i 0 0
Wl - Z ) W2 - _1 ) W3 - 1 ) W4 - 2Z
-1 —1 0 0
e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; w3 w3 WwWy)
i —1 1 0
-1 —i 0 O
A=(w; Wy W3 WwWyu)= . .
(w1 wa ws ) i =1 1 20| Ey)Esi(—i)Ba (1) Er (i)
-1 — 0 0
1 i —i 0 1 i —i 0
00 —i 0 00 1 0
0.0 0 2| gy time@mme@n (0 0 0 1
00 — O 0 0 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1%, la 3* e la 4%, allora una base di C(A) =V & {wy;w3; wy}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando 'algoritmo di Gram-Schmidt a

T 1 0
Vi = W1 = _1 Vo = W3 = 0 s V3 = Wy = O
1 1 2
-1 0 0
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-1
u; =VvVy = .
i
—1
uz = vy — Q2Uy, w#0 — ap= (w|vs)
(urfuy)
1
. . . 0 .
(ui|ve) =uyve=(—-i -1 —i -1) L= —2i
0
)
. . . ~1
(wijm)) =uvywmy=(—-i -1 —i -1) ; =4
-1
. 21 1.
Qg = —— = ——1
12 1 5
U2 = Vo — (1201 = Vg + Eiul =
1 ) 1
0 -1 1 —:
Sl T2
0 -1 —i
(uivs)

uz = V3 — i3] — Qp3Us, w #0 = a3=
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0
. . . 0
(uilvs) =uyvs=(—-i -1 —i -1) 9 =2
0
(uuy) = ufuy; =4
— ap=2=1
13= 7=
w#0 = 0423:(u2|vg)
(uz]uz)
0
1 0
(UQ|V3)—112V3—§(1 i 1 1) oi | =1
0
1
1 1| —
(uofuz) =wpup =5 (1 @i 1 @)5 1Z =1

1 1,
Uz = V3 — (rj3u] — Qipg3lp = V3 — 5111 - 5“12 =
0 i 1 —1
I U l 1] lz - | [0
26 2 ) 2 1 o i
0 -1 —1 0
) 1 —1
-1 1| = 0 . .
Dunque ¢ u; = ; jug = 5 1 [w= ; € una base ortogonale di V.
-1 —i 0

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia

dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, us ed us :

[uille = v/(uifur) = V4 =2
[uzlla = v/(u2lus) = V1 =1

—1

[usllz = V/(usfug) = | (¢ 0 —i 0) =Vi+1=V2

0
1
0
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Allora
i 1 —1i
B_{ U.1. ugl us }_ 1 -1 '1 —1 '1 0
Jurflz” [[uzl2” [lus|2 2 )2 1)Vl
—1 —1 0
€ una base ortonormale di V.
2i i 8i Ti
. . . . —6 . 1 0 -1 . 3
@ Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8i sul sottospazio U = ( ol =i ]l = )y di C°.
10 0 1 1
Troviamo una base ortonormale di U.
i 8i Ti
. 1 0 -1 . .
Poniamo w; = o |w2=1| 2 ws=| L, e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w1 wy w3).
0 1 1
1 8 7i 1 8 7 1 8 7
A=(w, w, wy)= 1 0' -1y [0 -8 —S 0 1 1 U
0 =i —i | muoen |0~ =i | puyBn@E—y |0 00
0o 1 1 0 1 1 0 00
Poiche U ha come colonne dominanti la 1* e la 2%, allora una base di C(A) =U & {w1;wa}.
) 81
Applichiamo ora l’algoritmo di Gram-Schmidt a { vi = wy = 6 ;Vo = Wo = —Oz per trovare una
0 1
base ortogonale di U.
;
u =vy = 1
1=vi=|
0
up = va — a2Uy, u#£0 = ap= (w1]vs)
(ugfuy)
81
(ai|ve) =uflvo=(—=i 1 0 0) _OZ. = (—i)8i =8
1
i
H . 1 o
(uilyy) =uyuw=(—-t 1 0 0) ol = (—i)i+1=2
0
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8
= aqppu==-=4

2
U2 = Vg — (¥12U1] = Vg — 4111 =
81 i 44
0 1 —4
ol O e D e
1 0 1
i 44
Dunque ¢ u; = (1) ;Ug = :z € una base ortogonale di U.
0 1

Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {u;;us}, ossia dividendo ciascun suo
elemento per la sua norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

a2 = V(wiw) = V2

41
) ) —4
||UQ||2:\/(112|112): (—47, —4 1 1) i = \/16+16+1+1:V34
1
Allora
7 41
u; us 1 1 1 —4
B={u = Ty = =< — ;— .
= ™ = ! = V2 (o] E |
0 1
¢ una base ortonormale di U.
21
La proiezione ortogonale di v = gf sulU e
10

dove
21
* gk i —q —6 — i —i)2% — — _i
(u1|v) - (ul)HV - \/5 ( 1o O) fé \/5(( )2 6) \/5
2
(uhlv) = (u)Hv = \/% (—4i —4 i 1) gf - %(—4@'21’ — 4(—6) + i8i + 10) = V34

10
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Quindi
i 43 1 43 23
4 4 1 1 1 —4 1 —4 —6
Py(v) = ——=u} +V34uj = —— — + V34— | =-2 + | =
u(v) No 2 2v2 | 0 V31 | —i 0 —i —i
0 1 0 1 1
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONTI* 7

Si trovi una base di V+ nei seguenti casi:

0 1 ) 1 0
. ) -1 0 1
V= < ; >7 V= < 1 ) 7 ) 1 ) 0 >
1 -1 0 1
0
(a)Se A=|i | alloraC(A)=VeVLt=C(A)+=NAH).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A otteniamo:

AR =0 —i 2)——(0 1 2)=1U
Ea (i)

1(2
Poiche N(A#) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,

una base di V+ ha 2 elementi (d’altra parte dimV=1 e dimC?=3, per cui a priori potevamo dedurre che
dimV+ = dimC? — dimV =3 - 1 = 2).

L1
x=|22 | E NAY)=N(U) <= 22+ 2iz3=0
T3
h
quindi N(U) = —2ik | |h,k e C
k
Una base di V+ &
1 0
0l —2i
0 1
1 ¢ 1 0
(b) Se A = i _Zl (1) (1) Callora C(A) =V e V= C(A): = N(AH).
i —1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
A A A 00 0 0
10 1 0] munmm (0 i 0 i | &y
0o 1 0 1 01 0 1
1 —i 1 —i 1 o—i 1 —i
o i0 01 0 1]|_y
000 0 0 | Zuynmesn |0 0 0 0
01 0 1 0 0 0 0
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Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 -2 =2,

una base di V+ ha 2 elementi.

Z1

2 xl—ix2+x3—ix4 =0
X = x2 ENAF)=NU)
3 -
vy To + T4 = 0
—h -1 0
. . 1 H —k N O —1
Quindi V- =N(A") = 1y |h,k € C p ed una sua base & Ll o
k 0 1
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
2-i 1 0 i1 1+ s
A= 2 144 3|, B=|-11 2 , C=
. 1 1 S 1 111 0
! Lt 11 0 143

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono pid zeri. In questo caso
conviene svilupparlo ripetto alla 1* riga oppure alla 3* colonna. Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

DetA = (1 —i)(=1)""Det (1—1|—Z i)) + (=1)"?Det (3 ?) =

=1-)(1+i-3)—2-3)=1—49)(-2+i)—2+3i=
=242 +i—12—2+4+3i=-3+6i

Rispetto alla 3% colonna:

1 1+
=-31—-i—i)+((1—-9)(1+1i)—2)=
=-3(1-2i)+1* - —2=—3+6i

DetA = 3(—1)*"*Det (122 1) + (—=1)*"Det (152 1 ) —

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1* colonna:

1 1+4 1

Det [i 2 1) =(0"Det(? 1) ric) et (1T ) 4 coprper (170 L) =
1 1 ; 1 = 1 ) 2 1

=2 —1—i((1+i)i—1)+1+i—-2=2i—1—i(i—2)+i—1=—1+5i
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Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3% riga:

01 1 1
_ 1 1 0 1+4) _
DetC = Det 111 0 =
2 1 2 1

11 1
=(=1)*"Det [ 1 0 144 |+ (=1)*"?Det
12 1

N = O
N O =

1
L+ | +(=1)*"3Det
1

N = O
— =

1
144

1
Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2¢ colonna, mentre il secondo ed il terzo addendo rispetto alla 1¢

riga.

1 1 .
Det | 1 1+i | =(-1)'"Det 1 1+ +2(—=1)*"2Det A S
1 1 1 1 1 1+:2

2 1 2 2

1+ _(—1)1+2Det<; 1;—Z>+(—1)1+3Det<; 1>_

1
0

2

1

01 1 .

Det |1 0 1+ :(—1)1+2Det<1 1+’>+(—1)1+3Det<1 O):
2 2 1

2

1

1

1

=—(1-21+)+(1-2)+=—-(1-2-2i)—1=2;

Quindi
Det(C)=—i— (3+2i)+2i=—i—3—-2i+2i=-3—1.



