CAPITOLO 4

Lezione del giorno giovedi 10 ottobre 2013 (1 ora)
Limiti delle funzioni in piu variabili

DEFINIZIONE 4.1. Se (X, 7) & spazio topologico e D C X & un sottinsieme di X, esso riceve una
naturale struttura di spazio topologico nel modo seguente: posto 7p = {AND : A € 7}, la coppia
(D, 7p) & spazio topologico. Si dira che 7ip € la topologia indotta da X su D. Gli aperti di 7/p sono
intersezioni di aperti di X con D, e se B ¢ base per la topologia di X, I'insieme Bp = ={BND: Be B}
¢ base per la topologia indotta.

DEFINIZIONE 4.2. Lo spazio topologico (X, 7) & detto:
(1) To se per ogni coppia di punti z,y € X esiste un intorho di z non contenente y oppure un
intorno di y non contenente z (la topologia distingue i punti);
(2) T se per ogni coppia di punti z,y € X esistono due aperti U e V talichez € Uey ¢ U e
y €V ez ¢V (i punti sono chiusi);
(3) Tz o di Hausdorff o separato se per ogni coppia di punti z,y € X esistono U e V aperti
disgiunti con z € U e y € V (punti distinti possiedono intorni disgiunti).

Lo spazio R™ con la topologia usuale ¢ di Hausdorff.

EsEMPIO 4.3. Si provi che R dotato della topologia per cui gh aperti sono ), Re {z e R: z > d}
al variare di d € R & uno spazio Ty ma non 7.

Si provi che R dotato della topologia per cui i chiusi sono 0, R e tutti i sottinsiemi finiti di R ¢ uno
spazio 77 ma non T5.

DEFINIZIONE 4.4. Diremo che V ¢& intorno aperto di co in R™ se R” \ V & compatto.

“DEFINIZIONE 4.5. Sia D C C R", zp € R™ U {oo} di accumulazione per D. Consideriamo una
funmm el cR™U {oo}. Diremo che il limite per z che tende a o di f ¢ £ se per ogni
intorno V' di £ si ha che la controimmagine f~!(V) := {z € D: f(z) € V} ¢ intorno di zg in D dotato
della topologia indotta da R™. Scriveremo in tal caso

zll)rgo flz)=2¢.

€D
Passando ad una base di intorni, e suppondendo che zo € R", £ € R™, si ha che per ogni £ > 0 esiste
d > 0 tale che se ||z — zp|| < d e z € D, si ha || f(z) — £|| < &. Scriveremo in tal caso

Am fla) =4,
z€D
intendendo
||f(m) £|| = 0.
IIE— [I '
:z:eD

Ricordando I'equivalenza delle topologie indotte da dgw e da d, si ha che se £ = (£y,...,4n) e f =

(J1) - fm) '
Jim f(z) =€ se e solo se Ilgg filz)=¢ VYj=1l.m.
z€D .’BGD

Se zo = 00, £ € R™, si ha che per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che se ||z| > M e z € D allora

| f(z) — £|| < e. Scriveremo in tal caso

lim f(z)=

00
z€D

11



12 4. LIMITI DELLE FUNZIONI IN PIU VARIABILI

intendendo
lim || f(z) —£|| = 0.

||lz|| =400
zeD

Se zp € R", £ = oo, si ha che per ogni M > 0 esiste § > 0 tale che se ||z — 29|| < 6 e 2 € D allora
|| f(z)]| > M. Scriveremo in tal caso

Jim f(z) = oo,

z€D
intendendo

lim = 400.
L (e = +oo
€D
Se zg = 00, £ = 00, si ha che per pgni M > 0 esiste N > 0 tale che se ||z|| > N e z € D allora
|| f(z)]| > M. Scriveremo in tal caso
Jim f(z) = oo,
€D
intendendo

lim | f(z)| = +oo.
||lz||—+o0
z€D

Poiché nella topologia usuale di R™ si ha che punti distinti possiedono intorni disgiunti, se il limite
esiste esso & unico.

OSSERVAZIONE 4.6. Il precedente riconduce il calcolo del limite per z — zg di una funzione f :
D — R™ al calcolo dei limiti delle sue m componenti, ovvero dei limiti delle funzioni f; : D — R.
Pertanto é possibile restringersi allo studio dei limiti delle funzioni f : R® — R, ossia al caso m = 1.

OSSERVAZIONE 4.7. Sia f : R?2 — R, (0, 10) € R2. Calcolare
f(z,y),

lim
(z,y)—(z0,y0)

equivale, come si & visto, a calcolare
lim f(z,y).

T—rx0
Yy—yo

Si potrebbe essere tentati di calcolare il limite nel modo seguente:
Jim <y13g10 f(z, y))

ovvero prima calcolare il limite nella variabile y trattando = come una costante, ottenendo quindi una
funzione della sola z, e poi calcolare il limite in z. Simmetricamente si potrebbe anche calcolare

lim | li
Jim (I lim f (w,'y))

ovvero prima calcolare il limite nella variabile z trattando y come una costante, ottenendo quindi una
funzione della sola y, e poi calcolare il limite in y. Sfortunatamente in generale si ha

lim (lim f(x,y)> # lim <lim f(w,y))

Y—yYo \T—rTo =T \ Y=Y

EseEMPIO 4.8. Sia f(z,y) = 22/(z% + y?) definita in R? \ {(0,0)}.

T Ty,
2
y—=0 \ T23T0 % 4+ y y—0
y#0 \ =70 y#0
e
lim | lim - | = liml=1.
z—0 | ¥y g2 4y y—0

z#0 \ y#0 y#£0
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OSSERVAZIONE 4.9. Generalizzando le idee precedenti, supponiamo di avere f : D — R con
D C R™. Si potrebbe considerare una qualungue funzione continua 7 : [a,b] — D con a,b € R,
a < b, tale che uno tra y(a) o y(b) sia uguale a zo Si osservi che f o~ : [a,b] — R. A questo punto:
(1) se v(b) = zg cerchiamo di calcolare zli}rgo f(z) calcolando invece il limite tl_i)r;l_ fon(t),
z€D

(2) se y(a) = zo cerchiamo di calcolare lim f(z) calcolando invece il limite lim f o~(t),
2.:‘1:_6)%0 t—at
Affinché il procedimento abbia successo, & necessario che i limiti ,
lim t lim fo~y(t
Jim fon(2), Jm for(),

rispettivamente nel primo e nel secondo caso, non dipendano dalla particolare scelta di +.

TEOREMA 4.10. Sia f: D = R con D C R, ¢ di accumulazione per D. Sono equivalenti:

(1) esiste il ‘%% f(z,y) e vale ¢;
(2) per ogni successione {Tn}nen C D tale che z, — ¢ si ha nlg{.lo flzn) =4

(3) per ogni curva continua v : [a,b[— D tale che lirgl v(t) =c si ha tlilgl fE)=¢
t—b— —0~

COROLLARIO 4.11. Sia f : D — R, D C R?. Supponiamo che (xo,y0) sia di accumulazione per

D e che esista € > 0 tale che | — €,e[x{yo} U {z0} x| — €,e[C D. Allora se lim  f(z,y) esiste,
(z,zz)%)(w%yo)
z,y)e

si ha

lim (hm f(x,y)) = lim ( lim f(z,9) @),

= lim
Y=y \T—T0 z—x0 \Y—Y0 ) (z,y)— (z0,y0)
(z,y)€eD

nel senso che i primi due limiti esistono e sono uguali al terzo.

2
EsemPIO 4.12. Sia f(z,y) = %—2— definita in D = R? \ {(0,0)}. Per ogni m € R, z > 0

g 1
definiamo ~y,, : [0,z] = D come fymzli)J= (t,mt). La funzione <y, & continua (ciascuna delle sue
componenti & continua come funzione da [0, z] in R), e se ¢ # 0 si ha ~(t) € D.
= lim £ = 1 \

t—0+ 24+ m2t2 1+ m?
Il valore di questo limite dipende dalla scelta di m e quindi dalla 7,,. Pertanto il limite non esiste.

I t) = lim f(t,mt
Jm foy(t) = lim f(t,mi)

OSSERVAZIONE 4.13. Si osservi che, ad ogni modo, potrebbe capitare che esista il limite sulle

semirette v, per ogni m, €sia indipendente dalla scelta di m, tuttavia il Limite di f non esista. Cio
avviene perché le rette +y,, sono solo una tra le molte scelte possibili di funzioni continue il cui

valore ad uno degli estremi sia l'origine.
2

esia D =R\ {(0,0)}. Scelta v, (t) = (¢, mt), si ha:

)(« EsempIO 4.14. Sia f(z,y) =

=1

zy
z2 + 9t

73

m2t3 m2t 4

P o (e = lim (e mat) i 7 el S A /AI ’
indipendentemente dalla scelta di m. Tuttavia se scegliamo v4(t) = (#2,1), si ha: W‘C > i)

o1 dilhian,
. T 2 1 R
%ln’(l)f ov4(t) = luréf(t 8 =1Iim =

t=0tt ¢4 2’
mentre se scegliamo v-(t) = (—t2,1), si ha: PGNW Ckl
—t 1 NoN -
li 1 =i 2 Tl N
lim f 0y~ (t) = lim f(~1,1) e T : '
Questi ultimi due limiti sono diversi tra loro e diversi da quello trovato in precedenza, quindi f non W

ha limite per (z,y) — (0,0). ; l :



14 4. LIMITI DELLE FUNZIONI IN PIU VARIABILI

PROPOSIZIONE 4.15. Sia f : D = R™ con D C R"™, ¢ di accumulazione per D. Si ha che f ¢
continua in c se '
lim || f(z) — f(c)l =0,

r—rc
€D

o equivalentemente se per ogni j = 1,...,m si ha

lim fj(x) = f;(c),
z€D

essendo f = (f1, ..., fm)-
OSSERVAZIONE 4.16. Nello studio dei limiti in R? alcuni cambiamenti di coordinate oppure delle
maggiorazioni possono semplificare il problema.

DEFINIZIONE 4.17. Sia (z,y) € R. Poniamo z = pcosf, y = psinf. Tale trasformazione &
invertibile 1n K2\ {0} e p = /22 + y2. Si ha che |(z,)| = p, pertanto se f : D — R, D C R? ¢ una
funzione e (0,0) ¢ di accumulazione per D, si ha

lim  f(z,y) = lim f(pcosé, psinb),
(:z:,y)—>(0,0) p—)0+
(z,y)eD (pcosb,psin8)eD

se 'ultimo limite non dipende da 6. Con cio si intende che se esiste il primo limite, allora esiste
il secondo, che non dipende da 6, e i due sono uguali. Viceversa, se esiste il secondo limite ed &
indipendente da 0, allora esiste il primo e i due sono uguali.

CooRD. RAVALI



CAPITOLO 5

Lezione del giorno venerdi 11 ottobre 2013 (1 ora)
Calcolo di limiti.

EsERcIzIO 5.1. Si studi il limite per (z,y) — (0,0) di f(z,y) = z* arctany.

SvOLGIMENTO. Utilizziamo le coordinate polari: f(pcosf, psinf) = p* cosfarctan(psiné). Si ha
che | cosf arctan(psin §)| < 7 /2, pertanto

0< |f(pcost, psinb)| < 7%,

Applicando il teorema dei carabinieri, il limite per p — 0% & 0 (e non dipende da 6), quindi il limite
richiesto ¢ 0.

EsERCIZIO 5.2. Sistudi la continuita della funzione definita in R?

flz,y) = {Sin (arctan ), se z # 0;

0, se z = 0.

SVOLGIMENTO. Nei punti (z,y) con  # 0 la funzione ¢ continua. Studiamo la continuita in (0, 0).
Passando in coordinate polari si ha

lim  sin (arctan g) = lim sin (arctantanf) = sin 6
(:z:.y)—)(0,0) T p—)O
z#0

Tale limite dipende da 6, quindi f non ¢ continua in (0,0). Consideriamo ora (0, %) con 7 > 0.

lim z,y) =0
(Z.y)—r(O )f( V)

pero

z,y) = hm z,y) =1,
(x,y)_)(o _)f( y) = f(z,7)
z>0,y=7

quindi il limite non esiste nei punti (0,7) con § > 0. D’altra parte se consideriamo (0,%) con 7 < 0 si
ha

li = Ii g) = —
g B0 gy B9) = lim, f(z,5)
z>0,y=y

e quindi come prima si conclude che il limite non esiste nemmeno nei punti (0,7) con ¥ < 0. In
definitiva, f non é continua nei punti (z,y) con z = 0.

EsERrcIzIO 5.3. Sia A =]0, +00[x]0, +00[. Definiamo f: A — R:

z? —y? + 2y

fz,9) = 2 +3zy+ax

Dire se esiste il limite:

f(z,y).

(z, y)—)(0 0)
(z,y)eA
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16 " 5. CALCOLO DI LIMITI

SVOLGIMENTO. Se poniamo z = y, otteniamo 1’espressione:
22 2z
f(@,z) = 224322 4+z 441
che tende a 0 per z — 0. Pertanto se il limite esiste, esso € 0. Un calcolo fatto ponendo y = mz o

z = my ci porta ad un’espressione infinitesima, confermando l'impressione iniziale. Tuttavia cid non
basta per poter concludere che il limite esiste e vale 0.

Dato che le posizioni y = mz e z = my non ci danno informazioni (primo ordine), poniamo
pertanto 2 = my?, m > 0 (secondo ordine).
m2yt — 42 + 2my
y2 + 3my3 + my2
m?y? — 1 + 2my

f(my?,y) =

1+3my+m
Percio:
lim f(my?vy) = i
' y_)0+ ’ 1 + m

Tale limite dipende da m > 0, pertanto il limite

lim z,
(z,y)—(0,0) f@y)
z,yeA

non esiste. L’esercizio é concluso.

EsERCIZIO 5.4. Sia o > 0 e si consideri la funzione:
- |sin(zy) — zy|*
’ (22 + y2)3
flz,y) =

se (z,y) # (0,0),

0 se (z,y) = (0,0).
Determinare i valori di « per cui f & continua in (0,0).
SVOLGIMENTO. Osserviamo preliminarmente che i valori o < 0 non risolvono il problema, infatti
se a < 0 si ha per (z,y) = 0
|sin(ay) —zyl* 1
(22 +1y2)3 = (22 +12)3

e l'ultimo termine diverge.
Determiniamo ora ’ordine di infinitesimo di sin(zy) — zy nel modo seguente: cerchiamo g > 0 che
renda finito e non nullo il limite

lim sin(s) — s
s—0 sB
Applicando due volte la regola de I’Hopital si ha
. sin(s)—s .. cos(s)—1 — sin(s)
i — o = Im g T I pE e
e tale limite & finito e non nullo solo se 8 — 2 = 1, ovvero 8 = 3. In tal caso si ha:
. sin(s)—s 1
I = =
Sia ora a > 0:
3
. . |sin(zy) — zy[\* _|ey* 1 : |zy|
@aafo0)” @9) = oo ( |lzyl® @2 +y28 69 | (m)o(00) 22 + 42

(z,y)#(0,0) (z,9)#(0,0) \ (z,y)#(0,0)
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Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |zy| < 1(2? + y?2), pertanto

|lzy|* 1. o 2ya—1
S g S Fy)T
Se a > 1, il termine di destra & infinitesimo e si ha: ‘
ey o, da cui lim  f(z,y) = 0= £(0,0),
(2:y)—(0,0) 22 + 3 (2,9)—(0,0)
(z,y)#(0,0) (z,y)#(0,0)
e dunque se a > 1 si ha che f & continua. Supponiamo ora o < 1 e poniamo y = mz. Si ha
lzy|* _ m|* |z

2492 m24+1 2
se a < 11l limite per z — 0 & +o0, altrimenti se @ = 1 & |m|/(m? 4 1) quindi dipendente da m. In

ambo i casi si ottiene che f non ¢ continua. Quindi f ¢ continua se e solo se o > 1.
Per studiare il limite & possibile anche passare in coordinate polari:

] O ik U1/ R A e S )
(z.9)—(0,0) T2 + y2 p—0+ p? p—0t+ 2¢
(z,y)#(0,0) z=pcosf z=pcos0
y:psxn& y=psm6

e il limite é nullo solo se o > 1, non esiste (dipende da 6) per o = 1, e vale addirittura +oco per
O<a<lef¢{0,n/2m3m/2}.






CAPITOLO 6

Lezione del giorno lunedi 14 ottobre 2013 (1 ora)
Calcolo di limiti - continuazione.

ESERCIZIO 6.1. Calcolare il seguente limite:

lim 1 — cos(zy)
(z,5)~(0,0) log(1 + 22 + y?)
SVOLGIMENTO. Ricordando i limiti fondamentali del coseno e del logaritmo, si ha:

_ 2 2 2 2 1 4 2 0 si 29
lim 1 —cos(zy) (z*+9?%) (zy)* 1 lim (zy)®. _ 1 i Pocos®Osin®6
230 (zy)?  log(1+22+4%) (22 +17) g =30 (2% + ) T 2 poot p?
EsERCIZIO 6.2. Si calcoli il limite:
p— e 232

li —
(e.0)>(0.0) T* + 48

SVOLGIMENTO. Poniamo z = z% e v = . Si ha allora |z| = 21/2 e y = v!/3.

$3y2 | |3 2 [z|3/2v2/3 |z|3/2,u2/3
lim 2. .6l= 1im = —_— = f———,
@9)=00) |22+ ¥8|  (@y)=(0,0) |4 + 1/ 20F 22+ (20)=(00) 22+
v
In coordinate polari z = pcosé, v = psin8:
- 3/2 i 2/3
= lim p3/2+2/3|cos6| 2s1n o lim_ 0% cos6*?sin*3 6 < lim p'/S
(z, y)—)(O 0) |x* + y p—0+ p p—0+ p—0+

Quindi il limite & nullo.

‘ EsErcizio g .3. Si studi l'esistenza dei seguenti limiti, e in caso affermativo i si calcoli:
1. lim CEZ 2. lim sin(a? + 37)

(@¥)—10) (z —1)2 + 2 " (z)=(00) T2+ y?
3 2
lim sm2(z + y ) 4 lim =T :L'sm2 (v)
<z,y)—>(0 0 x2y? +y4 @y)—00) z2+y
zy(z® — )
5 lim t 6. it olilind i
(=) (00 Y *C an(y/=) (z)—(00) z2 +y?
7. lm — Y 8 lm %
(:y)=(0,0) \/22 + Ty + y2 (,9,2)—~(0,0,0) T2 + Y
(,9)#(0,0)
2 2Y2
0. lm @AV 0. lm —
(z,y,2)|9+c0 T+ 2 (z,y,2)|=+c0 T2

11.  lim x4+y2+22—z+3y—z 12.  lim & —|—y2+z2—m3+xyz—z+4

l(zyyxz)l—)“l-oo |(3’y12)|_’+°°

SVOLGIMENTO.

19

=0.
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.
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(1) Si trasli il problema in (0,0) e si usi il limite fondamentale del logaritmo. Il limite & 0.
(2) Si passi in coordinate polari, il limite ¢ 1.

(3) Si raccolga y? al denominatore e si passi in coordinate polari osservando che il dominio eslude
l’asse y = 0. Il limite & +oo.

(4) Si ricordi il limite fondamentale del seno al numeratore, e poi si passi in coordinate polari. Il
limite & 0.

(5) Si usi la maggiorazione arctan o < 7/2. Il limite & 0.
(6) Si passi in coordinate polari, il limite & 0.

(7) Si passi in coordinate polari. Si osservi che per nessun valore di € il denominatore si annulla.
11 limite ¢ 0.

(8) Si consideri il modulo della funzione. Ricordando che z? + y? > 2|zy| si conclude che esso &
maggiorato da |z|/2. Il limite & 0.

(9) Si verifichi il limite sulle curve (¢,0,0) e (0,0,¢). 1l limite non esiste.

(10) Si verifichi il limite sulla curva (t,t,t) e (¢71,¢,¢71). Il limite non esiste.

(11) Si scriva la funzione come somma. di tre funzioni di una sola variabile. Tali funzioni sono tutte
inferiormente limitate e tendono a +oo se la loro variabile tende a +oo. Se |(z,y, z)| = +oo,
almeno una delle variabili in modulo tende a 400, la somma tende a +oo.

(12) Si verifichi il limite sui percorsi (t,0,0) e (t,t2,t2), per t — +oo. Il limite non esiste.

EsERCIZIO 6.4. Determinare per quali valori di n € N\ {0} si ha :
o aly[/"

v s . -
(@)—=(0,0) z2 + y2 + |y

SVOLGIMENTO. Il denominatore ¢ sempre maggiore di |y| per cui in modulo la funzione & maggiora-
ta da |z|Jy|**1. Se n = 1, il limite & nullo, altrimenti per n > 2 verificando sui cammini v(t) = (¢, t?)
si ottengono limiti diversi da 0, ossia 1/2 per n = 2 e 400 per n > 2.

EsERCIZIO 6.5. Determinare per quali valori di o € R si ha:
NSRS TSI Ty
Me—yz/:ﬂ2 =0.

(zy)—(0,0) T
SVOLGIMENTO. In coordinate polari, si ha
|f(@y)| = " [sin0]* | |tanble™ "0 < MpP7,

42 . . .. . .
t* & continua e infinitesima all’infinito.

dove M = maxycr{|t|le™*}. Tale max esiste perché ¢t — |t|e
1
se

Per o > 1 il limite ¢ nullo, altrimenti non lo & (si verifichi sul cammino «(t) = (¢,t), il limite & e~
a=leocoset<l.

EsSERCIZIO 6.6. Si cacolino interno, chiusura e frontiera dell’insieme E C R? definito da F :=
{(z,y) € R?: 22 + cos(y) > 1}

SVOLGIMENTO. Posto f(z,y) = z2+ cos(y), si ha E = f~1(]1, +o0[), pertanto per la continuita di
f si ha che E & aperto, perché controimmagine di un aperto mediante una funzione continua, quindi
coincide con il suo interno.
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L’insieme f~1([1,+oo[) & un chiuso (controimmagine di un chiuso mediante una funzione con-
tinua) che contiene F, ma allora f~!([1,+oo[) 2 E, in quanto la chiusura di E ¢ il piu piccolo
chiuso contenente E, quindi ogni chiuso contenente E contiene anche E. Proviamo che vale anche
f71([1,+o0[) € E. Dobbiamo provare quindi che dato un punto (z,7) € f~([1,400[) esiste una
successione {(Zn,Yn)}nen di punti di E tale che (zn,yn) — (%,%). Per ipotesi f(Z,7) > 1, ovvero si ha
%2 + cos(§) > 1. Distinguiamo due casi:

(1) sia Z > 0 e poniamo z, = T+ 1/n, y, = §. E ovvio che (z,yx) = (Z,7). Si ha 22 > 72,
quindi f(Zn,yn) > f(Z,7) > 1. Essendo f(zn,yn) > 1, si ha che {(zn,¥n)}nen C E. Quindi
abbiamo una successione di punti di E che converge a (Z, 7) e pertanto (Z,7) € E.

(2) sia £ < 0 e poniamo z, = & — 1/n, y, = . E ovvio che (zn,¥) — (Z,7). Si ha z2 > 72,
quindi f(zn,yn) > f(Z,7) > 1, e si conclude come nel caso precedente.

In definitiva, .
E=f7([1,+00]) = {(z,y) € R*: 2® +cos(y) > 1}.
Il complementare di E ¢ dato da
R*\ E =R\ f7}(]1,+o00[) = (] - o0, 1)),

ed & un chiuso, perché E ¢ aperto.

La frontiera di E ¢ l'intersezione delle chiusure di E e del suo complementare, ovvero:

0E =EnRI\NE =En(R*\ B) = £~(] - 00,1]) N f~1([L, +00]) = (1),

cioé OF = {(z,y) € R?: f(z,y) = 1}.

EsERCIZIO 6.7. Sia (X, d) spazio metrico e sia {z,}nen successione in X convergente a z € X.
Si provi che E = {z, : n € N} U{z} & chiuso.

SVOLGIMENTO. E ha un solo punto di accumulazione, cioé z, e lo contiene. Dunque ¢ chiuso.

EsErcrzio 6.8. Sia (X, d) spazio metrico e sia E C X. Allora E = {z € X : inf{d(z,y) : vy €
E} =0}.

SVOLGIMENTO. Posto dg(z) = inf{d(z,y) : y € E}, supponiamo per assurdo che z € & e de(z) >
0. Ma allora esiste un intorno di z interamente contenuto in X \ E pertanto = ¢ E. Supponiamo ora
per assurdo che dg(z) = 0 e z ¢ E. Ma allora esiste un intorno di z interamente contenuto in X \E. In
particolare esiste una palla di raggio § > 0 centrata in z non contenuta in E pertanto dg(z) > § > 0,
assurdo contro l'ipotesi dg(z) = 0.

OSSERVAZIONE 6.9. (intermezzo leggero) Per mostrare efficacia e potenza della topologia, riportia-
mo il seguente aneddoto tratto da Lion Hunting and Other Mathematical Pursuits, di Ralph P. Boas
Jr.

Il problema, che ci si pone ¢ il seguente:
“Nel deserto del Sahara ci sono leoni. Descrivere un metodo per catturarne almeno uno.”
Una delle soluzioni proposte é:

Poniamo sul deserto la topologia leonina secondo cui un insieme & chiuso se e solo se & tutto il deserto,
il vuoto oppure se non contiene leoni. L'insieme dei punti dove ci sono i leoni & denso in tutto il deserto per
questa topologia. Per densita, se mettiamo una gabbia aperta, essa contiene almeno un leone. Pertanto
basta chiuderla rapidamente.

Invito i lettori a verificare la correttezza del ragionamento. Osservando che, con minime variazioni
riguardanti la natura della gabbia, potete utilizzare questo metodo per catturare anche soggetti piu
interessanti di un leone, in ambienti piu attraenti di un deserto, ritengo di aver fornito un buon incentivo
allo studio della topologia.






CAPITOLO 7

Lezione del giorno giovedi 17 ottobre 2013 (1 ora)
Successioni di funzioni e convergenza uniforme.

DEFINIZIONE 7.1. Sia D C R¥. Data una successione {f,}nen di funzioni f, : D — RM, ¢ una
funzione f : D — RM . Diremo che:

(1) la successione { fr}nen converge puntualmente a f o che f & limite puntuale di {f, }nen se per
ogni z € D si ha li_)m fa(z) = f(z), 0 equjvalent;emente‘nli_)rf)lo | fn(z) — f(z)]| = 0.
n—oo
(2) {fn}nen converge uniformemente a f o che f & limite uniforme di {f,}nen se
lim || fn — flleo = 0 0 equivalentemente lim sup ||fn(z) — f(z)| = 0.

L—
OSSERVAZIONE 7.2. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza uniforme implica la convergenza puntuale, il viceversa non & vero.

(2) I limite uniforme di funzioni continue definite su un intervallo chiuso e limitato di R a valori
in R ¢ una funzione continua, mentre se il limite & solo puntuale questo in generale non & vero.
(3) La definizione di convergenza uniforme pud essere scritta anche in questo modo: esiste una
successione {an}nen di numeri reali tale che a, — 0 e |fn(z) — f(2)| < an per ogni z € D.

| (4) L’insieme D gioca un ruolo fondamentale nella definizione di convergenza uniforme, nel senso
che possono esistere successioni di funzioni convergenti puntualmente ma non uniformemente
in D e convergenti puntualmente e uniformemente in un insieme D’ C D.

(5) Se le funzioni fy, f sono sufficientemente regolari (almeno C1), si pué cercare di determinare
il sup che compare nella definizione di convergenza uniforme mediante lo studio delle derivate
della funzione |f, — f| (se essa & regolare).

ﬂ,—- n ,—xt

EsERcIzIO 7.3. Si consideri la successione di funzioni f, : R = R definita da f,(z) = 16_'_ 2 dt.

Si provi che le f, sono tutte continue e si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione.

SVOLGIMENTO. Proviamo che le funzioni f,, sono continue. A tal proposito dobbiamo verificare
che per z,n fissati si ha 1}1_r)n |fn(y) = fn(z)| = 0. Scriviamo y = z + h. Si ha allora:
T

n o—(z+h)t n ozt
Y L 142

n —zt( —ht _ n | rxt(,—ht _
_ / e (e 1) al < / e (e 1)
1 1+1¢2 i 1+1¢2

n ,—xt —ht_l n =Tt _ —ht
=/ G_Mdh/ i el Rl P
1 142 1 1+1¢2

|fn(y) = fo(@)] = [falz + h) = fulz)| =

[t

Distinguiamo due casi:
(1) supponiamo % > 0. Si ha che |1 — e™| =1 — e~ perché t > 0 e h > 0 quindi e~ < 1. Si

ha allora:
e—zt(l _ e—ht)

1+12 at

Fa®) = Fula)] < /1 "

23
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(2)
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Consideriamo a questo punto la funzione s — 1 — e~ per s > 0. Si ha che 1 — ¢™% < s per
s > 0. Infatti consideriamo w(s) = (1 —e™*) —s. Stha w(0) =0e w'(s) =e*—1 < 0 se
s > 0, quindi la funzione w & strettamente decrescente e pertanto w(s) < w(0) se s > 0. Cio
vuol dire 1 — e™® < s per s > 0. A questo punto, poniamo s = ht e utilizziamo questo fatto
per ottenere

n‘e—mt(l _ e—ht) n —:z:tht n e—a:tt
———dt < -
) - sl < [ ars [TS e —n [ E

Dato che z,n sono fissati, la funzione integranda & una funzione continua come funzione di ¢
nell’intervallo limitato [1, 7], pertanto assume il suo massimo M = M (z) nell’intervallo [1, n],
quindi

|fn(y) = fn z)l_h/ dt<h/ Mdt=hM(n —1)

Il termine di destra tende a zero per h — 07.

Supponiamo ora che h < 0. Sihache e — 1| =e™ —1=¢lPlt — 1 perche h<0et>0
quindi e~ > 1 Si ha che
|hlt _ 4
e
lim ——=1<2,
hitso  [hlE

e quindi per |h|t sufficientemente piccolo si ha el — 1 < 2|hlt, utilizziamo questo fatto per
ottenere

n g=at|g=ht _ ]| L —xt2|h|t e
— < = T dt< ————dt=2|h
| fn(y) — fn(2)] _/1 d —/1 1+¢£2 | l/ e

1412

ed esattamente come prima si ottiene che il termine di destra tende a zero per h — 0~.

Quindi si ha in entrambi i casi illin%) |fnlz+ h) — fa(z)| = 0, e quindi le funzioni f, sono tutte continue.
_}

Studiamo ora la convergenza puntuale. Fissiamo = € R. La funzione integranda che compare nella
definizione delle f, ¢ positiva, pertanto il suo integrale su [1,n] & minore del suo integrale su [1,n + 1],
quindi la successione { f(z)}nen ¢ monotona crescente per ogni z fissato. Andiamo a distinguere due

casi:

(1)

(2)

—xt

Se z < 0 la funzione t ﬁ tende a +oco se t — oo, in particolare esiste £ > 1 tale che
—xt
> 1. Ma allora si ha per n > &
1+1¢2 e

n ot t e~ Tt n o—xt
el = e = [ Ergat= [ S+ [ £

t_e—zt fe—zt
> dt 1dt = —dt —t).
—/11+2 +/ /11+t2 +(n-19)

L'ultimo termine diverge a 400 per n — +00, quindi f,(z) non converge puntualmente se
z<0.
Se z > 0, osserviamo che e~ < 1, pertanto

fn(x)SA‘mdt=arCtann— Z_Z’

quindi la successione f,(z) & monotona crescente e superiormente limitata, pertanto essa
ammette limite.

T
<

N
Ny
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Si ha dunque convergenza puntuale solo per z € [0, +oo[. Indichiamo con
00 e—mt
é il limite puntuale delle funzioni f,.

E’ ovvio che in nessun sottoinsieme di R che non sia contenuto in [0, +oo[ pud esservi convergenza
uniforme: infatti nei sottoinsiemi dove vi fosse convergenza uniforme necessariamente deve esserci
convergenza puntuale. Studiamo la convergenza uniforme in tutto [0, +oo:

fo'e) e_g;t n e—mt
|f(w,y)—fn(l‘,y)|=|/1 1+t2dt—A 1+t2dt

dove si & levato il modulo perché f,(z) < f(z) per ogni z, in quanto la successione & monotona. e si &
sfruttato il fatto che e* < 1 se @ < 0. Si ha allora:

sup | f(z) - fu(z)| <

z€[0,+o00(

-zt

o0
= / —e————dt < T_ arctann,
Jn 1412 2

LSl

— arctann,

il termine di destra tende a zero, quindi la convergenza ¢ uniforme su tutto [0, +oo].

EseRrcCIZIO 7.4. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni f, :

— : 2"(z +y)
R2 R defin n = ’
— R definita da fu(z,9) = 17 n2" (@ + g7)

SVOLGIMENTO. Si ha convergenza puntuale di f, alla funzione f(z,y) = 0 identicamente nulla su
tutto R?, infatti f,(0,0) = 0, quindi limy—e0 f(0,0) = 0 e se (z,y) # (0,0) si ha:
1 Jz+yl
n (22 +1?)
e il termine di destra tende a zero se n — oo. Nella maggiorazione si & sfruttato il fatto che 1 +
n2™(z% + y2) > n2™(x? + y?), pertanto

() = f(@)] = fnl(2)| <

1 1
< :
14+ n27(z2? +y2) ~ n27(z2 + y2)
Se la successione f, convergesse uniformemente, il suo limite uniforme dovrebbe coincidere con il limite

puntuale, e quindi essere la funzione f identicamente nulla. La forma delle funzioni f, ci suggerisce
un passaggio in coordinate polari. Calcoliamo pertanto:

sup |fu(z,y) = f(z,y)l = sup |fa(z,y)|= sup |fu(pcosd,psind)|
(z,y)ER? (z,y)€R? . %(2) ,
€|0,27

n

2"%p .
= s:é%) ml cosf + sin 6|
6€0,27]

D’altra parte ¢ noto o dovrebbe esserlo! che |cosf +sinf] < V2 ei § € [0,27] che realizzano
l'uguaglianza sono 6; = 7/4 e 6 = 57 /4. Percid

. 2"/2p ' 2"p
su cosd, psinf)| = sup ———— = v/2sup —
Sup | fulp psinf)] S o S {2
6€[0,2n]

lper provarlo, consideriamo la funzione g(f) := cos 8 +sin 8 su [0, 27], deriviamo e annulliamo la derivata, si ottiene
0= —sin6 + cos @ da cui, posto 6 # w/2,3/2m, si ottiene tan 6 = 1, le cui soluzioni sono 6; = m/4 e 62 = 57 /4; si ha

l9(61)] = 19(62)| = V2 > 1 = |g(m/2)| = |g(3/2)| = |g(0)| = |g(2)!.
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Studiamo ora la funzione F, : [0, +oo[— R, F,(p) = Ti;ﬁ_f Siha F,(0) =0, lim F,(p)=0e
i p p—+o0

2™ — 4"np?
/ =
Fn(p) - (2"’1’1p2 + 1)27

che si annulla in un unico punto p, = 1/v/n2". Tale punto & un punto di massimo assoluto per la
funzione F;,, quindi:

2n
sup |fn(pcosb, psin6)| = V2F, (pp) = \/—W

9e[0 271']
L’ultimo termine tende a +oco per n — +00, quindi non si ha convergenza uniforme su tutto R2.
Per determinare gli insiemi dove si ha convergenza uniforme, osserviamo che 'insieme dei punti di
massimo:
{(pn cos b1, pp sin 61), (pr, cos b2, pp sin 62)}
ammette (0,0) come unico punto di accumulazione.

Cerchiamo quindi di provare che vi & convergenza uniforme nei complementari degli intorni di (0, 0).
Possiamo limitarci ai complementan delle palle centrate in (0, 0) di raggio g > 0. Con calcoli analoghi
al precedenti, si ha

sup | fulz,y) — flz,9)| = sup | fn(z,9)| = sup | fn(pcos b, psin )|
(z,y)€R\B((0,0),p) (z,y)€R\B((0,0),p)
96[0 277]
2"v/2p
=v2sup ——F_ = \2sup F
pZI/; 1+ n2mp? ng (e)

La funzione F;, & decrescente su [pn, +00[ perché p,, ¢ il suo unico punto di massimo assoluto e relativo.
Per n sufficientemente grande, si ha p, < p, quindi la funzione F,, ¢ decrescente in particolare su
[P, +o0[, e quindi F,,(p) > Fn(p) per'p > p. Ma allora:

2"/2p
sup |f (x,y)—f(:l:,y)| =\/§sup—
(W) ER\B(00)5) o T+ n2ng?
gng
=vV2F(p) = vV2—m8M—
V2E(p) = V21 F n2np?

e il termine di destra tende a zero (si vede direttamente oppure ricordando che esso &

| fn(pcos 01, psin 61)],

e tende a zero per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza uniforme su ogni chiuso di R
non contenente l’origine.

ESERCIZIO 7.5. E‘i studi la convergenza puntuale ed uniforme delle seguenti successioni di funzioni:
@) fulz) = nze ™, f: R >R

(2) falz) = -‘_'{_“%“2'7 fa:R—=R.

(4) fu(z) = (m —.’z) , fn:[0,1] = R.

SVOLGIMENTO.
(1) fissato z € R, si ha che |f,(z)| tende a zero per n — oo, quindi si ha convergenza puntuale
alla funzione nulla f(z) = 0 su tutto R. Se f, convergesse uniformemente, il suo limite
uniforme dovrebbe coincidere con il limite puntuale e pertanto essere la funzione identicamente



®3)

(4)
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nulla. Calcoliamo f(z) = ne—nzzz(l — 2n%z?), tale derivata si annulla per zh =1/nv2 e
T, = —1/nV2. .
1
sup | fa(2) — £(2)] = sup | fu(a)| 2 |F(w)] = Sme
z€R zeR

V2

Il membro di destra non tende a zero per n — +00, quindi non c’é¢ convergenza uniforme su
tutto R2. L’insieme dei punti stazionari di f,(z) ammette 0 come punto di accumulazione.
Cerchiamo di vedere se si ha convergenza uniforme nel complementare di una palla centrata,
in 0, ovvero su un insieme {z : |z| > €} per € > 0. Osservando che |fn(z)| = | fu(—2)|, si ha:

sup | fn(z) — f(z)] = sup | fa(z)]-

x| =e x| >e '
Per n sufficientemente grande, si ha z}, z;; €] —¢,¢[, e quindi |f(g)| > | f(z)| per ogni |z| > &
(il lettore ¢ caldamente invitato a fare un disegno per chiarirsi le idee: la funzione |F'| assume
i suoi massimi in z},z;;, quindi & crescente in ] — 0o,z [ e decrescente in |z, +oo[. Si ha
allora:

sup | fn(z) = f(2)| = |fa(e)],
|z|>e

e l'ultimo termine tende a 0 per convergenza puntuale, quindi si ha convergenza uniforme in
ogni chiuso di R non contenente ’origine.

Si ha che f,(0) = 0 e che se z # 0 allora |f,(x)| tende a zero per n — oo, quindi si ha
convergenza puntuale alla funzione nulla f(z) = 0 su tutto R2. Derivando le f,, e ponendo
tali derivate uguali a zero si ottengono due punti stazionari z} = 1/n e z; = —1/2. Si ha
che |fn(zE) — f(z)| = 1/2, in particolare ¢ non nullo, quindi non c’é convergenza uniforme.
Le successioni di punti stazionari hanno 0 come punto di accumulazione. Si ha con i mede-
simi ragionamenti dell’esercizio precedente che vi & convergenza puntuale in ogni chiuso non
contenente 0.

Si ha fn(0) = 0 e per z # 0, fa(z) tende a 1 per n — +oo. Quindi le funzioni continue f,
sul compatto [0, 1] convergono puntualmente alla funzione discontinua f definita da f(0O)=0
e f(z) = 1 se z €]0,1]. Cio esclude che vi possa essere ¢onvergenza uniforme su [0,1]: in tal
caso f dovrebbe essere continua. Proviamo che si ha convergenza uniforme in ogni insieme
del tipo [g, 1] con € > 0. Infatti si ha:

1
1+ nz

_ 1
T 1+ne

sup | fn(z) — f(z)| = sup | fa(z) — 1| = sup
e,1] [e,1] [e.1]
che tende a 0 per n — 4o0.
Si ha 2 — 2z < 1/2 per ogni z € [0,1], quindi |f,(z)| < 1/2" — 0 per ogni z € [0,1] e quindi
si ha convergenza puntuale ed uniforme alla funzione nulla.






CAPITOLO 8

Lezione del giorno giovedi 24 ottobre 2013 (1 ora)
Serie di funzioni

DEFINIZIONE 8.1. Sia I =|a,b[ intervallo di R. Data una successione {f,}nen di funzioni f, :
I = R, consideriamo la nuova successione di funzioni {5n}nen definita da,

sn(@) =Y fi().
§=0

o0
Le funzioni {sy}nen sono dette somme parziali della serie di funzioni Z fi(x). Sia s: I — R una
e
- J
funzione, diremo che la serie Z fi(z):
=0
(1) converge puntualmente a s o che s ¢ limite puntuale della serie se per ogni € I si ha
li_)m sn(z) = s(z), o equivalentemente l'gn lsn(z) — s(z)|| = 0. In altre parole, se per ogni
n—oo n—oo

n
z € I fissato si ha nlgrc}o z;fj(m) = s(z)
J=
(2) converge uniformemente a s o che s & limite uniforme della serie se li_)m lsn — s|lco = 0.
n—roo

(3) converge totalmente a s se vi converge puntualmente ed esiste una successione di numeri reali
(oo}

{an}nen tale che |fn(z)| < an perognineN,z eI e Zan < +o0.
"d n=0
OSSERVAZIONE 8.2. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza totale implica quella uniforme, la convergenza uniforme implica quella pun-
tuale. Nessuna delle due implicazioni opposte & vera.

(2) Data una serie di funzioni {f,},en continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di
R a valori in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora la funzione s &
continua in I.

(3) Data una serie di funzioni {f,}nen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di R
a valori in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora

L—-' /Is(a:) d$=ni:o%/lfn($) dz,

ovvero la serie si dice integrabile termine a termine.

e—n:z:

o0

EseRcCIZIO 8.3.|Si consideri la serie Z e si provi che converge puntualmente in |0, +oo| e
n=0 ¢

che la convergenza ¢ totale in |c, +o0o[ per ogni ¢ > 0. Si provi che la convergenza non € uniforme in

10, +o0].

n+x

SVOLGIMENTO. Per z < 0 fissato si ha che il termine generale diverge, infatti se n > |z|
e—'n:c en2

Z —
n+zx ~ 2n

29

— +o00.
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Se z = 0, il termine generale diviene 1/n, quindi la serie diverge.

Sia = > 0, applicando il criterio del rapporto si ottiene:

e—(n+1)a:
z 1
u}n}__ﬂ — C—Z_L = e_w—l < 1’
n+x

pertanto la serie converge puntualmente per ogni z > 0. Possiamo quindi definire il limite puntuale
s(-) della successione delle somme parziali {sy}nen-
Sia ora ¢ > 0 fissato e calcoliamo il sup del termine generale
g e el 12 +nz

@)= RE =T

Quindi f/(z) = 0 per z = —(1+n?)/n < 0, e la funzione f,(x) & decrescente su [c, +-co[. Si ha allora
che

sup |fn(z)| = falo),

z€]e,+oo|
e quindi
oo oo
D sup |fa(@) =) falo),
n=0€le,+oof n=0
e l'ultimo termine converge per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza totale su ]e, +o0|.

Verifichiamo che la convergenza hon é uniforme su 0, +oo[. Per ogni M + 1 si ha:

0 e—nT N e—"T r e e—nT
sup |s(z) — sy (z)| = sup Zn+m"2n+z =sup| Y | = sw
>0 z>0 | n=0 >0 n=N-+1 >0 n=N+1
Valutiamo ’espressione lungo una successione {z;};en con z; — 0F: = )
{1 e~ "% N e~ I M 1 /UJG
sup Z > lim Z = Z —|. ?
220 | S MEE| T dmee | S n=N+1"" W
© ‘ Mo ;
Poiché la serie Z - diverge a 400, esiste M > 0 tale per cui Z - > N, da cui ,a;/; 6

n+—2x

n=N+1 n=N+1
o v N e W \
>N
=0

e Zn-kmnz
n

z>0 n=0

Pertanto al limite per N — oo si ha +00, che prova come non vi sia convergenza uniforme in ]0, +oo]. S



CAPITOLO 9

Lezione del giorno venerdi 25 ottobre 2013 (1 ora)
Serie di funzioni e serie di potenze

(o0)
. n . .
EsERCIZIO 9.1. Data la serie E R dimostrare che converge puntualmente e totalmente in
T e oy n T

(0, +o0].
SVOLGIMENTO. Il termine generale ¢ maggiorato dalla funzione 1/n? su [0, +oo|, pertanto

+
S eup >

1
P Zm < 400,

n=1

n3+:v

da cui la convergenza totale.

EsERcCIZIO 9. 2. Da,ta la serie Z T; dimostrare che converge puntualmente in [0, +oo[ e
&

totalmente sui compatti di [0, +oo. Prova,re che la convergenza non ¢ uniforme su [0, +oo|.
SVOLGIMENTO. Sia K compatto di [0, +oo, esiste R > 0 tale che B(0, R) 2 K. Si ha allora:

00 +R 00
B e R S R Y P
=1 n=1 n=1

cio prova la convergenza totale sui compatti di [0, +oo[ e quindi la convergenza puntuale su [0, +oo].
Proviamo che la convergenza non & uniforme su [0, +o0[:

\ = n+x i n+zx - n—i—a;
Sup Z 3 _Z 3 2 sup Z 3
2l i O e S O P nepyp1 ™t TE

Valutando il sup su una successione z; che Leu&d—wﬁ?&ﬂﬁlﬁﬁersi-lm%m

2N _I_
Z n x Z 1= _ 1,
n=N+1

'n.=N+1

sup
x>0

e I'ultimo termine diverge per N — +oo0.

®© __n/z
EsERCIZIO 9.3. Data la serie Z Zz—H, dimostrare che converge totalmente in [0, +o0].
SVOLGIMENTO. Si ha:
0 —n\/— 00
> sup | = Z
nel z>0 n“+1 el

da cui la tesi.

o0
EsERcCIZIO 9.4. Data la serie Z log (1 + %—) dimostrare che converge puntualmente in [0, +oo[
n
n=1
e totalmente sui compatti di [0, +oo[. Si provi che

/Zlog 1+ Z ) Z[(1+n2)log<l+l)—1J.

31
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SVOLGIMENTO. Osserviamo che per ogni s > 0 si ha log(1 + s) < s, infatti considerata g(s) =
log(1+s) —ssihag(0)=0eg'(s) = —1<0ses>0. quindi g(s) <g(0) < 0 per ogni s > 0. Si
ha quindi se K & compatto: :

(o]
1
E sup log(l+ )I < sup |z| E — & oa,
ek M

-1 zeK

1+s

perché K é limitato. Cio porge la convergenza totale sui compatti. Pertanto la serie risulta integrabile
termine a termine sul compatto [0, 1] e si ha:

1 1+1/n?
/ log (1 + %) doe= n2/ logy dy = n*[ylogy — y]y Al
0 n ' 1

1 1 1
— 2
=n (<1+n2)10g<1+n2>_l_n2+1>’

EsERCIZIO 9.5. Sia a € N, a > 2. Determinare la somma e il raggio di convergenza delle serie di
potenze:

che prova l'uguaglianza richiesta.

X n-1,n +00
a Z an—a
E , E anz .
nl
n=1

n=0

SVOLGIMENTO. Consideriamo:

— o0
el L | a™z" (az) _e”
I " a Z I —a Z
n! a‘= nl

n=0

az

e il suo raggio di convergenza & r = 0.

oo )
E :anzan a_ 4 Z n(za)n—l
n=0 n=0
Posto w = 29, si ha:
%) ) %) )
- _ d d
E anz‘ma=a5 nw"lzag d—w”=ad— E w"
n=0 n=0 n=0 W w n=0

=7, <1 : w> e —aw>2 e —aza)z

e il suo raggio di convergenza ¢ quello della serie geometrica ) .. ,(2*)", quindi si deve avere |2%| < 1
e quindi r = 1.

EsERCIZIO 9.6. Si consideri la funzione:

t
/ sin it

Si scriva il suo sviluppo in serie di potenze e si calcoli Si(1) con un errore minore di 1073.

SVOLGIMENTO. Si consideri il noto sviluppo in serie della funzione seno:

t2n+l

sint = Z( o e
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Sappiamo che il raggio di convergenza di questa serie & +o0o. Pertanto possiamo dividere per t e
integrare termine a termine:

- [ [ (Eorgig) e S (gt

:L.2n+1

- ;(_l)n @n+1)!(2n+1)

Tale sviluppo ha raggio di convergenza +oco (per confronto). Valutiamo la serie per z = 1. Si ha:
1 1

81(1)=l—ﬁ+‘ﬁ—...,

1
dove il primo termine trascurato é 7 <1073,






