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1. INTRODUZIONE

Ci si propone di studiare il problema della dipendenza degli autovalori di una
membrana vibrante N-dimensionale dalla variazione della densita di massa. La
membrana sard rappresentata da un aperto connesso 2 di RV di misura finita, e
non si fara alcuna assunzione di regolarita per il bordo 0f). La densita di massa
sara rappresentata da una funzione p € L>(2) tale che essinfg p > 0. Si noti che
la massa totale della membrana ¢ data da

M:/pdx.
Q

La ben nota equazione della membrana vibrante N-dimensionale con densita p,
discussa ad esempio in [3, Sect. V], &

Av(z,t) = p(x)vy(z,t), z€Q, t>0. (1.0.1)

Lo studio dell’equazione (1.0.1) mediante il metodo della separazione delle vari-
abili conduce al seguente problema agli autovalori

Au(z) + Ap(z)u(z) =0, zeQ. (1.0.2)

Se la membrana ¢ tenuta fissa al bordo, I'equazione (1.0.1) & soggetta alla con-
dizione v(z,t) = 0 per ogni z € 99, t > 0. In questo caso 'equazione (1.0.2) &
soggetta alla condizione al contorno di Dirichlet u(x) = 0 per ogni z € 0f).

E ben noto che sotto tali condizioni al contorno, il problema (1.0.2) possiede
una successione crescente di autovalori

0< Mfp] < Xap] <+ < \jp] <+

che dipendono dalla densita p, ed ognuno ha molteplicita finita.

Ha interesse capire se ¢ possibile massimizzare o minimizzare gli autoval-
ori Aj[p] al variare di p assumendo soltanto che M|p| sia fissata, si veda ad
[4, 5, 10]. Al fine di garantire I'esistenza di soluzioni per questo problema, ¢
necessario restringere la classe delle densita ammissibili a quelle che soddisfano
ad una condizione del tipo

a<p<p, (1.0.3)

dove « e (8 sono costanti positive fissate. Nel caso N = 1 questo problema e stato
risolto in [12], ove si ¢ mostrato in particolare che i massimi e i minimi devono
soddisfare la condizione

(p(x) — a)(p(x) —B) =0, q.o.in Q. (1.0.4)

Da cio segue che se p ¢ un punto di massimo o di minimo, deve appartenere alla
frontiera del sottoinsieme di L>°(€2) definito dalla condizione (1.0.3). Inoltre in
[4, 5] & provato che i punti di massimo e di minimo per l'autovalore A;[p], sotto
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la condizione (1.0.3) devono soddisfare la condizione (1.0.4).

In questa tesi discuteremo ’approccio proposto in [13]. In particolare non
verra imposta la restrizione (1.0.3) su p € L>(£2), e si trattera il problema del-
I'esistenza di punti di massimo o di minimo locali per gli autovalori sotto la sola
assunzione che M [p| sia costante.

E ben noto che dalla connessione di (2 segue che il primo autovalore ¢ sem-
plice. In generale cio non ¢ vero per gli altri autovalori, la cui molteplicita e finita
ma non necessariamente uguale a uno. Quindi si dovranno considerare autovalori
multipli, e poiche la molteplicita di un autovalore puo cambiare al variare dei
parametri da cui I’autovalore dipende, non ci si potra aspettare che gli autovalori
siano funzioni differenziabili di p. Come indicato in [13], il modo piu naturale di
procedere in questo caso e quello di considerare le funzioni simmetriche elemen-
tari degli autovalori, che dipendono analiticamente dai parametri considerati, cfr
[14].

Grazie a questo risultato, in [15] si & potuto dimostrare che per il problema
della membrana vibrante N-dimensionale con condizioni al contorno di Dirichlet
su aperti connessi di misura finita di R", le funzioni simmetriche elementari degli
autovalori considerate come funzioni di €2 hanno punti critici nelle palle, sotto
la sola ipotesi che il volume di €) sia costante. E quindi naturale chiedersi se
analogamente a quanto dimostrato per lo spettro membrana vibrante dipendente
da €2, le funzioni simmetriche elementari degli autovalori, considerate come fun-
zioni di p dipendono analiticamente da p, e se esistano punti critici in L>(2) per
tali funzioni, sotto la sola ipotesi che M|p] sia costante. Come dimostrato in [13],
il risultato di dipendenza analitica continua a valere, ma non esistono densita di
massa critiche per le funzioni simmetriche elementari degli autovalori, soggette
alla sola condizione M [p] = costante.

E naturale infine porre una condizione piu generale della (1.0.3) che garantisca
'esistenza di soluzioni al problema. In [13] si & provato che se C' & un sottoin-
sieme compatto rispetto alla topologia debole® di L>(£2), e le funzioni di cui &
costituito hanno un limite inferiore uniforme positivo, allora le funzioni simmet-
riche elementari degli autovalori, e quindi in particolare la funzione che a p € C'
associa A1[p], raggiungono il loro massimo ed il loro minimo sulla frontiera di C,
generalizzando cosi il risultato di [4, 5] di cui si era discusso in precedenza.

Lo studio del problema e organizzato nel modo seguente. Nella Sezione 2
verranno richiamati dei risultati preliminari riguardanti gli Spazi di Sobolev e
verra ricordata la caratterizzazione dello spettro di un operatore compatto au-
toaggiunto su uno spazio di Hilbert. Nella Sezione 3 verra studiato il problema
agli autovalori per la membrana vibrante con densita p, e verra descritto il suo
spettro. Nella Sezione 4 verranno richiamati i risultati astratti dimostrati in [14,
Sect. 2|, e si discutera il problema della dipendenza analitica per le funzioni sim-
metriche elementari degli autovalori seguendo "approccio di [13]. Nella Sezione 5
verra riportata una dimostrazione dettagliata di un risultato di [13] relativo alla
non esistenza di densita di massa critiche per le funzioni simmetriche elementari
degli autovalori sotto la sola condizione della costanza di M|p|, e inoltre si ri-
portera la dimostrazione del risultato per sottoinsiemi C' di L*>°(€2) debolmente*
compatti di cui si e discusso al paragrafo precedente.



2. PRELIMINARI

2.1 Spazi di Sobolev

L’ambiente dove cercheremo soluzioni per il problema differenziale che studieremo

N . 1,2 . [ . o« . . « . .
sara lo spazio W,*(2), quindi richiameremo alcune definizioni ed alcuni risultati
sugli spazi di Sobolev che utilizzeremo in modo consistente in seguito.

Sia Q aperto di R™. Denotiamo con C2°(2) lo spazio delle funzioni di € in R
di classe C* e con supporto compatto contenuto in €2. Tali funzioni sono spesso
chiamate funzioni test.

Definizione 2.1.1. Sia Q un aperto di RY. Siano u,v € L},.(Q), e sia a € N

loc
un multiindice. Diremo che v € la derivata debole di ordine o di u, e scriveremo

D% = v, se vale
/uDaqbdx = (—1)|a|/v¢>d$,
Q Q

per ogni ¢ € C2(2).

Ricordiamo che una derivata debole di ordine « di u, se esiste, &€ univocamente
determinata a meno di un insieme di misura nulla: se v, 0 € L}, .(2) sono tali che

/QuDaqﬁdx = (1)l /qubda: = (—1)l /Q@(pdx

per ogni ¢ € C(Q) , allora [,(v — 0)¢dz = 0 per ogni ¢ € C°(Q2), e quindi
v = ¥ quasi ovunque in €2.

Definizione 2.1.2. Sia Q un aperto di RY. Lo spazio di Sobolev W*P(Q) consiste
delle funzioni u € LP(Q), tali che per ogni o € N, con |a| < k, D%u esiste in
senso debole e D*u € LP(5).

Definizione 2.1.3. Se u € Wk?(Q) definiamo la sua norma come:

1
(ngk Jo|D>ul? dx)p ,  sel<p<oo,
[ullwrn) =

ngk ess supg|D%ul , se p = oo.
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Definizione 2.1.4. Indichiamo con Wy (Q) la chiusura di C®() in W*P(Q).

Da questa definizione segue in particolare che u € Wé“ P(Q) se e solo se es-
iste una successione di funzioni {u,;, }men C C°(Q2) tali che lim,, oo uy, = w in
WHFP(Q).

Riportiamo la dimostrazione del ben noto

Teorema 2.1.5. Sia Q aperto di RY. Per ogni k € N e p € [1,+00], lo spazio di
Sobolev W*P(Q) & uno spazio di Banach.

Dimostrazione. 1. Mostriamo che la (2.1.3) & una norma. E chiaro che

[Aullwrr@) = Al [[ullwer @),

|ul ey =0 seesoloseu=0 q.o.

Ora, siano u,v € W*?(Q). Allora dalla disuguaglianza di Minkowski, per
p € [1,+o0o[ , segue

S

||U+U||kap(ﬂ) = Z||DQU+DQUH[]1P(Q)
ol <k
1
P
< | D0 (D% ullege) + 1D%0] oey)”
ol <k
< DDl g | | Do 1IP0I
lal <k lal <k

= |Jullwrr@) + lv[lwee @)

2. Resta da mostrare che W*P(2) & completo. Sia {u,, }°°_, una successione di
Cauchy in W*P(€). Allora per ogni o € NI con |a| < k, {D%u,,}°_, & una
successione di Cauchy in LP(2). Poiché LP(Q) & completo esiste u, € LP(Q2)
tale che

lim D%, =u, in LP(Q),

n—oo

per ogni || < k. In particolare,

lim up, = w,. 0 =tu, in LP(Q).
n—oo

3. Affermiamo che
we WHP(Q), D% = u,, (2.1.6)
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per ogni |a| < k. Per mostrare questo, fissiamo ¢ € C2°(£2). Allora

/uDagbdx = lim [ u,D%dz
Q

m—00 0]

= lim (—1) /Do‘umgbd:v
Q

= (—1)a|/uagz§dx.
Q

Quindi (2.1.6) ¢ valida. Dunque poiché D%u,,, — D%u in LP()) per m — oo,
per ogni |a| < k, si ha che u,, — u in W*P(Q) per m — oc.
O

Definizione 2.1.7. Se p € [1, N[, il coniugato di Sobolev di p ¢é

Np
N-—p

Proposizione 2.1.8. (Disuguaglianza di Holder Generalizzata) Sia 2 un aperto
di RN, Sia p; € [1,+00] e Zi]ilpj_l =r 1 <1. Sef; € LPi(Q) per j=1,..,N,
allora

N N N
[[Her@ e IT]61e@ <T@
=1 j=1 J=1

Teorema 2.1.9. (Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Siap € [1, N|.
Allora esiste una costante C, che dipende solo da p e da N, tale che

[ull o @y < ClVul| Lo @ny, (2.1.10)
per ogni u € CHRY).

Dimostrazione. Iniziamo con il caso p = 1. Siau € C}(R”). Poiché u ha supporto
compatto per ogni i = 1, ..., N e per ogni z € R" si ha

Zj
U(.CE) = / uxi(xlw"axi—byhxi-i-la"'7$N) dyz

e quindi
+o0
lu(x)| < / \Vu(xy, ..., yiy oy en)|dy; (i =1,...,N).

Di conseguenza

1

N—-1

u(z)| 71 < ﬂ (/_+OO|Vu(a:1, e Yir N dyl-) . (2.1.11)
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Integrando ambo i membri della disuguaglianza (2.1.11) rispetto ad z;, dalla
Proposizione 2.1.8 segue

+o00 N +oo0 N +o00 ﬁ
/ lu| =T dxy < / H (/ |Vul dyi) dxy

=1

“+o00 T —+00 “+o0 ﬁ
- (/ |Vurdy1) / H(/ |Vurdyi) o,

=2
1

+oo 1 [N oo poo N-1
< (/ |Vul dy1> H/ / |Vu| dzy dy; . (2.1.12)
—00 j=o J—00 J—00

Integriamo ambo i membri della (2.1.12) rispetto a x9

400 p+4o0 +oo  p+o00 T +oo N 1
/ / ]u\zv Tdxidry < (/ / |Vul dxldy2> / H[iN—l i,

i=1
i£2

dove

+o00 +oo  ptoo
I ;:/ [Vl dy, I = / / Vulderdy; (i =3,..., N).

o0

Applicando nuovamente la disuguaglianza di Holder generalizzata troviamo

+o00 +o0o N
/ / |u| ¥ dzqdxsy
- o 1 1
+oo  ptoo N-_1 +oo  pt+oo N-1
< (/ / \Vu| dzidy, (/ / |Vul dyldxg)
+o00 p+oo p+oo %1

(/ / / |Vul dmld:pgdyz) :
Continuiamo in questo modo, integrando per 3, 4, ..., xy fino a trovare

RN i=1 \W 70 oo

N
= ( |Vl da:) . (2.1.13)
RN

==

OO

1=

Abbiamo cosi provato il Teorema per p = 1. Se ora p €]1, N[, scriviamo la
(2.1.13) con la funzione v := |u|" al posto di u, dove v > 1 verra opportunamente
scelto. Si ha

( myﬂﬂdx) /|V|u|7|d:r— /|u|7 V| da
RN
<7(/ ] 01 pldx) < |Vu|pdx)p. (2.1.14)
]RN
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Scegliamo v in modo che sia N—N =(y—-1) pl, per cui poniamo 7y := p(]flv_pl); in
questo caso si ha che # (v 1)}7%1 = ]\],V pp = p*. Sostituendo quindi nella
(2.1.14) otteniamo
N 1
* p* P
( |ul? d:z:) < ( |Vul? dx)
RN RN

]

Lemma 2.1.15. (Disuguaglianza di Poincaré) Sia Q un aperto di RY, e sia
u € WyP(Q). Se mis(Q) < oo, allora per p € [1,+00] esiste C > 0 dipendente
solo da p e da N tale che

L
lul|Lr) < Cmis(Q)N [ Vul| rr(0), (2.1.16)
per ogni u € Wy P(Q)

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso N > 1. Sia p € [1,4+o00| e sia ¢ < N
tale che 1 < ¢ < p < ¢*, dove ¢* ¢ il coniugato di Sobolev di q.
Dal Teorema 2.1.9 segue che

[ull o (@) < ClIVUllLr(@)

per ogni u € C}(Q), mentre dalla disuguaglianza di Holder segue che
. o 1
[ul| Lo (@) < [lull Lo ) mis(R)*, con o= it

e che

IVullpa) < |Vl o) mis(Q)?, con B =

| =
=

Segue dunque che
lull ooy < lJull Lo o) mis(R)* < CI V|| pagy mis(Q)* < Cf| V|| oy mis(2) 74,

per ogni u € C1(Q).

Poiché a + 8 = é — qi =+, la (2.1.16) ¢ provata per ogni u € C1(Q).
Consideriamo ora il caso N = 1. Ci limiteremo al caso 2 connesso di R, Q =]a, b|.
Allora

()| = Ju(z)—u(a)| = ‘/ dt( /|u (1) dt < (z—a)'~ /|u |pdt

e quindi

/|u |”dq:</ @y ( /|u )\ dt) d g/ pld:c/\u )| dt
_ (b —a)? /|, P dt,
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da cui

1
[ullri) < = (b—a) [Wllzz,
pp
per ogni u € C1(Q)
Il fatto che (2.1.16) valga per ogni u € Wy”(Q) segue da un argomento di
approssimazione: vale infatti quanto affermato nella Definizione 2.1.4. O

Nelle dimostrazioni che seguiranno, faremo uso di certi risultati di approssi-
mazione con funzioni lisce negli spazi di Sobolev.

Teorema 2.1.17. (Approssimazione globale con funzioni lisce) Sia 2 un aperto
di RN e sia u € WFP(Q) per p € [1,+oc[. Allora esiste una successione {Um, }men
in C®(Q) NWHP(Q) tale che u, — u in W*P(Q) per m — oo.

Passiamo ora a dimostrare il Teorema di Compattezza di Rellich-Kondrachov.

Definizione 2.1.18. Siano X e Y spazi di Banach, X C Y. Diremo che X é
mmmerso compattamente in Y, e si scriveremo X CCY, se

i) Esiste C > 0 tale che ||z|y < C||z|x per ogni x € X;

ii) ogni successione limitata in X é precompatta in Y, cio€ ha una sottosucces-
sione di Cauchy in (Y, | - |ly)-

Enunciamo la versione classica del

Teorema 2.1.19. (Teorema di Compattezza di Rellich-Kondrachov) Sia 2 un
aperto limitato di RY tale che OQ sia di classe Ct. Se p € [1,N[, lo spazio
WLP(Q) ¢ immerso compattamtente nello spazio LI(Q) per ogni q € [1,p*[. In-
oltre lo spazio W'P(Q) & immerso compattamente nello spazio LP(S) per ogni
p €1, 400

Abbiamo bisogno di ipotesi meno restrittive su 2 per il Teorema 2.1.19.
Introduciamo il seguente teorema cfr.[1, thm. 2.22]

Teorema 2.1.20. Sia Q0 un aperto di RY. Sia p € [1,4+o00[. Sia K C LP(9).
Supponiamo che esista una successione {€);}en di sottoinsiemi aperti di £ con
le sequenti proprieta

i) Q; C Q11 per ogni j € N,

ii) Uinsieme delle restrizioni delle funzioni in K ad Q); é relativamente compatto
in LP(§);) per ogni j € N,

iii) per ogni e > 0 esiste j € N tale che

/ lu(z)Pdx < e
O\

per ogni u € K .
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Allora K ¢ relativamente compatto in LP(€2).
Vale il seguente ben noto

Lemma 2.1.21. Sia Q aperto di RN. Sia u € W,*(Q). Posto

] u(z), se x € (),
Eou(z) := { 0, se x € RV\ Q,

si ha che Equ € WHP(RY).
Possiamo a questo punto provare una versione piu generale del Teorema 2.1.19.

Teorema 2.1.22. Sia Q un aperto di RY di misura finita. Se p € [1, N[ allora lo
spazio WyP(Q) & immerso compattamente nello spazio LI(Q) per ogni q € [1, p*].
Inoltre lo spazio Wol’p(Q) ¢ immerso compattamente nello spazio LP(SY) per ogni
p € [l,+o0.

Dimostrazione. Sia K C WyP(Q) limitato, ciod sia sup,c x||ullwir@) < oo. Sia
q € [1,p*[. Allora sup,crl|lura@) = M < oo. Consideriamo la successione
{Bj};en delle palle centrate in 0 e di raggio j per ogni 7 € N. Se poniamo
Q== QN B; per ogni j € N si ha che €; C €);;;. Siano le funzioni Equ come nel
Lemma 2.1.21, per ogni u € K, e poniamo K := {Fou : u € K}. Ovviamente
le funzioni Egu|p, sono in WhP(B,,) per ogni v € K, j € N. Per tali funzioni,

valgono le ipotesi del Teorema 2.1.19, pertanto I'insieme delle restrizioni di K a
B; ¢ relativamente compatto in L4(B;), per ogni j € N. In particolare, segue che
'insieme delle restrizioni di K a €; e relativamente compatto in L9(€);), per ogni
J € R. Notiamo infine che se ¢ < ¢ < p*

) 11 . 11
[ull o,y < mis(2\ Q)7 |ul Laang,) < Mmis(Q\ Q) 7,

e quest’ultima quantita deve tendere a zero per j che tende a oo, poiche 2 ha
misura finita.

Sono pertanto soddisfatte le ipotesi del Teorema 2.1.20, quindi possiamo conclud-
ere che K ¢ relativamente compatto in L9(€2).

Osserviamo infine che, poiche p* > p e lim,_,y p* = oo, abbiamo che Wy () ¢
compattamente immerso in LP(Q), per ogni p € [1, +o0]. ]
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2.2 Alcuni risultati su spazi di Hilbert

Enunciamo ora due teoremi che saranno usati in seguito.

Teorema 2.2.1. (Teorema di Rappresentazione di Riesz) Sia H spazio di Hilbert
reale. Sia T un funzionale lineare e continuo su H. Allora esiste, ed & unico,
y € H tale che T'(x) = (z,y) per ogni x € H. Inoltre ||T|| = ||y||-

Teorema 2.2.2. (Lemma di Lax-Milgram) Sia H spazio di Hilbert reale e sia
H* il suo duale. Sia A forma bilineare su H con le sequenti proprieta:

i) A ¢é continua, ovvero esiste C' > 0 tale che |A(u,v)| < C||ul| [|v|| per ogni
u,v € H;

i) A & coercitiva, ovvero esiste a > 0 tale che A(v,v) > a|v]?

H.

per ogni u,v €

Allora per ogni F' € H*, esiste ed ¢ unico u € H tale che A(u,v) = F(v) per ogni
v e H. Inoltre vale ||ul| < X||F]|.

Lo studio dello spettro della membrana vibrante, sara ricondotto allo studio di
un particolare operatore compatto autoaggiunto. Descriviamo ora la teoria che
ci servira a capire la struttura dello spettro di tali operatori.

Definizione 2.2.3. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore lineare e
continuo di H in H. Fissato y € H, l'applicazione di H in R che a x associa
(Tx,y) per ognix € H ¢ lineare e continua. Sia y* € H tale che (T'z,y) = (x,y*)
per ogni x € H.

L’operatore T* di H in H che a y associa T*y = y* st dice operatore aggiunto di
T.

L’operatore aggiunto gode delle seguenti proprieta:
i) 7™ ¢ lineare e continuo;
i) 177 = |7
i) (T*)" =T.
Definizione 2.2.4. T si dice autoaggiunto se T* =T

Definizione 2.2.5. Siano X,Y spazi normati, T un operatore lineare di X in'Y .
T si dice compatto se trasforma sottoinsiems limitati in sottoinsiems relativamente
compatti di'Y (insiemi la cui chiusura é compatta).
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In altre parole T' ¢ compatto se I'immagine {7z, }nen di una successione {, }nen
di X limitata, contiene una sottosuccessione convergente in Y.
Alcune proprieta dell’operatore compatto:

i) T & compatto se e solo se T'(Bx) € relativamente compatto;
ii) Gli operatori compatti sono continui;

iii) Il prodotto di un operatore compatto per uno scalare e la somma di operatori
compatti sono compatti;

iv) La composizione di un operatore compatto con uno continuo € un operatore
compatto qualunque sia 'ordine della composizione;

v) L’identita & compatta solo in spazi di dimensione finita.

Nel seguito denoteremo con I la mappa identica.

Definizione 2.2.6. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore lineare e con-
tinuo di H in H. Si dice risolvente di T' ["insieme dei ;o € R talt che T — ul sia
invertibile e si denota con p(T).

Lo spettro di T' ¢ o(T) := R\ p(T).

Se p € o(T'), 1 puo essere autovalore, cioe ker(T'— ul) # {0}, oppure non esserlo.
L’insieme degli autovalori di T si dice lo spettro puntuale di T, e si indica o,(T).
Chiameremo spettro continuo di T Vinsieme o.(T) := {u € o(T) tali che ul — T
e iniettivo e Im(ul — T') & denso in H}.

Chiameremo spettro residuo di T U'insieme og(T) := {u € o(T') tali che ul — T &
iniettivo e Im(pul — 7") non ¢ denso in H }.

Teorema 2.2.7. (Spettro di un operatore compatto) Sia H spazio di Hilbert
reale, dim H = oo, T': H — H operatore compatto. Allora:

i) 0eo(T),
i) o(T)\ {0} = op(T) \ {0},

iii) o(T)\ {0} € un insieme al pit numerabile. Nel caso sia numerabile, esiste
una successione i, n € N, con lim, o p, = 0 tale che o(T) \ {0} = {p, :
n e N},

i) Sep € o(T)\{0}, allora dimker(T — ul) S oo, cioé p ha molteplicita finita.

La dimostrazione di questo Teorema passa attraverso diversi Lemmi:

Lemma 2.2.8. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore compatto di H in
H. SeV ¢ sottospazio chiuso di H, p # 0 e (ul — T')|y é iniettiva, allora esiste
m > 0 tale che

mllz| <[|(ul = T)z|, per ogni zeV.
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Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che esista una successione
{Zn}nen CV con ||z,]| =1 e tale che lim,, o ||z, — Tz, || = 0.

T' & compatto, quindi esiste una sottosuccessione {z,, } jen della successione {,, }nen
e z € H tali che {Tx,, }jen converge a 2.

Allora anche px,; converge a z, e allora lim;_,o z,,;, = v, ove v = iz Si noti che
v # 0 poiché ||z,| = 1.

Quindi pv — Tv = lim, oo (pn; — Ty;) = 2 — 2 = 0.

Essendo V' chiuso si ha che v € V| quindi ul — T non ¢ iniettiva. Assurdo. O]

Lemma 2.2.9. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore compatto di H in
H. Sepu#0 e ul =T éiniettiva, allora Im(ul —T) ¢ chiuso.

Dimostrazione. Sia {yn}neny € Im(ul —T') una successione convergente in H. Sia
Yo = lim,, , y,. Sia z,, tale che px,, — Tz, =y, per ogni n € N.

Poiché ||y, || < M, dal Lemma 2.2.8 segue che [|z,,|| < %, ove m & come in (2.2.8),
quindi anche {z, } ey € limitata. L’operatore T & compatto, quindi si puo estrarre
da {7, }nen una sottosuccessione {w,, }jen tale che {1z, }jen converge. Poiché
1 # 0 anche {z,, };en converge.

Sia x = lim; o Ty, Allora pr — Tx = limj_,o Wy, — Ty, = My o0 Yn, =
limy, 00 Yn = Yo € quindi yo € Im(pul — 7). O

Proposizione 2.2.10. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore compatto
diHin H. Sepu#0epea(Tl), allora p é un autovalore di T .

Dimostrazione. 1) p non appartiene a o.(T):
Ragionando per assurdo, se ul — T fosse iniettivo e Im(hl — T') denso in
H, dal Lemma 2.2.9 dovrebbe aversi Im(uR —7T') = H e allora p € p(T),
assurdo.

ii) p non appartiene a og(7T):
Supponiamo per assurdo che p € og(T) e quindi pul — T sia iniettiva. Sia
Hy = Im(ul — T), Hy non denso in H. H; ¢ chiuso per il Lemma 2.2.9. Sia
Hy = (ul — T')Hy; Hs e chiuso, e Hy & H;p. Costruiamo una successione di
sottospazi chiusi, ciascuno contenente il precedente come sottospazio proprio.

Si puo costruire allora una successione {z,}nen, con ||z, =1 e z, € H,,
xn, L H, 1. Per m > n si ha allora

1 T, — Tz, T — T

—(Tx, —Txy) =2, + <—xm—M +M ) )

T . 7

Posto

si ha © € H,q1, e quindi x, L x. Allora [Tz, — Txy| > |p|l|z.] = |ul,
ma cio ¢ assurdo, poiché dalla successione {T'x, },en dev potersi estrarre una
sottosuccessione convergente.

O

Proposizione 2.2.11. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore compatto
di H in H, sia a > 0. Allora il numero di autovalori u tali che |p| > « ¢ finito.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista ag > 0 tale che I'insieme degli
autovalori 1 € 0,(T") con |u| > o sia infinito. Allora lo spettro deve contenere al-
meno un punto di accumulazione py # 0 (difatti U'insieme {u @ o < |u| < ||T|} &
un compatto di R); quindi esiste una successione di autovalori distinti { t,, }nen con
lim,, o0 i, = plo- Sia x, un autovettore associato a p,. L’insieme {x1, ..., 2y, ...}
¢ linearmente indipendente.

Sia X, lo spazio vettoriale generato da {1, ...,x,}. Possiamo costruire una suc-
cessione {y1, ..., Yn, ...} con y, € Xy, ||yl =1, yn L X, 1.

Allora se n > m si ha:

1 1

n m

Pty = TYn pimy y):ynJrZ’
fn Hm
ove

+
Hn M

e z € X,_1 in quanto ‘““’”L% € Xj_q1 per ogni £ € N. Quindi H%Tyn —

z = —Ym —

ﬁTymH > 1eda N%Tyn non e possibile estrarre una sottosuccessione conver-
gente. Cio e assurdo, poiché lim,, . /%n = l%o e T e compatto.

O
Proposizione 2.2.12. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore compatto di
H in H. Se i # 0 é un autovalore di T, p ha molteplicita finita, cioé ker(ul—T)

ha dimensione finita.

Dimostrazione. jill|xer(u1—7) coincide con la restrizione di 7" su ker(pul—7"). Dunque
tale restrizione deve essere compatta, e quindi dalla proprieta v. di pag. 12,
ker(ul — T') deve avere dimensione finita. ]

Dimostrazione del Teorema 2.2.7 Chiaramentente se 0 ¢ o(T'), allora T sarebbe
invertibile, e quindi I = T o T~ ! sarebbe compatto, ma cid non pud essere vero
poiche dimH = oo, e questo prova il puno (). Il punto (i7) segue dalla Propo-
sizione (2.2.10). Il punto (iii) segue dalla Proposizione (2.2.11). Infine il punto
(1v) segue dalla Proposizione (2.2.12). O

Sia ora 1" autoaggiunto. Proviamo alcune proprieta spettrali di 7.

Proposizione 2.2.13. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia T operatore compatto e
autoaggiunto di H in H. Allora autovettori associati ad autovalori distinti sono
ortogonali.

Dimostrazione. Siano p; # ps e x1,ro € H gli autovettori associati. Allora

M1<$1,$2> = <M1$17$2> = <T$1,$2> = <9017T$2> = <$1,M21‘2> = M2<9€17$2>7 €
{1 # o implica che (xy, z9) = 0. O

Teorema 2.2.14. (Teorema di Hilbert-Schmidt) Sia H spazio di Hilbert reale.
Sia T operatore compatto e autoaggiunto di H in H. Sia {u1, o, ..., fin, ...} Uin-
sieme finito o numerabile degli autovalori non nulli di T, ciascuno contato con la
sua molteplicita. Allora é possibile associare ad ogni autovalore p, un autovet-
tore u, in modo che {uy, }nen sia una base ortonormale per (kerT)L. In particolare
risulta che per ogni v € H esiste xg € kerT tale che x = xo+ > o (X, Up) Up, €

To =77 pn (T, Up) Up.
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Dimostrazione. Sia A I'insieme degli autovalori non nulli di 7', sia .S, una base
ortonormale per ker(ul — T) con p € A, e sia S = UMeA S,.. Dal Teorema 2.2.7
segue che S ¢ al pilt numerabile. Inoltre S C Im(7T). Sia ora St lortogonale
di S in Im(T). Ovviamente T(S*) C S*, e dunque la restrizione T|g. di T
a St risulta essere un operatore compatto autoaggiunto di S+ in S+. Inoltre
|T|s.]] = 0 poicheé T|g. non ha autovalori non nulli. Quindi St C kerT, e
quindi S+ = {0}. Segue allora che S ¢ una base ortonormale di Im(T'). Sia allora
S = {up}nen. Sex € H, allora x = zo+z1, con 7g € kerT e z; € (kerT)*. Quindi
r=x0+ Y o (@ up)uy e Tx =Tag+ > 0" T(@, Up)Uy = Y ooy pon (T, Up ).

[

Corollario 2.2.15. Nelle ipotesi del precedente, se dimkerT < oo e dim H = oo
allora o(T') \ {0} ¢é infinito e rappresentabile mediante una successione {ii, fnen
convergente a 0.

Dimostrazione. Se o(T) \ {0} = {u1, ..., pn } fosse finito, allora lo spazio kerT &
Z?Zl ker(p;1—T), che & denso in H, avrebbe dimensione finita, e quindi si avrebbe
dimH < oo, in contraddizione con l'ipotesi. La seconda affermazione segue dal
Teorema 2.2.7. O



3. IL PROBLEMA AGLI AUTOVALORI PER LA MEMBRANA
VIBRANTE

Sia Q un aperto connesso di R di misura finita. Sia R l'insieme delle funzioni
p € L>(Q) tali che essinfgp > 0, che ¢ ovviamente un aperto di L>(€2).
La formulazione classica del problema agli autovalori che consideriamo e

Au+ Apu =0, se x € (),
u =0, se x € 0N,

nelle incognite u, funzione di Q in R di classe C?, e A € R. Poiche non abbiamo
fatto alcuna assunzione di regolarita né su 02 né su p, considereremo la formu-
lazione debole del problema.

Assumiamo solo per il momento che la soluzione u sia di classe C*°, moltiplichi-
amo ambo i membri dell’espressione —Au = Apu per una funzione test ¢ € C2°(2)
e integriamo ambo i membri su 2. Otteniamo per il primo membro, dal teorema
di integrazione per parti

N
—/Ambdq: —/Ziuzi¢da::— vu-ﬁ¢da+/w-v¢dx
Q Qi O o0 Q

= /wvmm,
Q

dove I/ denota la normale unitaria esterna a 0f).
Abbiamo ricavato la seguente formulazione del problema

/Vu -Vodr = )\/pu¢ dr, (3.0.1)
Q Q

per ogni ¢ € C(2). Ma ora tale uguaglianza vale, per un ben noto argomento di
approssimazione, per qualsiasi ¢ € I/VO1 ’Q(Q), e I'uguaglianza che ne risulta ha sen-
so per u € W,2(Q). Quest’ultima & detta formulazione debole del problema. 11
problema agli autovalori che andremo a studiare sara dunque il problema (3.0.1)
nelle incognite u € W, (), A € R, ove ¢ € W,*(€). Notiamo che avendo scelto
lo spazio I/VO1 2(9) abbiamo gia incorporato in questa uguaglianza la condizione

u(z) = 0 per ogni x € 0f.

Richiamiamo ora la procedura che ci consentira di ridurre lo studio degli au-
tovalori del problema (3.0.1) allo studio di un probema agli autovalori per un
operatore compatto autoaggiunto in uno spazio di Hilbert. Ricordiamo che lo
spazio W, 2(Q) ¢ uno spazio di Hilbert, con il prodotto scalare

<U7U>W01’2(Q) = / Z D*uD%v dx,

Qal<1
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per ogni u,v € VVO1 2(Q) Consideriamo ora 'operatore di Laplace A come un
operatore di W,(€) nel suo duale definito come Afu][¢] = — JoVu - Vodz, per
ogni u, p € Wol’z(Q). Mostriamo che per —A valgono le ipotesi del Lemma 2.2.2,
cioé
i) —A ¢ limitato, cioe esiste C' > 0 tale che |Afu][¢]| < C ||u||W01,2(Q) ||¢||W01,2(Q),
per ogni u, ¢ € Wy*(Q). Infatti

Aulg)l = | / Vu- Vods| < / V- V) di < / V][V de

< IVullzz@) V6l < Nl I6llazy - (3:0.2)
per ogni u, ¢ € Wol’Q(Q).
ii) —A e coercitivo, ovvero esiste § > 0 tale che —Alu|[u] > ﬁ||u||iv1,2(m, per
0

ogni u € VVO1 2(Q) Ma poiché €2 ha misura finita, vale la disuguaglianza di
Poincaré, e quindi

)220 + V22 < (1 + C?mis(Q)¥)[|Vul|2q)
= (1+C*mis(Q)¥)(~Alu][u]),
per ogni u € W, ().

s

Dal lemma di Lax Milgram segue quindi che —A & isomorfismo bicontinuo tra
Wy %(Q) e il suo duale.

Sia .J Pimmersione canonica di L*(Q) nel duale di W,*(Q2), definita come
ullo] = [ o
Q

per ogni u € L*(Q), ¢ € Wy ().

Denotiamo con M, la funzione di L*(Q) in L*(2) che ad u € L?*(2) associa
Mp(u) = pu, per ogni u € L*(Q), p € R. Indichiamo con J, la funzione J o M,.
E chiaramente un’immersione di L?(Q) nel duale di W,>(Q)

fulld) = [ uépds

per ogni u € L*(Q), ¢ € Wy (Q).

Infine denotiamo con 7 'immersione di W,*(Q) in L?(R). Dal Teorema 2.1.22
segue che I'immersione ¢ ¢ compatta.

Evidentemente la (3.0.1) & equivalente all’equazione

—io AV o Ju=\"1u
nelle incognite u € L*(2), A € R. Denotiamo infine con L2(Q2) lo spazio L*(f2)

fornito del prodotto scalare

<U17U2>p = /U1U2P dr,
Q

per ogni uy,uy € L*(Q), con p € R. Essendo essinfq p(z) > 0 e esssupg p(r) <
oo, tale prodotto scalare definisce su L?*(2) una norma che & topologicamente
equivalente alla norma standard di L?().
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Lemma 3.0.3. Sia Q aperto connesso di RY. Sia p € R. L’operatore T, :=
—io At o J, ¢ un operatore compatto e autoaggiunto di Li(Q) in Sé, i cui
autovalori, che indichiamo con pjlp], coincidono coi reciproci degli autovalori
A;lp] della (3.0.1) per ogni j € N.

Dimostrazione. La compattezza di T, segue dalla compattezza di i e dal fat-
to che —ACD ¢ J, sono continui. Per 'autoaggiunzione bastera provare che
(T,u1,u2), = (u1, Tyus), per ogni uy, us € L*(Q2). Infatti

<Tpu1, U2>p = <—’L o} A(il) e} qul, UQ>p = Jp[—Z e} A(il) (¢] qu1][u2]
= JP[UQH—A(_I)qul]
= AATY Lug) [-ATY Tui] = A[ATY T | [-ATY T ug]

= (=10 A"V o Jouy, uy), = (ur, Tyus), ,

per ogni uy, us € L*(2). L’aggiunzione ¢ stata cosi provata. L'ultima affermazione
e triviale. O

Teorema 3.0.4. Sia ) aperto connesso di RY. Sia p € R. Allora linsieme
degli autovalori di (3.0.1) é contenuto in |0, +oo[ ed é costituito dall’immagine di
una successione crescente a +00. Ogni autovalore ha molteplicita finita. Inoltre
loperatore —A possiede una base hilbertiana di Li(Q) costituita da autovettori

che stanno in Wy ().
Dimostrazione. Siano A € ¥, u € W, *(Q) \ {0} tali che —Au = \pu. Allora

Vul?de = A\ u? de
| p
Q Q

ed essendo pru2 dx # 0, si ha che A > 0, quindi ¥ € [0, +o0[. Notiamo ora che
se u € Wy?(2) \ {0}, dalla disuguaglianza di Poincaré segue che [|Vu[?>dz > 0,
per cui 0 non puo essere un autovalore. Allora 3 €]0, +oof.

Consideriamo l'operatore T,. Esso ¢ iniettivo, infatti AED o Jou = 0 implica
che J,u = 0 e quindi v = 0. Quindi 7, ¢ un operatore compatto, autoaggiunto,
kerT" = {0} e quindi dal Corollario 2.2.15 segue che gli autovalori di 7, son dati
dall'immagine di una successione {, }nen decrescente, tale che p, > 0 per ogni
n € N e lim,_,o tt, = 0. Poiché ¥ = {Min : n € N} il primo asserto & facilmente
provato. Inoltre tutti gli autovettori di 7, sono anche autovettori di —A e quindi
sono in WOI’Q(Q). L’ultimo asserto segue quindi dal Teorema 2.2.14. O

Rappresentiamo d’ora in poi l'insieme > degli autovalori del problema —Au =
Apu mediante una successione

Mlpl, Aelpl, Aslol s - Aalp) s -

crescente, dove ciascun autovalore verra ripetuto un numero di volte pari al-
la propria molteplicita. Il primo autovalore A;[p] si dice autovalore principale.
Proviamo ora alcune proprieta del primo autovalore.

Proposizione 3.0.5. Sia Q aperto connesso di RN di misura finita. Sia p € R.
Allora Tuld

ul® dx

AMlp] = inf —fﬂ| |

wewl?@) Joulpdr
u#£0

(3.0.6)
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Dimostrazione. Poniamo B(u,v) := —Alu][v] = [,Vu - Vudz per ogni u,v €
Wy (). Tale B ¢ la forma bilineare assoc1ata all’operatore —A. Proviamo che
B(-,-) definisce su W, *(Q) un prodotto scalare che genera una norma equivalente
a quella standard di W,”(Q). La forma B & chiaramente bilineare e simmetrica,
ed e continua per la disuguaglianza (3.0.2), quindi

Wy (Q)

1
/]Vu]Q dr = /|Vu|2d:6—i— /]Vu|2dx
Q
;/mﬁdm—k /|Vu|2dx
202 mis(Q)~

> mi {—1 —1}\\ [
min u
N 2C? mis(Q)fr 2 0 %(@)’

dove la seconda disuguaglianza segue dalla (2.1.16). Quindi B(u,u) > 0 per ogni
uw e W2 (Q) e B(u,u) = 0 se e solo se u = 0. Quindi B & prodotto scalare
su I/Vo1 ’Q(Q), e la norma generata da tale prodotto scalare ¢ equivalente a quella
standard di W,*(Q). Siano ora ui, s, ..., Un, ... le autofunzioni corrispondenti
a M[pl, A2lpl, -, Aulpl, ... normalizzate da [, pu;u;de = &;; per ogni i,j € N.
D’ora in poi scriveremo A;, al posto di Ay[p]. Dal Teorema 3.0.4 sappiamo che
Up, .ovy Uy, ..., € UNa base hilbertiana per Li(Q). Si noti che

[IvuPde = B(ww < Bljl?
Q

Y

Blun o) = [ Vun-Vodo = [ pudrde = Na(un. o),
Q Q
per ogni ¢ € WOI’Q(Q), quindi B(up, ur) = Ap{un, uk), = ApOp per ogni h, k € N.
Posto ¢y, := % per ogni h € N, si ha che B(¢p, ¢r) = nx per ogni h, k € N,
h

OVVero ¢y, ..., ... € un sistema ortonormale in (W&’%Q),B(-, -)). Proviamo che

lo spazio (¢y, : h € N) & denso in Wy *(Q). Dalla disuguaglianza di Bessel segue
che se u € W, *(Q) allora

S 1B, 64) < Blu,u)

e 37 B(u, én)én converge in Wy *(Q). Poniamo ¢ := 3257 B(u, ¢p)¢n. Noti-

amo che

o %) B 00
¢ = ZB( 1/2> li};z _ Z (gb\ahuh>uh = Z<u7uh>puh = .

=1 h=1 h=1

Quindi u = ¢ e (¢), : h € N) & denso in W,*(Q2). Dall’identita di Parceval segue
che

wah Z’B““h quuuh > a0 S, ), 2,
h=1

per ogni u € Wol’Q(Q). Allora
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e quindi
Vul? dz
B O TP
u#0
Essendo A\ = B(uy,u1) segue infine la tesi. O

Lemma 3.0.7. Sia Q aperto connesso di R™. Sia p € R. Allora le autofunzioni
corrispondenti a \i[p] sono esattamente © minimizzatori nella (5.0.6).

Dimostrazione. Sia B(-,-) come nella dimostrazione della proposizione prece-
dente. D’ora in poi scriveremo \; al posto di Ai[p]. Sia u € Wy?(Q) tale che
[ul| 20y = 1. Mostriamo che —Au = Ajpuse esolose \; = [ [Vu|* dv = B(u, u).
Se —Au = Aipu, allora B(u,¢) = [,Vu-Vodr = A\ [quppdzr per ogni ¢ €
W,?(Q). Scegliamo ¢ = u, si ha allora B(u,u) = A\ {u,u), = A;.

Supponiamo ora che \; = B(u,u), cioé che u minimizzi (3.0.6). Siano w €
Wy?(Q) e 6 > 0 tali che u 4 tw # 0 per ogni t €] — 6,6[. La funzione che a
t €] — 0,0[ associa g(t), dove

g(t):B<| U+ tw U+ tw )

]u -+ thL%(Q) ’ ||’lL + t'LUHL/%(Q)

Ovviamente g ha un minimo in ¢ = 0. Calcoliamo esplicitamente ¢'(0). Essendo

B(u,u) + 2tB(u, w) + B(w, w)t?

9t = 1+ 2t(u, w), + t2(w,w), '
, (2B(u, w) 4 2tB(w,w))(1 + 2t{w, w), + t*(w, w),)
g(t) 2 2
(1 + 2t(u, w), + 2w, w),)
(B(u,u) 4+ 2tB(u, w) + B(w, w)t?)(2{u, w), + 2t{w, w),)
- (1 + 26w, ), + 2w, w), )2
allora
0=4¢'(0) = 2B(u,w) — 2B(u, u){u, w),,
e quindi B(u,w) = B(u,u){u,w),, ovvero B(u,w) = A (u,w), per ogni w €
Wy (Q), cioe —Au = A\ pu come volevasi. O

Riportiamo il seguente Lemma [9, Lemma 7.6]

Lemma 3.0.8. Sia ) aperto connesso di RN, siap € [1,+00] e sia u € WHP(Q).
Allora u*, u™ e |u| appartengono a W'?(Q), dove u™ := max{u,0}, u~ :=
—min{u, 0} e |u| :=ut +u". Inoltre

Du seu >0
+ _ ) I
Du _{O, seu <0,

_ 0, seu >0,
Du _{ —Du, seu<0,

Infine se u € Wy P(Q), allora u*,u~, |u| € Wy().
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Prima di proseguire, abbiamo bisogno di due risultati di regolarita per soluzioni
deboli di operatori ellittici. Introduciamo allora delle definizioni generali, a cui
si applicano tali risultati, osservando in seguito che il problema di cui ci stiamo
occupando rientra nella classe piu generale dei problemi a cui tali risultati si
applicano.

Sia dunque €2 un aperto connesso di R". Consideriamo operatori L della forma
Lu = Zﬁ\’;:l(aij(x)ua,j + U (2)u)e, + SN )y, + d(x)u, dove i coefficienti
a’,b" ¢ dconi,j =1,.., N sono funzioni misurabili di 2 in R. Assumiamo che
L sia ellittico in €2, ovvero esiste a > 0 tale che

N
Y al(@)6g; = alél’, (3.0.9)
ij=1
per ogni z € Q, £ € RY e assumiamo anche che i coefficienti di L siano limitati,
e quindi che esistano costanti A, > 0 tali che

Z|az] |2 < A o 22 |bz |2+ |C )| )_|_a_1|d(x)| < VQ, (3010)
1=1

,j=1
Vale allora il seguente Teorema

Teorema 3.0.11. (De Giorgi-Nash) Sia Q aperto connesso di R, sia L operatore
che soddisfi alle condizioni (3.0.9) e (3.0.10). Siano inoltre f* € L1(Q) per i =
1,...N, g € L3(Q) per qualche ¢ > N. Allora se u € W2(Q) & una soluzione
dell’equazione Lu = g+ > D;f* in Q, allora u ¢ localmente Holderiana in S,
e per ogni palla By = Br,(y) C Q2 e R < Ry si ha

0scpuyu < CRY(R, " suplu| + k)
Bo

dove C = C(N,2,v,q,Ry) ey = (N, %,VRO,q) sono costanti positive, e k =
o) +||9HL‘1/2 ), dove fi=(f', ..., fV).

Valga inoltre questa condizione
/(dfb —'y,)dx <0 (3.0.12)
Q

per ogni ¢ € C}(Q), con ¢ > 0. Notiamo che, visto che valgono le ipotesi di

limitatezza dei coefficienti (3.0.10), tale disuguaglianza continuera a valere anche
: 1,2 . ..

per ogni ¢ € W;°(€2). Possiamo a questo punto enunciare il seguente

Teorema 3.0.13. (Principio del Massimo Forte) Sia Q aperto connesso di RY
di misura finita. Sia L un operatore che soddisfa alle condizioni (3.0.9), (3.0.10)
e (3.0.12), e sia u € Wol’z(Q) tale che Lu > 0 su Q. Allora, se per qualche palla
B cC Q succede che
supu = supu > 0, (3.0.14)
B Q

la funzione u deve essere costante su ), quindi nulla per la disuguaglianza di
Poincaré.
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Sostituendo poi nel Teorema 3.0.13 —u al posto di u , otteniamo facilmente
il Principio del Minimo Forte, che afferma che se una funzione u € W,?*(Q)
tale che Lu < 0 raggiunge I’ infg u su qualche palla B CC (2, allora essa deve
essere costante, e quindi nulla su . Alcune osservazioni su questi due risul-
tati. Nel caso concreto del problema —Awu = Apu a cui vogliamo applicarli,
I'operatore differenziale che dobbiamo considerare sara chiaramente A. Difatti
Au = SN (ug,)s,, e soddisfa chiaramente (3.0.9), (3.0.10) e (3.0.12), essendo
a¥(x) = d;, b' = ¢ =d =0 per ognii=1,...N.

Possiamo provare ora il seguente teorema, dove scriveremo A; al posto di \i[p]
dopo che sia stata fissata p € R.

Teorema 3.0.15. Sia Q aperto connesso di RY, sia p € R. Allora si ha che

i) Se —Au = A\jpu e u # 0, u non cambia segno in 2. Inoltre o u(x) = 0 per
ogni x € S oppure u(x) < 0 per ogni x € §);

ii) dimker(MI+ A) =1, cioe A é autovalore semplice.

Dimostrazione. i) Supponiamo inizialmente che v € W, *(€) sia tale che —Av =
Apv e supponiamo che v > 0. Allora —Awv > 0 in §2, e quindi per il Principio
del Minimo Forte, v non puo avere punti di minimo in €2, altrimenti sarebbe
costantemente uguale a 0 su €2. Quindi non puo verificarsi v(zy) = 0 per
qualche zg € €2, e quindi deve essere v(x) > 0 per ogni x € €. Vale un dis-
corso analogo se v < 0, si utilizza il principio del Massimo Forte per mostrare
che v non puo avere punti di massimo in €2. Quindi se qualche autofunzione
non cambia segno in €2, allora essa non puo annullarsi in alcun punto di €2
per la continuita di u.

Proviamo ora che se —Au = Ajpu allora u non cambia segno in €. Sia B(-,-)
come nella dimostrazione della Proposizione 3.0.5. Supponiamo inoltre che
[ullz2(@) = 1. Dal lemma 3.0.8, u™, u~ € W,y*(Q), quindi

Bu,u) = Bu'—u ,ut —u) =B, u") - 2Bu"u)+ Bu,u")
= BuT,ut)+ Bu",u”),

poiche dal Lemma 3.0.8 segue che B(u™,u~) = 0. Supponiamo per assurdo
che ut # 0 e u~ # 0. Dalla Proposizione 3.0.5 segue che

B(u™,u™) B(u™,u™)
A < T B A < e

< T : (3.0.16)
L2(Q) ||u ||%g(g)
Quindi
AN = B(u,u)=But,ut)+Bu ,u") > )\1Hu+|]%%(m + )\1||u’\|%%(9)
= 1 (It 5@y + Ml 230 ) = AlulZa0) = A

Quindi la disuguaglianza nella precedente deve essere un’uguaglianza, ovvero

B(u®,u) +Bu",u”) = /\1||U+||%g(9) + >\1”U_||%g(9)7
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che insieme a (3.0.16) mostra che
Blut ) = Ml By . Blumw) = Ml B

Dal Lemma 3.0.7 segue che —Aut = \ju™ e —Au~ = A\ju~, e quindi per
quanto osservato prima segue che o u™(x) > 0 per ogni z € 2 oppure u™ () <
0 per ogni z € €2, da cui la tesi.

ii) Siano u,us soluzioni non nulle di —Awu = Ajpu. Supponiamo che u; > 0,
uy > 0. Allora [yuide # 0 # [jusdz, dunque esiste ¢ € R, ¢ # 0 tale
che [,uidr = ¢ [ usdx, ovvero tale che [ju; — cupdr = 0. Ma anche
u; — cug € autofunzione per —Au = Ajpu, quindi o ha segno costante o ¢
nulla. Ma poiche fQul — cug dr = 0, il primo caso non si puo verificare, e
quindi u; — cuy = 0. Quindi tutte le autofunzioni relative a A; sono tra loro
proporzionali, da cui la tesi.

O

Terminiamo il capitolo ricordando la rappresentazione variazionale per gli auto-
valori di qualsiasi indice.

Teorema 3.0.17. (Principio Min-Max)Sia Q aperto connesso di RN, sia p € R.
Si ha

i) Per ogni j € N

JJVul? dx
ol =sop {5 e G .
dove uy, ..., u; sono le autofunzioni relative a \i[p], ..., \j[p] normalizzate da

fQuhukp dx = opp per ogni h,k € N.

ii) Posto
JJVul* dx
Jov?pdz

per ogni E < W,*(Q), allora

A(F) ::sup{ :O%UEESW&Q(Q)}?

Nilpl = inf  A(E). (3.0.18)
BE<W,%(2)
dimE=j

Dimostrazione. Sia B(u,v) = [,Vu - Vvdz per ogni u,v € Wy*(Q). Scriveremo
d’ora in poi A, al posto di Ay[p]. Siano wy, ..., u,, ... le autofunzioni relative a
A1, ..ty An, ... normalizzate da fﬂuhuk dx = Op, per ogni h, k € N. Abbiamo visto
che uq, ..., up, ... € base hilbertiana per Lz(Q), e in pit che B(up, ¢) = A {un, ).
Sia ¢ = /\Eﬁ, allora B(¢n, ¢r) = Onx per ogni h,k € N. Denotiamo infine

Vi i= (g, .oy up).
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i) Dalla dimostrazione della Proposizione 3.0.5 segue che B(u,u) = ;- |B(u, ¢)|?
per ogni u € W,*(Q). Se u € Vj, allora (u, up), = 0 per ogni h > j. Allora

B(u,u) = Z‘B 1/2 Z‘Ah ul/zh ‘

= Z)‘h‘ u, uh > JZ’<U7uh>p‘2 = )\j<u,u>p,
h=1

quindi
B
\, o Bl
(u, u)y
per ogni u € Vj, percio
B
Aj > sup (u,u)
ueVj <u7u>P
u#0

Ma B(?ﬂfﬁ') = \;, e quindi il primo punto e stato provato.
(uz,uj)p J

ii) Abbiamo appena mostrato che A(V;) = A;, quindi

A =AV;)> inf  A(E).
E<W,%()
dimE=j

Dobbiamo provare che
E<W,*(@)
dimE=j
Dobbiamo cioe provare che \; < A(E) per ogni E < W;*(R2) con dimFE = j.
Proviamo quindi che per ogni E < W,?(Q) con dimFE = j, esiste u € E tale

che léf“u;”j > \;. Seguird allora che per ogni E < Wy*(Q) con dimFE = j

esiste u € F tale che

ggg <Ua'U>p <U7u>p

e da qui seguira la tesi. Sia dunque v € E. Allora u = Zgzl a;w;. Cerchiamo
coefficienti a;, i = 1, ..., 7 tali che u € le_l, cioe

<uv u1>,0 =0

(U, uj—1)p =0
che ¢ un sistema lineare di j — 1 equazioni in j incognite, quindi ha una
soluzione non banale. Esiste quindi 0 # v € E U V}f LU= ZZO:]. bpuy, con

by, € R. Normalizziamo eventualmete i b, in modo che [[ul|7q) = -5, b =
P
1. Allora

(Z by, thuh) = bpBlup,un) =D b =N ) by =N,
h=j h=3 h=j

da cui la tesi.

O
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4. SULLA DIPENDENZA DEGLI AUTOVALORI DALLA
DENSITA DI MASSA

La rappresentazione variazionale degli autovalori data dal Teorema 3.0.17

JoJVul? dx

Ailpl= inf  sup =——
i17) B<wl2(Q)uer [oulpde
dimE=j u#0

mostra chiaramente che \;[p] ¢ una funzione localmente Lipshitziana di p € R.
Infatti, consideriamo la funzione

JoVul? dx
—_ 4.0.1
P Jou?pdu ( )

Ora

JJVul? dz [u?(ps — p1) d

i de) (s 2

JJVul® dz [ou’ dz|lps — pils
T

1 [JVul?*dx
o?  [ju?dz
1 6 [)Vul*dz
o? [ u?pydx

JJVulPdz [ |Vul?dz
fQu2p1 fgu2p2 dx

HP2 - Pl”oo

P2 — p1lloo »

per ogni p1, p2 € R, dove

a = min{essinfg p, essinfg po} > 0,

[ = max{esssupg, p1, €ssSupg P2} -

Quindi
2 2
Jou?pr da a? Joups d
JyVuPds [
m 1+§Hp2—p1\|oo :

Se p1, p2 € R sono tali che

B
1= Ll — mlle > 0,
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cioe
o2

lo2 = prllee <

allora passando al sup, e poi all’inf nella (4.0.2), si ottiene

Mol (1= Sl = o1l ) < Al < xloi (14 Sl =il )

da cui 8
IAjlpa] = Ajlpa]] < Aj[ﬂl]@“/& — pi1llo

e quindi la locale Lipshitizianita delle funzioni A;[-].

Vorremmo ora capire se la dipendenza degli autovalori da p € piu che contin-
ua, visto che per risolvere i problemi di massimo e di minimo che ci interessano
abbiamo bisogno che tali funzioni siano differenziabili rispetto a p, e ci serviranno
le corrispondenti formule per tali differenziali. Ricordiamo alcune definizioni.

Siano X e Y due spazi di Banach e sia afvi][ve]...[v,,] un’applicazione n-lineare
simmetrica continua di X™ in Y. L’applicazione di X in Y che a v € X associa
a(v) = afv]™ & detta monomio di grado n generato da «. Per un monomio di
grado n si introduce una norma ponendo

la()

6] = sup T
w0 ol

Chiamiamo serie di potenze, definita in X, a valori in Y, una serie del tipo:

> aufe]" (4.0.2)

dove «,, € un’applicazione n-lineare continua simmetrica di X" in Y per ogni
n € Ny. Indichiamo con &, il monomio di grado n associato ad «,,. Supponiamo
che per un numero reale r > 0 la serie

> el (4.0.3)
n=0

converga. Allora la serie (4.0.2) converge per tutti i v € X tali che ||| < r. 1l
numero R > 0, estremo superiore degli r per cui (4.0.3) converge, si dice il raggio
di convergenza della serie di potenze (4.0.2). Giungiamo quindi alla seguente

Definizione 4.0.4. Siano X,Y spazi di Banach, sia 2 un aperto di X e f una
funzione di Q2 in Y. Si dice che f ¢é analitica in xo € ) se esiste una serie di

potenze
(o.9)
Dol
n=0

con raggio di convergenza positivo, tale che in un intorno di zq si abbia f(xo+v) =

D e O [V]"
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Per lo studio della dipendenza degli autovalori del problema (3.0.1) dalla den-
sita di massa p, € opportuno richiamare alcuni risultati astratti sulla dipendenza
degli autovalori di un operatore compatto autoaggiunto su uno spazio di Hilbert
dotato di un prodotto scalare che varia al variare dell’operatore.

E noto che se su uno spazio di Hilbert H si fissa un prodotto scalare, gli auto-
valori di un operatore compatto autoaggiunto 7" su H dipendono con continuita
da T stesso. In piu, se abbiamo una famiglia di operatori compatti autoaggiunti
{T,,}ner, che dipendono analiticamente da n € Iy, dove I, & un intervallo di R
contentente lo 0, e Ty possiede un autovalore i di molteplicita m > 1, allora
dal Teorema di Rellich e Nagy [17] segue che esistono m funzioni p[-], ..., tm[]
analitiche definite in un intorno di 0 tali per cui fip = p1[0] = - - -, [0], e tali che
palnl, .-, m[n] sono autovalori di T;,. Questo risultato vale per famiglie di opera-
tori che dipendono analiticamente da un solo parametro. Si potrebbe pensare che
tale risultato possa essere esteso alla dipendenza da piu parametri, o alla dipen-
denza degli autovalori dell’operatore T" da T" stesso, facendolo variare nello spazio
degli operatori compatti autoaggiunti di H in se. Questo pero non si verifica in
generale, come mostra il seguente controesempio. Sia ad esempio dimH = 2. Sia
A operatore compatto autoggiunto, dipendente dai parametri xi, xo € R. Sia la
rappresentazione matriciale dell’operatore la seguente

A:<1—I—X1 X2 )
X2 I—x1

Gli autovalori di A sono chiaramente

plxn, xe] = 14+ XT+ X3, palx, xe] =1 — /X3 +x3,

che ovviamente non sono funzioni differenziabili in (x1, x2) = (0,0), quindi non
sono neppure analitiche. Se pero ora consideriamo le funzioni

pilxt, Xa) + talxas x2] = 2,

fax1s Xl [xa, x2) = 1 — X7 — X3,

si vede che esse invece sono analitiche. Queste sono le funzioni simmetriche ele-
mentari degli autovalori per A, che coincidono a meno del segno, con i coefficienti
del polinomio caratteristico di A. Da questo esempio in dimensione finita, viene
naturale aspettarsi che, sebbene gli autovalori in generale non siano funzioni
differenziabili dell’operatore che stiamo considerando, le funzioni simmetriche el-
ementari degli autovalori lo siano, o che siano addirittura analitiche.

Questo ¢ dimostrato in [14, Sect.2]. Noi riassumeremo qui, senza fornire di-
mostrazioni, quanto provato sull’analiticita delle funzioni simmetriche elementari
degli autovalori. Iniziamo dunque con delle notazioni. Siano X,Y, 7 spazi di
Banach reali. Sia £(X,Y) lo spazio delle funzioni lineari e continue di X in
Y. Esso ¢ ovviamente uno spazio di Banach, con la solita norma [|Allz(x,y) =

sup zex ||Az|ly. Sia B(X x Y, Z) lo spazio delle funzioni bilineari e continue di
lz||x=1
X x Y in Z, fornito della solita norma || B||gxxy,z) = SUPzex , 2| x <1/ B(x, ¥)] z-
yeY, [lylly <1
Sia (H, (-,-)) uno spazio di Hilbert reale e sia ||-|| la norma associata al prodotto

scalare (-,-) di H. Denotiamo poi con Hg lo spazio vettoriale H fornito di un
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prodotto scalare Q = Q(+, ), e denotiamo con ||-||o la norma associata al prodotto
scalare () su H. Denotiamo con KC(H, H) il sottospazio di L(H, H) degli oper-
atori compatti. Si dimostra facilmente che IC(H, H) & un sottospazio vettoriale
chiuso di £L(H, H), per cui ¢ uno spazio di Banach. Denotiamo con Ks(Hg, Hg) il
sottospazio di K(Hg, Hg) di quegli operatori T tali che Q(T'u,v) = Q(u,Tv) per
ogni u,v € Hg. Anche questo ¢ uno spazio di Banach, poiche sottospazio chiuso
di K(Hg,Hg). Sia T un operatore compatto e autoaggiunto su H, e sia o(7T)
lo spettro di T, che per il Teorema 2.2.7 € un sottoinsieme finito o numerabile
di R. Denotiamo con j™(7) il numero degli autovalori positivi di T, ciascuno
contato un numero di volte pari alla sua molteplicita, e con j~(T') il numero degli
autovalori negativi di 7', sempre contati secondo la loro molteplicita. Poniamo

poi

Allora & univocamente determinata la funzione che a j € J(T') := JT(T)UJ (T)
associa ;[T € R, tale che sia decrescente su J~(T) e su J*(T') e tale che

o(T)\A{0} = {wlT] - j € J(T)},

e tale che ogni autovalore sia ripetuto un numero di volte pari alla sua molteplicita.
Ora si vuole che I'immersione di H in H sia continua, e perche cio sia possibile, si
deve richiedere che il prodotto scalare () sia coercitivo su H. Un prodotto scalare
e una forma bilineare e simmetrica. Introduciamo allora il seguente insieme

Bs(H? R) := {B € B(H*R) : B(uj,us) = B(ug,u;) per ogni u;,us € H}.

Chiaramente Bs(H?,R) & un sottospazio chiuso di B(H?, R). Denotiamo 'insieme
degli elementi di Bs(H?,R) che sono coercitivi con

Q(H?* R):={B e Bs(H*R) : [B] > 0},
dove n[-] ¢ la funzione di B(H? R) in R definita da

n[B] = in {ﬁ’(zl’é‘) e H\{O}},

per ogni B € B(H? R). E immediato osservare che @ ¢ un prodotto scalare
coercitivo se e solo se I'immersione di Hg in H ¢ un omeomorfismo.
Poniamo ora

M ={(Q,T) e BS(HZ,R)XIC(H, H) : Q(Tu,v) = Q(u,Tv) per ogni u,v € H},
che & un chiuso di Bs(H? R) x K(H, H). Inoltre definiamo

O:=MnN(QH*R) x K(H H))
= {(Q,T) € Q(H*R) x K(H,H) : T € Ks(Hg, Hp)},

che ¢ un aperto di M. Vale allora il seguente teorema, cfr [14, Thm. 2.4]
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Teorema 4.0.5. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia j € Z \ {0}. Allora l’insieme
Aj =@ T) 0 :je )}

¢ aperto in M. La funzione p;[-] di Aj in R che a (Q,T) € A; associa ;1] é
continua.

Considereremo ora un fissato sottoinsieme finito ' di Z \ {0}, e I'insieme delle
coppie (Q,T) per le quali F' C J(T'), e per le quali gli autovalori ;[T con j € F
non sono uguali ad alcun autovalore 14[T] di T con [ € J(T) \ F. Sia dunque

AlF1:={(@Q.T)€ O : je JIVje F, wT] & {i[T] : j€ F}vie J(CC)\F})-
4.0.6

Dal Teorema 4.0.5 segue che le funzioni p;[-] sono continue su A[F| per ogni

j € F,ed A[F] ¢ aperto in M.

Definiamo ora, per ogni sottoinsieme finito F' di Z\ {0}, e per ogni (Q,T) € A[F],

la proiezione ortogonale Pp[Q,T]| di Hg sul sottospazio E[T, F| di Hg generato

dall’insieme

{ue Hy : Tu=pu, 3 pe{pl]:jeF}}

Cio che vogliamo fare ora & analizzare la dipendenza di Pp[Q,T] dalla coppia
(Q,T). Grazie a un risultato di Kato [11], si puo dimostrare il seguente

Teorema 4.0.7. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia F' un sottoinsieme finito di
Z\ {0}. Allora la funzione Pr di A[F| in L(H,H) che a (Q,T) € A[F] associa
PrlQ,T] é continua.

Inoltre & dimostrato in [14] che la funzione Pr|@,T] dipende analiticamente
da (@, T) nel senso precisato dal seguente teorema

Teorema 4.0.8. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia F' un sottoinsieme finito
non vuoto di Z \ {0}. Sia (Q,T) € A[F]. Allora esiste un aperto W di (Q,T)
in Q(H?,R) x L(H,H) e un operatore analitico P, di W in L(H, H) tale che
PLIQ.T] = Pr[Q,T] per ogni (Q,T) € W N A[F].

Usando il Teorema 4.0.8 si puo mostrare che si puo scegliere una base ortonor-
male di E[T, F] che dipende analiticamente da (Q,T).

Proposizione 4.0.9. Sia H uno spazio di Hilbert reale. Sia F' un sottoinsieme
finito di Z\ {0}, (Q,T) € A[F]. Sia {i; : j € F} una base ortonormale di
E[T,F] in Hg. Allora esiste un intorno Wy di (Q,T) in Q(H?,R) x L(H, H)
contenuto nell’intorno W del Teorema 4.0.8 , e |F| operatori analitici w;l, -],
JjeF, diWy in H tali che:

i) {u;[Q,T) : j € F} éun insieme ortonormale in Hg, per ogni (Q,T) € Wy,

i) {u;[Q,T] : j € F} éuna base ortonormale per l'immagine di PLIQ,T), che
coincide con E[T, F|, in Hg, per ogni (Q,T) € Wy N A[F],

iii) u;[Q,T) = 1i; per ogni j € F.

Il problema agli autovalori che avevamo inizialmente considerato puo ora
essere ridotto a un problema in dimensione finita.
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Proposizione 4.0.10. Sia H spazio di Hilbert reale. Sia F' un sottoinsieme finito
di Z\{0}. Sia (Q,T) € A[F]. Sia {t1,...,ujp} una base ortonormale di E[T, F
in Hy, e {u;[Q,T] : j=1,...,|F[} come nella proposizione precedente. Sia S la
funzione di Wy nell’insieme Mp|(R) delle matrici |F| x |F| a coefficienti reals,
definita da

S[QaT] = (Shk[QaT])h,kzl ..... |F| = (Q(Tuk[Q7T]7uh[QaT]))h,k:1 ..... |F|

per ogni (Q,T) € Wy. Allora S[-,-] ¢ analitica, ed S[Q,T] é simmetrica per
ogni (Q,T) € Wo N A[F]. In pii se (Q,T) € Wo N A[F|, allora i p;[T] per
ogni j € F sono gli autovalori di S[Q,T] contati secondo la propria molteplicita.
Infine, se si assume che p; [T] assuma un valore comune fi; per ogni j € I, allora

il differenziale di S[-,-] in (Q,T) ¢ dato dalla formula
as(Q, 1)(Q. 1) = (Qaw.@)) . per ogni (Q,1) € Bs(H* R)xL(H H).

Grazie alla Proposizione 4.0.10, e sfruttando quanto stabilito in [14, Thm.
2.27, Corol. 2.28], ovvero una variante del Teorema di Rellich-Nagy valida anche
per prodotti scalari variabili, si mostra che vale il seguente

Teorema 4.0.11. Sia H spazio di Hilbert reale, F' un sottoinsieme finito non
vuoto di Z \ {0}. Siano

Mpa[T) = >, [T]
neF

M T] = Y wulT]- - p[T], Vs e {l...|F]},
J1seesJs €F
J1<<Jis

Mpp[T) = [ w1,
jEF
per ogni (Q,T) € A[F], le funzioni simmetriche elementari degli autovalori ;[T
con indici j € F. Sia (Q,T) € A[F]. Allora esiste un intorno W di (Q,T) in
Q(H?,R) x L(H, H), e delle funzioni analitiche Mgﬂ’s[-, ||, per ogni s = 1,...,|F|,
di W in R tali che
M} [Q.T] = Mp,[T]

per ogni (Q,T) € wn A[F], e per ogni s = 1,...,|F|.
Se inoltre esiste fi € R tale che fu = p;[T] per ogni j € F', e se {ly, ..., Ujp} € una
base ortonormale per E[’f, F] in Hg, allora la derwata parziale di Mgs rispetto
aT in (Q,T) é data dalla formula

|F|

i@ = (10 S adna, @

s—1
=1

per ogni T € Ks(Hg, Hg), e per ogni s =1,...,|F].
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Per i dettagli tecnici e per le dimostrazioni dei risultati appena richiamati, si
rimanda a [14].

Un importante risultato sulle applicazioni analitiche tra spazi di Banach e che
la composizione di due applicazioni analitiche e ancora un’applicazione analitica.
Ora, se ad esempio U ¢ un aperto di uno spazio di Banach X e G ¢ un’appli-
cazione analitica di ¢ in A[F], allora le funzioni Mp,[G(-)] per s =1, ..., |F| sono
analitiche in U.

Torniamo ora al caso concreto che stiamo studiando. Analogamente a quanto
fatto sopra, fissiamo un insieme finito di indici ¥ C N. Nel caso che stiamo
trattando, lo spazio di Hilbert reale che prendiamo in considerazione ¢ lo spazio
L3(2), e le coppie (Q,T) di prodotto scalare su L?(€2) e di operatore che andremo
a considerare saranno del tipo ((-,-),,7,) con p € R. Poiche tale coppia dipende
da p € R, andiamo a considerare quelle densita p € R per le quali gli autovalori
con indici in F' non coincidono con gli autovalori con indici non in F', ovvero

RIF]:=={peR : Nlp] # Nlp], Vj€ F,le N\ I}

O[F] :={p e R[F] : Aj\[p] = Npolpl, Vi, j2 € F}.
Allora possiamo provare il seguente Teorema.

Teorema 4.0.13. Sia Q un aperto connesso di RN di misura finita. Allora R[F]
e un aperto di L>°(Q), e le funzioni simmetriche elementari degli autovalori

Aealol = 3 Aol All. h=1, ... |F| (4.0.14)

1y in EF
J1<-Jhn

sono analitiche in R[F]. Inoltre, se p € O[F] ¢é tale che gli autovalori \;[p]
assumono il valore comune Ap[p] per ogni j € F, allora il differenziale delle
funzioni Apy, nel punto p e dato dalla formula

el = Nl (') ) X [, (1.0.15

leF

per ogni p € L>(Q), dove {w;} & una base ortonormale per Ap[p] in L2(Q).

Dimostrazione. Osserviamo inizialmente che la funzione di R in Q(L?*(Q2)%, R)
che a p € R associa il prodotto scalare (-,-), ¢ lineare e continua, mentre
la funzione di R in K(L*(Q),L*(Q)) che a p € R associa T, essendo com-
posizione di funzioni lineari e continue, ¢ lineare e continua. Le applicazioni
lineari e continue in particolare sono analitiche, per cui la funzione di R in
Q(L*()%,R) x K(L*(2), L*(2)) che a p € R associa ({-,-),,T,), essendo com-
posizione di funzioni analitiche, ¢ analitica. Dal Lemma 3.0.3 segue che T, ¢
un operatore compatto autoaggiunto rispetto al prodotto scalare (-,-),, e i suoi
autovalori 1;[p] sono i reciproci degli autovalori \;[p]. Quindi 'insieme R[F]] co-
incide con l'insieme {p € R : u;[p] # wlp], Vj € F,l € N\ F}. La funzione
p = ({,)p,T,) € una mappa analitica di R in

O = {(Q.T) € Q(L*(2)*,R) x K(L*(), L*(2)) :
Q(Tu,v) = Q(u, Tv) per ogni u,v € L*(Q)},
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e I'insieme R[F] coincide con l'insieme

{peR () T)) € AlF]},

dove A[F] ¢ l'insieme definito in (4.0.6), con H = L*(). Dal momento che
A[F] & aperto in Og (Teorema 4.0.5), e la funzione p — ((-,-),,7,) € una mappa
continua di R su Ogq, segue che R[F] ¢ un aperto di L>°(2). Dal Teorema 4.0.11
segue dunque che le funzioni di R[F] in R che a p € R[F] associano

Trale) = Y wilel - wilo) (4.0.16)
]1 ..... ]hGF
J1<<Jh
per ogni p € R[F] sono analitiche per ogni h = 1, ..., |F|, poiché composizione di

funzioni analitiche. Ora, visto che gli autovalori p;[p] di T}, sono i reciproci degli
autovalori A;[p], si vede facilmente che

Lriri-nlp]
Applpl = —=—————F+ (4.0.17)
7! Le k(o]
per ogni h = 1,...,|F|, dove abbiamo posto I'ry := 1, e quindi le funzioni ele-

mentari simmetriche degli autovalori Ag[p] sono funzioni analitiche di p € R[F].
Mostriamo adesso la formula (4.0.15). La funzione I'pj[p] € data dalla com-
posizione della funzione Mpgp[T] definita nel Teorema 4.0.11 con la funzione
che a p € R[F] associa T,. Dalle regole usuali del calcolo differenziale, e dal
Teorema 4.0.11 segue subito che

|F|

dl'rplpllp] = ('g'__f) A" (ATl [w), w) (4.0.18)

per ogni p € R[F],p € L*(Q). Calcoliamo ora (dT,[p][w],u;),. Dalla (3.0.1)
ricaviamo l'uguaglianza —Alw| = ApJ,[w]. Allora si ha che

(TNl w)y = JpldT,[p)[w]][w] = —J,[w][ATVd T, [p][w]

= A IAIA][ATVd T[] lw]] = Ap [Pl AIATVd ][] [w]

= s fu) = 3] [ utpds. (4.0.19)

per ogni p € L*(Q),l € F. Ora da (4.0.17), (4.0.18) e (4.0.19), e dalle regole
usuali del calcolo differenziale, segue che

dU gy r1—wlpl 0] F r P — T ryr1—alpldD g e (0] 4]
F%,|F| (]

i {<\F’|F—’Zi P (’?)A;ﬂ_ww}

|| Ll

A Sl = 3o () S [t

=1 =1

dAr[p][p)

Il teorema e stato cosi provato. O
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Per concludere la sezione, osserviamo che se j € F' | allora la restrizione della

funzione di R in R che a p € R associa \;[p] a O[F] & una funzione analitica:
Aral]
|£

infatti \;[-] coincide su ©[F] con la funzione analitica
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5. SULLE DENSITA DI MASSA CRITICHE

In questa sezione discuteremo un risultato relativo alla non esistenza di densita
di massa critiche p € R per le funzioni Ap, sotto la sola condizione

/pdx = costante. (5.0.1)
Q

Abbiamo quindi bisogno di opportune condizioni necessarie affinche un elemento
p € R sia un punto critico per tali funzioni sotto la restrizione (5.0.1). Intro-
duciamo la definizione di sottovarieta di Banach, che ci servira per richiamare la
teoria dei massimi e minimi vincolati per spazi di Banach.

Definizione 5.0.2. Sia Y uno spazio di Banach e M un sottoinsieme di Y non
vuoto. Si dice che M ¢é una sottovarieta di Banach di' Y di classe C*, con k > 1,
se esiste uno spazio di Banach X tale che per ogni yo € Y esiste xg € X, un
intorno Uy, di xo in X, un intorno V,, di yo in Y ed un diffeomorfismo ¢ di
classe C% di Uy, in V,y N M, con ¢(xg) = yo. Inoltre se ¢y ¢ diffeomorfismo di
classe C% di Uy, suV,, N M e @y ¢ diffeomorfismo di classe C* di U, suV,,N M,
allora applicazione py 0@yt ¢ un diffeomorfismo di classe C* di o1 (ViNVyN M)
su o (Vi N Vo N M), per ogni y1,ys € M.

La definizione e analoga a quella data per sottovarieta di spazi di dimensione
finita. Si osserva pero che se dimX = oo, ci sono alcune differenze dalla usuale
situazione.

Definizione 5.0.3. Sia X wuno spazio di Banach. Sia G C X un sottospazio

chiuso di X. Si dice che un sottospazio L di X e il supplementare topologico di
G se

i) GNL={0} eG+L=X

ii) Le proiezioni canoniche di X su G e di X su L sono operatori lineari e
continua.

La prossima proposizione si vede essere banalmente verificata quando dimX < oo.

Proposizione 5.0.4. Siano X,Y spazi di Banach, e siano xq, yo, Uy,, Vy,, ¢ come
nella Definizione 5.0.2. Allora dy(xg) € iniettivo e Imdp(zg) € un sottospazio
chiuso di'Y che ammette un supplementare topologico in Y .

Si capisce che nei teoremi delle immersioni e delle sommersioni nel caso di
spazi di dimensione infinita servono delle ipotesi aggiuntive, che in dimensione
finita sono banalmente vere.
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Teorema 5.0.5. (Teorema delle immersioni) Siano X,Y spazi di Banach. Sia
Q C X un aperto di X. Sia x9 € Q e sia ¢ una funzione di Q in'Y di classe C*.
Sia (o) = yo. Si assuma inoltre che ¢ soddisfi le sequenti condizioni:

i) dp(xg) sia iniettivo, cioe che ¢ sia immersiva in Ty

ii) Imdp(xg) sia un sottospazio chiuso di Y che ammette un supplementare
topologico Z.

Allora esistono un intorno Uy, di xg in Q, un intorno V,, diyy in'Y, una funzione
Y di Vi, su Uy, di classe C* tale che ¢ o ¢ = 1. Inoltre esiste una funzione g di
classe C* definita su V,, a valori in Z tale che dg(yo) sia suriettivo e tale che

i) o(Usy) ={y €V} : g(y) =0}
ii) kerdg(yo) = Imdp(zo).

Teorema 5.0.6. (Teorema delle sommersioni) Siano Y, Z spazi di Banach. Sia
yo €Y, Vo un intorno di yo in Y e sia g una funzione di Vi, in Z di classe
Ck sommersiva in yo, ovvero tale che dg(yo) sia suriettivo su Z. Si supponga
inoltre che T := kerdg(yo) ammetta un supplementare topologico K in'Y. Sia
Yo = to+ ko, conty € T, ky € K. Allora esiste un intorno Ty, di tg inT e un
intorno Ky, di ko in K e una funzione n di Ty, in Ky, con n(ty) = ko di classe
C* tale che

i) {y € Too + Kiy = 9(y) = g(vo)} ={t +n(t) : t € Ty},

ii) la funzione che at € Ty, associa t+n(t) €Y é immersiva in ty e l'immagine
del suo differenziale in ty coincide con ker dg(yo).

I teoremi delle immersioni e delle sommersioni forniscono localmente una va-
rieta di Banach M come il grafico di una funzione immersiva, o come l'insieme
degli zeri di una funzione sommersiva. Nelle notazioni dei teoremi precedenti, se
M e una varieta di Banach di Y, yg € M e ¢ e una parametrizzazione locale
attorno a gy definita su 2 C X, e g definita su Y a valori in Z € un sistema di
vincoli per M, abbiamo visto che si ha Im dg(x¢) = kerdg(yy). Tale sottospazio
vettoriale ¢ detto spazio tangente alla varieta M in yo, e si indica con T, M. Esso
& omeomorfo allo spazio delle coordinate X, e non dipende dalle carte con cui la
varieta viene rappresentata.

Ora, sia f una funzione definita su un intorno di M a valori in R. Un punto
Yo € M sara di massimo o di minimo locale per f su M se e solo se g € X
tale che ¢(xg) = yo € di massimo o di minimo locale per f o ¢. E questo e facile
vedere che € equivalente a dire che ker df (yo) 2 Im dp(x¢) = T,,M. Ma allora cio
& equivalente a dire che ker dg(yo) C kerdf(yo). Ma poiche dg(yo) & suriettivo, dal
teorema di omomorfismo per spazi vettoriali segue che questo accade se e solo se
esiste una funzione A lineare e continua di Z in R tale che

Ao dg(yo) = df (vo)- (5.0.7)

Possiamo ora dare la seguente



41

Definizione 5.0.8. Sia Q un aperto di RY. Sia F una funzione differenziabile,
definita su un aperto U di L>°(Q) a valori in R. Sia M[p] = [,pdx per ogni
p € L*(Q). Diciamo che p € U é una densita di massa critica per F sotto la
condizione (5.0.1) se

ker dM|p] C ker dF[p]. (5.0.9)

Prima di mostrare che non esistono densita di massa critiche per le funzioni Ag,
sotto la condizione (5.0.1), ricordiamo alcuni risultati preliminari.

Lemma 5.0.10. Sia 2 un aperto di RY. Sia p € [1,+00]. Sia {fi}ren € LP(),
f e LP(Q) tali che limy, oo fo — fllzr) = 0. Allora

i) Esiste una sottosuccessione { fi, }jen di {fr}ren tale che

lim fy, () = f(z) q.o.su Q.

j—}OO

ii) FEsiste h € LP(2) tale che

| fr;(x)| < h(x) q.o0.su, perognije€N.

Vogliamo ora mostrare questo risultato

Proposizione 5.0.11. Sia Q un aperto connesso di RY. Siano uy,...,u; €
WEA(Q). Allora /& + - + &2 € WH(Q).

Dimostrazione. Mostriamo il risultato per £ = 2. Per induzione seguira la tesi.
Dividiamo la dimostrazione in 4 punti.

1. Siano u,v € W2(2). Per il Teorema 2.1.17 esistono successioni {u, }men,
{Vm Fmen in C®(Q)NW2(Q) tali che lim,, o0 Uy, = win WH2(Q) e lim,y, o0 Uy =
v in WH2(Q). Sia f una funzione definita su R? a valori in R, f € C*(R?),
f = f(z,y), tale che 8f , gf siano limitate, e che f(0,0) = 0. Esistera quindi
M > 0 tale che supR2|8$| <Me SupR2|a—y| < M. Ora la funzione f(ty,, vy)
di © in R & chiaramente di classe C?, per cui vale la ben nota regola della

catena per la derivazione della composizione di funzioni:

Of (U, Vm)  Of (Um, Um) O, N Of (U, V) Oy

ox; Ox ox; dy oz

Ora % af sono limitate, mentre %1;’”, ?91;’” € L*(Q), quindi T(um,vm) €
L3(92).

Poiche f(0,0) = 0, ed f & di classe almeno C', esiste a > 0 tale che
7@ 9)] < all@,p)la, e quindi |f (1, on)] < ayid, + 02, ¢ a2 + 07, €
L3(Q2), quindi f(tm, vm) € L*(R2). Si conclude che f(uy,, vy,) € WH2(Q).

2. Per lo stesso argomento del punto 1, f(u,v) € L*(Q) e gf(u U)ax +
gg (u,v) 5" 9v. ¢ 12(Q). Sappiamo che lim,, o0 Uy, = w in L2(), limyy,_e0 U =

v in LQ(Q), e che per ogni multiindice @ € N} con |a| = 1, lim,,, o D*u,, =
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D in L*(Q), lim,, oo D*,, = D% in L*(Q). Vogliamo mostrare che
f(u,v) € WH2(Q), dobbiamo dunque far vedere che

do . Of(u,v) Ou  df(u,v) Ov
/Qf(u,v)ﬁ—xj dr = —/Q( or o, + Iy 8xj)¢dx’ (5.0.12)

per ogni ¢ € C°(€). Poiche il differenziale df ¢ limitato su RY | ovvero esiste
K > 0 tale che ||df(z,y)| < K per ogni (x,y) € R? si ha chiaramente che
iMoo f(tm, vm) = f(u,v) in L*(2), infatti

/ Pty o) — flu,0)Pde < K / (s — )2 + (v — v) da
Q Q
= K2(||um—u||%2(9) - ||vm—v||%2(9)).

Ora, per il Lemma 5.0.10 sappiamo che esistono sottosuccessioni {tm, }ren,
{vm, }jen di {tm}men € {Um}men rispettivamente, tali che convergono pun-
tualmente a wu, v rispettivamente, quasi ovunque su 2. Senza perdita di
generalita possiamo supporre che gli indici my e m; delle due sottosucces-
sioni siano gli stessi, ed anzi d’ora in poi indicheremo queste sottosuccessioni
nuovamente con {t, tmen € {Um tmen. Mostriamo che

o 2 0) Oy _ 05 (u,0) O

m—s00 ox 0z Or Ox;

n L*(Q). (5.0.13)

Si ha infatti

Of (U, V) Oy, Of (u,v) Ou

Ox Oz, Or Ox;
~ Of (U Um) (8um 8u> N (8f(um,vm) B 8f(u,v)) ou

Oz Jr;  Ox; ox ox ox;’
quindi
0f (s V) Dutre Of(1,0) D
Ox 0z, Or Ox;
L2(9)
< Of (U, Vm) (Oum  Ou N Of (um,vm)  Of(u,v)\ Ju
- Ox Oxr; Oz Ox Ox x;
12(@)
2 1/2
<] ([ ](Mlmtn) Sty o)
Or; Oz @) Q ox ox Oz,

Ora, il primo termine tende a 0 per m che tende a oo, poiche %LT”? converge
J

a 2% in L2(Q). Inoltre, dalla continuita di 3, segue che
J

a % quasi ovunque su 2, quindi sono verificate le ipotesi del Teorema
della convergenza dominata per il secondo membro. Allora e chiaro che la
(5.0.13) & vera. Dalla disuguaglianza di Holder segue subito la validita di

(5.0.12)

af(um 7'Um)
" ar converge
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3. Consideriamo ora f. = y/x?+ y? + &2 — . Chiaramente essa ¢ di classe
C'(R?). Per quanto mostrato al punto precedente si ha

ou v
= .0.14
/feuv o dr = / u2—1—"02—|—52< o, aj)(bdx (5.0.14)

per ogni ¢ € C°(Q2). Passando ora al limite per ¢ — oo nella (5.0.14)
otteniamo

¢ 1 ou ov
2 27 = —
/Q\/u + v P, dx /Q = (u&vj + U@a:j) pdx (5.0.15)

per ogni ¢ € C°(Q2). Cio si puo fare ad esempio prendendo € = % e facen-
do tendere n a +oo, e applicando il Teorema della convergenza dominata.
Quindi abbiamo provato che vu2 + v2 € W12(Q).

4. se ora {Um }men, {Um}men sono successioni in C'°(2) tali che convergono

rispettivamete a u,v € Wy*(Q), la successione {\/UQ Fo2 4L l}
meN

m m

¢ in C°(Q2), e imitando le dimostrazioni al punto 2 e al punto 3, si mostra

che converge in W12(Q) a vu2 + 02, che quindi & in W, (Q).
]

Abbiamo dunque tutti gli strumenti necessari per dimostrare il seguente Teo-
rema.

Teorema 5.0.16. Sia Q un aperto connesso di RN di misura finita. Sia F un
sottoinsieme finito di N. Allora per ogni h = 1,...,|F| la funzione Ap; di R[F]
in R che a p € R[F] associa App[p] non ha densita di massa critiche in R[F]
sotto la condizione (5.0.1).

Dimostrazione. Fissiamo p € R[F|. Esiste pertanto un intero n € N e una
partizione {Fi,...,F,} di F tale che p € Ni_,O[F;]. Per quanto osservato in
conclusione del capitolo precendente, le restrizioni a ©[F] delle funzioni Ag[]
sono analitiche, allora deduciamo che esiste un intorno W di p in R[F] tale che
W C N R[Fx). Siah € {1,...,|F|}. Riscriviamo la funzione A, in una maniera
piu conveniente ai fini della dimostrazione, ovvero

Aralp] = > TT Arenlel, (5.0.17)

0<h1<|FL|,....0<hn <|Fr| k=1

per ogni p € W. Calcoliamo il differenziale di (5.0.17) in p. Grazie alla formula
(4.0.15) scriviamo il differenziale per ogni funzione Ap, 5,. Otteniamo

0<h1 <[ F1],...,0<hn <| Fy = j=
hi+-+hn=h J#k

3 Z : IF -1 Z
O§h1§|F1‘7---70§hn§‘Fn| lEF
hy+-+hn=h
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dove by, = H?:}c Ap, ;[0 e {ui}ier, @ una base ortonormale in LZ(€2) dell’au-

j
tospazio relativo a Ap, [p] € Ap,[p] € il valore assunto da tutti gli autovalori A;[p]
con j € Fj. Da cio segue che

dA g (] ch/Zulpdm——/<chZul>pdx (5.0.18)

lEFk k=1 leF},

per ogni p € L*(£), per opportuni ¢, € R, k = 1,...,n. Notiamo che le costanti
cr sono chiaramente positive per ogni k = 1,...,n. Ragioniamo ora per assurdo,
e supponiamo che p sia una densita di massa critica per la funzione Ay, sotto la
restrizione (5.0.1). Dalla (5.0.7) segue che deve esistere una costante ¢ € R tale
che dApp[p| = —cdM|p], cioe deve esistere ¢ € R tale che

/(chZul) pdx—c/pdm

k=1 lEF)

per ogni p € L*(Q). Quindi dall’arbitrarieta di p segue che

(zn:ckZu?) =c, q.0.in Q.

k=1 leFy,

Tale uguaglianza implica ¢ > 0, poiche abbiamo osservato che le costanti ¢, sono
positive. Ora u, € Wy*(Q), e allora la funzione (3)_, > ier, (Veru)?)? & in
Wol’2(Q) per la Proposizione 5.0.11, ed & uguale quasi ovunque su € a y/c. Quindi
Vu = 0 quasi ovunque su 2, e dalla disuguaglianza di Poincaré segue che ¢ = 0,
e quindi che u; = 0 per ogni [ € F'. Ma cio non ¢ possibile. O]

Per quanto provato nel secondo capitolo, 'autovalore principale A;[p] & semplice
per ogni p € R. Segue immediatamente il

Corollario 5.0.19. Sia Q un aperto connesso di RN di misura finita. Allora

non ci sono densita di massa critiche in R per la funzione che a p € R associa
Alp] € R, sotto la condizione (5.0.1).

Dimostrazione. Poniamo F' = {1} nel teorema precedente. E immediato os-
servare che R[F] = O[F] = R. La dimostrazione del corollario segue ora
immediatamente dal teorema precedente. O

Dal Teorema 5.0.16 segue anche

Corollario 5.0.20. Sia Q un aperto connesso di RN di misura finita. Sia F un
sottoinsieme finito di N. Sia M > 0 e sia Ly = {p € L>(Q) : [,pdz = M}.
Allora per ogni h = 1,...,|F| la funzione Apy di R[F]| N Ly in R che a p €
RIF) N Ly associa Apylp] non ha massimi o minimi locali.
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Teorema 5.0.21. (Teorema di Banach-Steinhaus)Siano X,Y spazi di Banach.
Denotiamo con L(X,Y) lo spazio delle funzioni lineari e continue da X in Y.
Sia {F;}jes una famiglia qualsiasi di funzioni in L(X,Y) tali che per ogni x € X

supl [ Fya x < oo.
JjeJ

Allora
supl| | xr) < o0
jeJ

Sia X uno spazio di Banach e X™* il suo duale. Definiamo la topologia debole
o(X, X*) come la piu piccola delle topologie su X che rendono continui gli elementi
di X*. Se {z,}nen € una successione in X, scriveremo x,, — x per indicare che
x, converge ad x per la topologia debole. Elenchiamo alcune proprieta.

Proposizione 5.0.22. Sia X uno spazio di Banach. Sia {x,}n,en una successione
i X. Allora

i) , — x se e solo se (¢, x,) = (P, x) per ogni ¢ € X*;

ii) se x, — x allora x,, = x;
iii) se x, — x allora ||x,| ¢ limitata e ||z| < liminf, .||z, ;
i) se x, = x e ¢p, = ¢in X* allora (¢,,x,) — (¢, x).

Possiamo poi considerare il duale di X*, e indicarlo con X**. Allora ad ogni
elemento z € X si puo associare un elemento di Jx € X** come segue:

Jr + X*=R
¢ = (Jx,p) = (), )
e si ha
[ J||x0 = ||z x-

Possiamo dunque identificare X come un sottospazio di X**. Ovvero X C X**.
Se vale 'uguaglianza, lo spazio X e detto riflessivo. Consideriamo allora sullo
spazio X* la topologia debole o(X*, X), definita come la piu piccola topologia
che rende continui gli elementi di X. Tale topologia ¢ detta topologia debole*. Se
{ fo}nen € una successione in X*, scriveremo f, — f per indicare che f, converge
ad f nella topologia debole*. Elenchiamo alcune proprieta.

Proposizione 5.0.23. Sia X uno spazio di Banach. Sia {f,}nen una successione
i X*. Allora

i) fo— f seesolose (fn,x) — (f x) per ogni x € X ;

i) se fo — f allora {||fu|}nen © limitata e || f|| < liminf, oo || foll ;

iii) se f, — f e x, = xin X, allora {f,,z,) — (f,z).

Per spazi di Banach riflessivi, si dimostra che vale il seguente teorema [2, Thm.
I11.27]
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Teorema 5.0.24. Sia X uno spazio di Banach riflessivo, e sia {x,}nen una suc-
cessione limitata in X. Allora esiste una sottosuccessione {,, }ren che converge
rispetto alla topologia debole o(X, X*).

Per quanto riguarda gli spazi L? che a noi interessano, vale il seguente teorema
di rappresentazione [2, Sect. IV.3]

Teorema 5.0.25. Sia Q aperto di RY. Siap € [1,00[. Sia T € (LP(Q))*. Allora
esiste un’unica u € L¥ (), dove p* verifica a % + ;z% =1, tale che

<T,¢>=/Qu¢dx,

per ogni ¢ € LP(Q). Inoltre vale che ||T'|| (o)) = [[ul| o (0)-

Si dimostra poi, [2, Sect. IV.3] che per p €]1, 00| lo spazio LP(£2) & separabile e
riflessivo, ed il suo duale puo essere identificato con LP"(Q); L'(€2) & separabile ma
non riflessivo, ed il suo duale puo essere identificato con L*°(€2), mentre L>°(€2)
non & ne riflessivo ne separabile, ed in generale L'(Q) C (L>)*(Q). Possiamo a
questo punto dimostrare il seguente

Teorema 5.0.26. Sia Q) aperto di RY. Sia C C L®(Q) compatto rispetto alla
topologia debole*. Allora C' ¢ limitato in L>(£2).

Dimostrazione. Lo spazio L>(2) puo essere identificato col duale di L*(2) per il
Teorema 5.0.25. Sia dunque ¢ € L'(2). Consideriamo la funzione di valutazione
Vg, di L®(Q) in R che a f € L™(Q) associa f(¢o) = (f, ¢o) = [,fdodx. Tale
funzione ¢ lineare, ed ¢ ovviamente continua nella topologia debole*. Dunque
Ugo|c ha massimo e minimo in C per il Teorema di Weierstrass. Dunque esiste
M > 0 tale che

[vgo ()] = [f ()| < M,

per ogni f € C. Dal Teorema di Banach-Steinhaus segue che

sup|| fl () < 00,
fecC

e quindi C' ¢ limitato in L>(€2). O
Ci serviremo del seguente Lemma [4, Lemma 4.2]

Lemma 5.0.27. Sia Q aperto di RYN. Sia {f,}nen C L=(2) tale che f, = f in
L>(9Q). Siano poi {gn tnen, {hn fnen successioni in L2(Q) tali che lim, .o g, = g,
lim, o0 M = h in L?(Q). Allora limy, oo (fuGn, hn) = (fg, h) in R.

Nella dimostrazione della prossima proposizione ¢ utile avere la seguente rappre-
sentazione variazionale degli autovalori del problema (3.0.1) [4, Sect. 3].

Lemma 5.0.28. (Principio di Auchmuty) Sia Q aperto di RN di misura finita.
Sia p € R. Allora si ha

-1
= inf  Ag(p,u), 5.0.29
2k(p] uweW?(Q) (s ) ( )
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dove )
Ai(p,u) = §||VU||2L2(Q> — (T = Pe-1lp))ullr2(0) »

per ogni k € N, e
J
f)][p]u = Z(uv ui>pui )
i=1
per ogni j € N. Il minimo nella (5.0.29) é si raggiunge per u = ug, normalizzata
con Hvuk||%2(ﬂ) = HukHLg(Q) = Aol

Possiamo dimostrare un risultato di continuita per gli autovalori A;[p] con
dipendenza da p € L>(Q) rispetto alla topologia debole* di L>(€2).

Proposizione 5.0.30. Sia Q) un aperto connesso di RN di misura finita. Sia
C C L*(Q2) un sottoinsieme compatto rispetto alla topologia debole™ di L>(£2)
tale che

inf essinf 0.
inf essigh ple) >

allora le funzioni di C' in R che a p € C associano \;[p] sono continue rispetto
alla topologia debole*.

Dimostrazione. Poiche C' ¢ limitato e L'(Q2) ¢ separabile, allora la topologia de-
bole* indotta su C' ¢ metrizzabile, quindi bastera provare la continuita per suc-
cessioni. Mostriamo che se {p, },en € una successione in C' convergente a p nella
topologia debole® di L>(f2), allora la successione {\;[pn]}nen converge a A;[p]
per ogni j € N. Sia o := inf,ccessinfcqp(x) > 0. Per il Teorema 5.0.26
B 1= Sup €8s sup,eq p(v) < oo. Allora per ogni p € C'si ha che a < p(x) < 5,
per ogni x € . Indichiamo \j[p,] con A7, e con u} le relative autofunzioni,
normalizzate con |[u}|[1z () =1, e tali che (u],u}),, = d;;.
Dalla rappresentazione variazionale (3.0.18) segue immediatamente che \;[] <
A} < Ajla] per ogni n € N, e quindi, poiche \} = ||Vu?||ig(m, si ha che
HVu?H%Q(Q) < \jla. Possiamo dunque estrarre una sottosuccessione {p,, }ren
di {pn }nen tale che la successione {A*} converge in R.

Lo spazio W, () & uno spazio di Banach separabile e riflessivo [2, Sect. 1X.4],
e la norma || Vu| z2(q) © una norma su Wy* topologicamente equivalente a quel-
la standard, per la disuguaglianza di Poincaré. Quindi visto che la successione
{u} }nen € limitata in VVO1 ’Q(Q), per il Teorema 5.0.24 si puo estrarre una sottosuc-
cessione {pn, }tren di {ps} tale che {uy*"} converge in W,2(€) per la topologia
debole o(W,?(Q), (Wy*)*). Rinominiamo gli indici ny, nuovamente con n, per
semplicita. Per lo stesso ragionamento, possiamo estrarre una sottosuccessione
da {pn }nen, che continueremo a denotare con {p, }nen, tale che {5}, en converge
in R e {u}}nen converge debolmente in W,*(©2). Continuiamo allora in questo
modo, e denotiamo infine con Xj il limite della successione {)\;‘} per ogni 7 € N,
e con w; il limite nella topologia debole della successione {u?} per ogni 7 € N.
Poiche W, () & immerso in L*(), e tale immersione & compatta, le successioni
{uf}} che convergono debolmente in Wy?(Q), convergono fortemente in L?(Q).
Ora, sappiamo che 0 < AT < A} < -- -, quindi passando al limite si ha anche che
0< A <X <---. Ora, dal Lemma 5.0.27 deduciamo che

i [ V- V6~ Npupods = [ V5, Vo - Tpmodr,

n—o0 0
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per ogni ¢ € WOI’Q(Q). Di conseguenza si ha che

Q Q
per ogni ¢ € Wol’Z(Q). Per il Lemma 5.0.27 si ha anche che
lim (ug', up)p, = (W, Up), = 0ij - (5.0.32)
n—oo

La (5.0.31) ela (5.0.32) implicano che {\i}jen € {)\[p]}jen. Notiamo inoltre, vis-
to che limy, o0 AT = Aj, AT = [[Vu?[|72 (g, 8t ha limy, oo | VUl r2() = ([ V]| 220)-

Dobbiamo mostrare ora che {)\;[p]};en € {);}. Ragioniamo per assurdo.
Assumiamo che esista A € {\;[p]}jen \ {Aj}jen. Sia @ un elemento non nullo del-
'autospazio relativo a A. Si ha che (@,u;), = 0 per ogni j € N. Normalizziamo

@ in modo che sia [[][zz2(q) = X' Dalla (5.0.29) segue che

-1
—— < Ai(pn. 7). 5.0.33
Notiamo che
j—1 j—1
lim P;_1[p,Ju = lim (@, ug)pu = D (U Up) Uk =0
n—o00 n—o0 = =
in L?(Q). E quindi
. _ .1 _ _
lim Aj(pp, @) = lim 5 [|Val* de — (I = Pj-i[pa]@)ll 22, o)
n—00 n—oo 2 Q bn

= 3 /Q]Vu\ dr — ||ul|rz@) = PN
Ora, facendo tendere n a infinito nella (5.0.33), troviamo che
—1 —1
e S e
2\, T 2A
per ogni j € N, e quindi A > Xj per ogni j € N. Ma questo e assurdo, visto che

la successione {\;}jen deve essere superiormente illimitata. Quindi {)\;}jeny =
{A;lp]}jen. Questo conclude la dimostrazione. O

Siamo pronti a provare il seguente

Teorema 5.0.34. Sia Q un aperto connesso di RY di misura finita. Sia F un
sottoinsieme finito di N. Sia C C R[F] un insieme debolmente® compatto in
L>(Q) tale che inf,ccessinfcqp(z) > 0. Sia M > 0 e Ly definito come nel
Corollario 5.0.20. Allora per ogni h = 1,...,|F| la funzione Apj, di C' N Ly in
R che a p € C N Ly associa App[p] ammette massimi e minimi, e tali punti
appartengono a 0C N Lyy.

Dimostrazione. Dal Teorema 5.0.30 segue che le funzioni di C' N Ly, in R che a
p € CN Ly associano \;[p] sono continue rispetto alla topologia debole™ di L*>(€2)
per ogni j € N. Ovviamente C'N Ly, essendo chiuso in un compatto, € compatto
rispetto alla topologia debole* di L>(2). Allora le funzioni Agy di C'N Ly in
R, essendo composte da somme e prodotti delle \;[p], ammettono massimo e
minimo in C'N Ly,. Per il Corollario 5.0.20 si ha necessariamente che tali punti
non possono essere punti interni di C' e quindi appartengono a dC' N L. O
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