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Capitolo 1

Aggiunte sulle serie di Fourier
separazione delle variabili

1.1 Sviluppi di soli seni e di soli coseni

Sia [ > 0 fissato, e sia f : [0,1] — C funzione in L2([0,1]). E spesso utile avere uno sviluppo di tale funzione
n [0,!] che sia di soli seni, o di soli coseni. C’& un unico modo per farlo, se si pretende che tali seni o
coseni abbiano tutti periodo non maggiore di 2! (a meno che la funzione non sia gia restrizione a [0,1] di
una funzione di periodo sottomultiplo intero di [): se si vuole una serie di soli coseni si estende prima la
funzione per parita all’intervallo [, ], poi la si prolunga in periodicita 2 all’intero asse reale; se si vuole
una serie di soli seni si estende invece prima per disparita a [, ], poi come sopra per periodicita; i valori
in —[, [ possono essere diversi, come il prolungamento per disparita in 0 deve essere 0, indipendentemente
dal valore f(0) di partenza; ma chiaramente cio altera l’estensione a [—I,[] solo su un insieme di misura
nulla.

Esercizio 1.1. Sviluppare f(z) = sinz in serie di soli coseni, e sviluppare poi f(z) = cosz in serie di
soli seni, entrambi in [0, 7].

Risoluzione. 1l prolungamento pari g di sin ¢ sin |z|, per & € [—, 0]; i coefficienti sono (il periodo & 27):

2 (7 2 [
an = an(g) = %/ sin |x| cos(nx) dz = ;/0 sin x cos(nz) dx;

si trova ag = 4/7, mentre, se n > 1 si ha
" L. .
/ sin x cos(nz) de = 3 / (sin((n + 1)z) — sin((n — 1)x)) dz;
0 0

per n = 1 si trova quindi a; = (2/) [ sin(2z) dz = 0, mentre se n > 2 si ha

1 /1—cos((n+1)m) 1—cos((n—1)n) 1+ (-1 2
ap = — - =

m n+1 n—1

Se n e dispari si trova quindi a,, = 0; se n = 2k & pari si ha

e
m(4k? — 1)’

a2k =

e quindi

4 (2kx)
sina:—w<—zcz;_ai> 0<z<m,
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la convergenza essendo anche totale. Se poi prolunghiamo per disparita cos in [—m,0[, i coefficienti

diventano: .

by, cos z sin(nz) dx

o
se n = 1 si trova by = 0, mentre, se n > 2:

wh, = ;/OW(Sin((n + 1)x) +sin((n — 1)a) dz = % <

L+ (-1 14+ (=D)™\ nd+(-1)")
n+1 n—1 - n2—1 '’
si ha quindi b,, = 0 se n dispari e

oo

2 k
cosx = —————sin(2kx O<z<m);
> — e sm(2kz) )
k=1
si noti che la convergenza non & piu uniforme, e quella puntuale si ha solo all’interno. O

ESERCIZIO 1.2. Sviluppare la funzione f(z) = |sinz|?® in serie di coseni, nell’intervallo [0, 7] (si puo usare
I'identita sin® 2 = (3sinx —sin(3x))/4). Prima di fare il calcolo, rispondere alle seguenti domande: la serie
che si otterra’ sara totalmente convergente? La serie delle derivate sara pure totalmente convergente? a
quale funzione?

Trovare poi il minimo della funzione f : R® — R definita da

T

fla,b,c) = / ||sinz|® — (acosz + bsinz + ¢)|? d.
—T

Risoluzione. La serie voluta ¢ la serie di Fourier reale di f, in periodo 2m; la funzione z — |sinz|® ¢ di

classe C?; infatti la derivata, che & f’(x) = 3|sinz|? cos z sgn(sin z) = 3sin® x cos z sgn(sinz) per = ¢ Zm,

si prolunga per continuita in ogni punto di Z; si ha anche la derivata seconda, che e

2

f"(x) = sgn(sin x)(6sin x cos?  — 3sin® z) = |sin2|(6 cos? z — 3sin’ x),

ed ¢ continua in tutto R. Cid implica che f’ ha una serie di Fourier totalmente convergente, e quindi
che la serie di Fourier di f, a sua volta totalmente convergente, puo essere derivata termine a termine:
dalle relazioni tra i coefficienti di Fourier di f ed f’ discende infatti che la serie di Fourier di f/ ¢ la serie
derivata della serie di Fourier di f (fatto generale).
OSSERVAZIONE 1. Anche se inutile ai fini delle domande poste, osserviamo che la derivata terza fuori di Zm
esiste ed e

1" (x) = sgn(sin z) cos z(6 cos®  — 21 sin” x);

f""" ha salti nei punti Zm e quindi non esiste in tali punti; f” & continua e C' a tratti, ma non C.

La serie ha solo armoniche pari, ed ¢ di soli coseni; posto n = 2k si ha:

T d 2 [T 3sinx —si
an :2/ | sin z|® cos(nx) & _ 7-/ 3s1nx—sm(3:v)cos(2kx) dzx =
2r w Jy 4

—T

3 [ 1 /.

o /. sin z cos(2kx) dx — Py /0 sin(3x) cos(2kx) dx =

% /0 (sin((2k 4+ 1)z) — sin((2k — 1)z)) dz — i/o (sin((2k + 3)z) — sin((2k — 3)x)) dx =
3 |:COS((2]€ —D)z)  cos((2k + 1).1‘):| o1 [cos((Qk —3)z)  cos((2k +3)z]" _

A 2k —1 2k+1 o 4T 2k —3 2k +3 0

St by, t/ t ot y_6_ bt 6 1
2r \2k—1 2k+1 2r \2k -3 2k+3) 27 (2k)2-9 27 (2k)2—-1
6 8 _ 1 24
21 ((2k)2 = 1)((2k)2 = 9) 7 ((2k)% — 1)((2k)? = 9)’
Quanto all’ultima domanda, il minimo richiesto e il quadrato della distanza di f dallo spazio dei polinomi

trigonometrici di grado 1; esso si ha con a,b, ¢ uguali ai coefficienti di Fourier di f (in periodo 27) e
quindi con a =b =0, e ¢ = ag/2 = 12/(97); il suo quadrato vale

T ™ (12)\?
/ \sinx|6dzf/ <9) dx;
. _e \ 97
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si ha ora
T T (3] — sin(3 2
/ \sinx|6dx:/ (3sinz — sin(3z)) dp =
. . 16
EA sin? z dx + L /W sin?(3x) dx — l/ﬂ sin z sin(3z) dx = §7T'
16 ). 16 J_, 6/ 8

ed il minimo voluto & quindi 57/8 — 288/(81x)
O

Esercizio 1.3. Provare la disuguaglianza di Wirtinger: se u : [a,b] — C & continua e C! a tratti, ed

u(a) = u(b) = 0, allora si ha
b N2 b
[ P s < (b ) | w@pds.
a 7T a

(supporre a = 0, come non & restrittivo; prolungare per disparita la funzione in [—b, b], poi per periodicita
2b a tutto R; esprimere i coefficienti di w' con quelli di u, ed usare 'identitd di Parseval). Per quali
funzioni vale 'uguaglianza?

Risoluzione. Chiamiamo ancora u la funzione cosi prolungata. Posto w = (27)/(2b) = 7 /b, si ricorda che
si ha ¢, (u') = (inw)cy,(u) per ogni n € Z (viene dalla formula, integrando per parti). Ne segue:

b “+o0 “+o0
dx .
[li= [ W@P G = X el = 3 el

n=—oo n=—oo
mentre invece €
b +o00o
dx
fully = [ Ju@P 5 = Y leatwl®
—b —
n=—oo

si noti ora che essendo u dispari si ha ¢o(u) = 0, per cui in entrambe le serie il termine con n = 0 & nullo.
Supposta u non identicamente nulla si ha

[[w'|I3 _ 2 Znezmgéo n®len (u)? ]

lulls 7 Ynezinpo len(w)?

i termini della serie a numeratore sono maggiori o uguali dei corrispondenti termini della serie a deno-
minatore; 'uguaglianza si ha per n = +1, e se |n| > 1 si ha solo per ¢,(u) = 0. Ne segue che la serie a
numeratore ha somma sempre maggiore od uguale di quella a denominatore, con uguaglianza se e solo se
cn(u) = 0 per |n| > 1; quindi

b
Lyw@fde o 2
2 (@) de b’
con uguaglianza se e solo se ¢, = 0 per |n| > 1. La disuguaglianza & stata provata; si ha uguaglianza se e
solo se u(x) = c_1e”"* 4+ ¢;e"%; ricordando che w & dispari su [—b, b] si ha c_1 = —c¢1(= ¢); 'uguaglianza
si ha solo per funzioni della forma 2icsin(wz) = ksin(mx/b), con k costante arbitraria. O

1.2 Qualche equazione alle derivate parziali

Indichiamo qui, a titolo euristico, un metodo risolutivo che si applica a certe equazioni lineari alle derivate
parziali.
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1.2.1 Equazione delle onde

Consideriamo dapprima
1
Pou(w,t) — S0 u(x,t) =0, (EQUAZIONE DELLE ONDE)
C

dove (caso unidimensionale) l'incognita u(z,¢) ¢ una funzione di due variabili. Tale equazione regola vari
fenomeni ondulatori; e ad esempio ¢ una versione di equazione di piccole oscillazioni traversali per una
corda tesa fra due estremi (0,0) ed (1,0): u(x,t) indica I'ordinata all’istante ¢ del punto della corda che ha
ascissa (costantemente) x, e ¢ &€ una costante, pari alla tensione divisa per la densita lineare della corda. In
questo caso z varia fra 0 ed ! (lunghezza della corda a riposo), e ¢, tempo, varia in R; ’equazione ¢ anche
detta equazione delle corde vibranti. Risolviamo per questa equazione del secondo ordine il problema
di Cauchy: trovare la soluzione (o le soluzioni) avendo assegnata la configurazione iniziale della corda,

La risoluzione di questo problema con il metodo di d’Alembert si trova in Analisi Due, 4.26; qui
presentiamo un altro metodo, detto di separazione delle variabili, dovuto a Fourier, che si applica a varie
altre equazioni alle derivate parziali (sempre lineari, perd). Chiamiamo soluzione stazionaria dell’equa-
zione delle onde ogni soluzione del tipo U(z)V (t), che si esprima cioé come prodotto di funzioni a variabili
separate. Imponendo che U(z)V () sia soluzione, si ottiene

1

U @)V () = zU@)V"(t) = 0; (%)

naturalmente siamo interessati a soluzioni non identicamente nulle, e quindi supponiamo U(z), V (¢) non

identicamente nulle; come discusso poi, osservazione alla fine, * ¢ allora verificata se e solo se si ha
U'(z) 1 V"(t)
Ulz) ¢ V()

= ), costante, per ogni = € [0,]], t € R. (xx)

Si hanno quindi le equazioni, lineari del secondo ordine a coefficienti costanti:
U (x) = \U(z); V'(t) = AV (),

si noti che U deve verificare le condizioni al contorno U(0) = U(l) = 0; una non difficile discussione
mostra che allora , se si vuole U non identicamente nullo, deve essere

A=\, =-n?7?/I?, neN,n>1; U(z) = ansin(v/—Apz) = kysin(nmz/l), k, € R costante.
Infatti, distinguiamo i casi A > 0, A = 0, A < 0; nel primo caso l'integrale generale di U” = \U &
Uz) = 1€V 4 cpem VAT,

ed imponendo le condizioni iniziali si trova il sistema

Y

c1+c = 0
creVA 4 026"”\[ = 0
di determinante e~ VAl — VX # 0, e quindi con solo la soluzione nulla; se A = 0 si ha U(z) = ¢; +cox, nulla

in z =0,1 se e solo se c1 = ca =0; se A < 0 si ottiene, posto w = v/ =\, U(x) = ¢1 cos(wz) + cg sin(wz);
le condizioni iniziali danno il sistema

Cc1 = 0
1 cos(wl) + cosin(wl) = 0,

che ha soluzioni non banali solo se sin(wl) = 0, verificata per wl = nm, con n intero, n > 1 (si ricordi che
¢ w > 0). Posto w,, = cnm/l laltra equazione ¢ allora V" (t) = —w2V(t), con soluzioni

V(t) = an cos(wpt) + by sin(wnt),  an, by, costanti reali.
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Le soluzioni stazionarie sono quindi
(an cos(wnt) + by, sin(wyt)) sin(nwz/l), an, b, costanti reali.

(la costante k,, si ingloba entro a,, b, ). L’equazione delle onde & lineare (omogenea), e quindi una somma
di soluzioni e ancora soluzione. Per riuscire ad imporre le condizioni iniziali avremo bisogno pero di
una somma di infinite soluzioni, in generale. La tecnica & la seguente: si prolungano le funzioni su [0, ]
a tutto [—1,1] per disparita, poi in periodicita 2l a tutto R. Tutte queste funzioni hanno una serie di
Fourier di soli seni, della forma 7, k, sin(nmz/l); in particolare si ha ug(z) = Y. o, u, sin(nmz /1),

vo(x) = D07 vpsin(nrz/l). Cerchiamo una soluzione dell’equazione delle onde della forma

o0

u(z,t) = Z(an cos(wnpt) + by, sin(wy,t)) sin(nwx/1);

n=1

imponendo la prima condizione iniziale:
o o
u(z,0) = Z ap sin(nrx/l) = uo(x) = Z uy sin(nmrx /1),
n=1 n=1

ed usando l'unicita dello sviluppo di Fourier si ottiene a,, = u, per ogni n € N. Supponendo di poter
derivare termine a termine per ottenere dyu(x,t) si ha poi

o (o)
Opu(x,0) = Z wpbp sin(nrx/l) = vo(z) = Z vy sin(nma /1),
n=1 n=1
da cui b, = v, /w, = lv,/(cnm). Si & formalmente ottenuta la soluzione

u(z,t) = Z (un cos(nmet/l) + ;:—;lc sin(mrct/l)) sin(nmz/1).

Occorre un bel po’ di lavoro per vedere se questa soluzione formale ¢ una vera soluzione. Ma ci
accontentiamo di quanto fatto.

OSSERVAZIONE 2. Validiamo qui il metodo di separazione delle variabili usato; € un fatto ovvio, ma e piu
prudente provarlo.

. Siano XY insiemi, e siano ug,u; : X — K, vg,v1 : Y — K funzioni. Si assuma che ug,vy non
siano identicamente nulle. Si ha allora uy ® vo = up ® v1 (cioe, uy(x)ve(y) = uo(x)vi(y), per ogni
(z,y) € X XY ) se e solo se esiste una costante A € K tale che sia ui(z) = Aug(x) per ogni x € X, ed
anche v1(y) = Avg(y) per ogniy € Y.

Dimostrazione. Supponiamo uy ® vg = ug @ v1. Se T € X ¢ tale che sia ug(Z) # 0, si ha v1(y) =
(u1(Z)/uo(Z))vo(y) per ogni y € Y; posto A = (u1(Z)/uo(Z)), se vo(y) # 0 si ha similmente u;(z) =
(v1(7)/vo(9))uo(z) per ogni z € X, e v1(§)/vo(y) = u1(Z)/uo(ZT) = A per la relazione precedente.
Abbiamo provato la necessitd della condizione; se essa poi vale, si ha uj(x)vo(y) = Aug(z)vo(y) e
uo(x)v1(y) = Aug(x)ve(y) per ogni (z,y) € X x Y, come voluto. O

1.2.2 Equazione del calore

Consideriamo successivamente 1’equazione del calore, caso unidimensionale:
Oru(w,t) — k2u(z,t) = 0. (EQUAZIONE DEL CALORE)

Se si ha una sbarra, su cui ¢ introdotto un sistema di ascisse z, ed u(zx,t) ¢ la temperatura del punto x
della sbarra all’istante ¢, il calore si propaga solo per conduzione, non ci sono sorgenti, né assorbimenti di
calore nella sbarra, ed inoltre la conduttivita e la capacita termica della sbarra sono supposte costanti,
I’evoluzione della temperatura nel tempo e regolata dall’equazione precedente, con k uguale al rapporto
fra conduttivita e capacita termica lineare; vedi Analisi Due, 8.18. Consideriamo qui il caso della sbarra
limitata, schematizzata dall’intervallo [0, {|; supponiamo assegnata la temperatura iniziale u(x, 0) = ug(z);
e supponiamo anche assegnate condizioni alle estremita della sbarra; ci limitiamo a considerare i due tipi
seguenti:
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e La temperatura alle estremita & mantenuta costante ed uguale u(0,t) = u(l,t) = 0 per ogni ¢ (si
puo supporre 0 la temperatura, cambiando scala se occorre).

e 0,u(0,t) = dyu(l,t) = 0 per ogni t (non c’¢ passaggio di calore alle estremita della sbarra).
Cerchiamo le soluzioni stazionarie U (z)V (t); si ottiene
U(z)V'(t) — kU"(z)V(t) = 0,
che, come prima, sono equivalenti a
kU" () = \U (x); V'(t) = AV (t) A € R, \costante.

La seconda equazione porge subito V () = Vpet; la prima si riscrive U”(z) = (A\/k)U(z); se le condizioni
al contorno sono le prime, temperatura nulla agli estremi, si ha come sopra, che deve essere A\/k = \,,/k =
—n?m? con n > 1 intero, e la soluzione & U(x) = a, sin(nmz/l), a, costante reale. Le soluzioni stazionarie
sono quindi

—k(nm/l)%t

ane sin(nma /1)

Cercando di soddisfare all’equazione ed alla condizione iniziale u(z,0

stazionarie siamo indotti a prolungare per disparita le funzioni in [—
. . o0 . . . .

di ug sia ug(x) = >, " | up sin(nmx/l); si ottiene come soluzione

) = up(z) con una serie di soluzioni
1,1]; lo sviluppo in serie di soli seni

u(z,t) = Z up e Fnm /% sin(nmz/l);  w, = 7/ uo(v) sin(nmv/1) dv
n=1 0
Il secondo tipo di condizioni al contorno porta ad avere ancora A\/k = \,/k = —(nn/l)?, ma ora

le soluzioni sono U(z) = a, cos(nmx/l), n > 0 intero, come immediato verificare. Si prolungano ora le
funzioni per parita in [—1,1] e si ottiene

o) ) l
u(z,t) = % + Z e R/ cos(nmx/l); Up = 7/0 uo(v) cos(nmv/l) dv

n=1

1.2.3 Equazione del potenziale

Risolviamo ora ilproblema di Dirichlet, nel caso particolare di un circolo. Si ha un circolo centrato
nell’origine di raggio R. Assegnata una funzione ug(z,y) continua sulla circonferenza Sg = {(x,y) € R?:
2?2 + y? = R?}, si vuole prolungare questa ad una funzione u : Bg — R continua ed armonica all’interno
di Bp, che ¢ il disco chiuso di centro ’origine e raggio R. Il problema ha anche una risoluzione con metodi
di variabile complessa, come prevedibile; ma qui lo risolviamo con le coordinate polari e la separazione
di variabili. La funzione incognita si scrive w(r,¥) = u(r cos¥,rsind), con 0 <r < R, e ¥ € R; per ogni
r fissato € periodica in 9, di periodo 27. Il laplaciano in cordinate polari si scrive

1 1
Bula,y) + Bulr,y) = 10,(rd.w(r,9)) + dBu(r, ) = 0
cerchiamo soluzioni stazionarie della forma w(r, ) = p(r)e(1¥), ottenendo

L)+ )e) + 28wy = 0

r2
da cui ) , " "o
(/) (e'(r) +27"p (r) =_¥ (9) = ) costante reale;
p(r)/r e(9)
per lequazione ¢” () = —Ap(1¥) vogliamo soluzioni periodiche di periodo 27; deve quindi essere A =

A = n?, n > 0 intero, e le soluzioni sono quindi della forma
»(9) = ay, cos(nd) + by, sin(nd).
Si deve ora risolvere ’equazione (n > 0 intero):

r2p"(r) +rp(r) = n?p(r) = 0 (*)
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Per n = 0 'equazione ¢ rp”(r) + p/(r) = 0, che &

d
(rp'(r) =0 < rp/(r) =k < p=klogr+ aop;

dr
ma vogliamo soluzioni che abbiano limite finito per » — 07, e quindi k& = 0; le uniche soluzioni
accettabili sono le costanti. Per n > 1 l'equazione precedente & un’equazione di Eulero, che si ri-
solve con il cambiamento di variabile dipendente r = e*; si pone p(e*) = v(x) e si ha, derivando,

x x x x

p(e®)e” = v/'(x), da cui p/(e”) = v'(z)e” ", e derivando ulteriormente p”(e*)e® = v’ (z)e™™ — v'(z)e™ 7,
ovvero p’’(e*) = v"(x)e™2* —v'(x)e~2*; 'equazione * diventa, posto in essa e® in luogo di r:

V' (x) =V () + ' (x) —nu(z) =0 <= v"(x) —n*v(z) =0 <= v(z) = c,e"" +d,e ",

n

ovvero p(r) = ¢,r™ + d,r~™; per avere limite finito per r — 07 deve essere d,, = 0. Si trova quindi che

le soluzioni stazionarie sono
(an cos(n¥) + by, sin(nd))r”, n=0,1,2,3,...

Per r = R si deve avere la funzione ugy assegnata; occorre quindi che i coefficienti di Fourier di tale
funzione siano esattamente a, R™ e b, R"; cioe

_ 1
" ©Rm

Si ottiene quindi lo sviluppo di Fourier della soluzione.

_ 1
" 7Rn

27 2m
ap, / uo(R cos a, Rsin @) cos(na) do; by, / uo(R cos a, Rsin a) sin(na) da.
0 0

Altre considerazioni

Nessuna delle “soluzioni” trovate alla precedente sezione & stata verificata essere tale; il principio di
sovrapposizione dice che somme finite di soluzioni sono soluzioni, ma nulla ci assicura che una somma di
infinite soluzioni sia ancora soluzione. Per I'ultima si ha

1 2

w(r, ) =5 ; uo(R cos a, Rsin a) da+

% i /027r uo(R cos a, Rsin a)(cos(na) cos(n) + sin(na) sin(n)) (%) " do =

r

) 1w/” . EARIN
da+7r; | uo(R cos o, Rsin ) cos(n(f — «)) (R> doy;

2

™

1 /27r ug(Rcosa, Rsina
0

Essendo (r/R) < 1 per ogni fissato r € [0, R[ la serie > 7, (r/R)™ cos(n(¥—«a)) & totalmente convergente;
si puo allora nella formula precedente portare la serie sotto il segno di integrale; si ha cioe

[ R L
w(r,9) = ;/0 uo(R cos a, Rsin «) (2 + Z % cos(n(d — oz))) do;
n=0

si ha poi, per ogni t € R, posto ¢ =r/R:

1 <, 1 =, it\m 1 qge't
54‘7;)(] cos(m‘)=2+Re<Z(q€ ) ) :Re<2+1_qen) =

n=1

1 + qeit 1 1+ qeit _ qe—it _ q2 1 1— q2
Re| ——— ) = =Re -—-_ -4
2(1 — gett) 2 1—2gcost+ q2 21— 2qcost + g2

Si chiama nucleo di Poisson ’espressione

1—¢?
P(g,t) = —————;

(9:%) 1 —2gcost+ q¢?’
si ha quindi

27 ) dov
w(r,9) = /0 P(r/R,9 — a)ug(R cos a, Rsin «) o = P(r/R,#) x uo(¥),

la convoluzione essendo fatta in periodo 27. Si dimostra che per » — R~ il nucleo di Poisson ¢ una

famiglia di mollificatori in L3, e quindi che effettivamente w(r, ) tende ad g al bordo, ecc. ecc.
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1.2.4 Equazione di Laplace su un rettangolo

Risolviamo per separazione di variabili ’equazione di Laplace
Au(z,y) = du(z,y) + du(z,y) = 0,

dove si chiede ad u di essere continua sul rettangolo [0, a] x [0, b], e di verificare I’equazione sopra all’interno
del rettangolo. E assegnata anche la u = ug sul bordo; per semplicita supponiamo che ug sia nulla su
tutti i lati, tranne che su [0, a] x {0}, dove si ha u(x,0) = ug(z), continua. Le soluzioni stazionarie sono

Ux)V(y):

U'(z) __V"(y)
Ul) V(y)

U'(z)V(y) + U(x)V"(y) =0 — = \ costante reale;

U e V verificano le equazioni:
U"(z) — \U(z) = 0; V" (y) + AV (y) = 0.

Per 0 < y < b deve essere U(0)V(y) = U(a)V(y) = 0; se V non & identicamente nulla cio accade
se e solo se U(0) = U(a) = 0; e allora, come piu’ volte visto, deve essere A = )\, = —n?n?/a?, e
quindi U(z) = k, sin(nrz/a). L’equazione V" (y) — (nm/a)*V (y) = 0 ha per soluzione generale V (y) =
¢y cosh(nmy/a) 4+ co sinh(nmy/a); deve verificare la condizione al contorno V(b) = 0, il che implica che
soluzione & V (y) = csinh(nw(y — b)/a), con ¢ costante. Cerchiamo quindi soluzioni della forma

o0
u(z,y) = Z ky, sinh(nz(y — b)/a) sin(nmzx/a)
n=1
Dovendo essere u(z,0) = ug(x) si sviluppa ug in serie di soli seni in [0, a], prolungandolo per disparita in
[—a, al; si impone poi, se u(x,0) = up(x) = Y .o | uysin(nra/a), che sia —k, sinh(nwb/a) = u,; si trova

quindi come candidata alla soluzione

e}
u

u(z,y) = Z erb/a) sinh(nw(b — y)/a) sin(nrz/a)

n=1

Simili risoluzioni si danno per dati al bordo diversi da 0 su un solo lato; e grazie al principio di
sovrapposizione, sommando quattro soluzioni di questo tipo si raggiunge un dato al bordo arbitrario.

1.3 Esercizi

ESERCIZIO 1.4. Si risolva con il metodo della separazione delle variabili il problema

up(x,t) = 2ugg(x,t), t>0,z€](0,1]
u,(0,t) = 0, t>0

ug(1,8) = 0, t>0

u(z,0) = cos?(3rx), =€ 0,1].

Esercizio 1.5. Risolvere il problema

up(x,t) = uge(w,t), t >0, z €]0,4n[
u(0,t) = wu(4m,t) =0, t>0
u(z,0) = 2sin(3z) —4sin(bz), x € [0,4n].

usando il metodo di separazione delle variabili.

EsErcizio 1.6. Sia f la funzione pari, periodica di periodo 27 tale che f(x) =  — 5 per ogni x in [0, 7].
(i) Determinare la serie di Fourier della derivata f’ di f;

(ii) Determinare, utilizzando (i) e giustificandone 1'uso, la serie di Fourier di f; discuterne la convergenza
puntuale, totale, in L?([—,7]).
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(iii) Dedurne la somma della serie
S
4
= (2k+1)

(iv) si risolva con il metodo della separazione delle variabili il problema

um(x,y) + uyy('r’ 3/) =0, (.23, y) E]O,T{'[X]O,ﬂ'[
uy(z,m) = f(x), x € [0, 7]
uz(0,y) = uz(m,y) = uy(z,0) =0, z,y € [0, ]

Ammettere che le soluzioni del tipo u(z,y) = ¢(z)¥(y) di (1) e (3) sono

u(z,y) = ¢y cos(nz) cosh(ny), ¢, € C, n=0,1,2,...

Esercizio 1.7. Risolvere il problema

w(x,t) = ugg(x,t), t >0,z €]0,4n]
uw(0,t) = w(4m,t) =0, t>0
u(z,0) = 2sin(3z) —4sin(bz), x € [0,4n].

usando il metodo di separazione delle variabili.

13
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Capitolo 2

Trasformazione di Fourier classica

2.1 Introduzione

Per un fenomeno periodico, rappresentato da funzioni periodiche, lo sviluppo in serie di Fourier di queste
costituisce un metodo per 'analisi del fenomeno stesso: le armoniche dello sviluppo di Fourier hanno
spesso significato fisico, intendendosi con cio il fatto che esistono strumenti di vario genere (risuonatori,
oscilloscopi, ecc.) che permettono di rilevare e misurare tali armoniche. Per funzioni f : R — C non
periodiche & possibile qualcosa del genere? Si puo pensare di prendere un numero 7 grande, di considerare
la funzione su [—7/2,7/2[, di estendere per periodicita tale restrizione al di fuori di [—7/2,7/2], e di
considerare la successione ¢(f,7) : Z — C dei coefficienti di Fourier di tale funzione; al tendere di 7 a
+00, ¢(f,7) dovrebbe, sotto opportune ipotesi su f, tendere ad un oggetto legato alla funzione f. Non
possiamo pero restare nell’ambito discreto; come funzione su Z, la successione dei coefficienti di Fourier,
almeno per f € L*(R), tende solo a zero. Si fa diventare ogni ¢(f,7) una funzione f, : R — C, costante
a tratti, nel modo seguente: si prende un "passo” d =1/, e la funzione f;(ﬁ) ¢ definita dalla formula

N T/2 Ny
7€) = Lea(fir) = / fe it Lo ML
d /2 T T

o se si preferisce dalla formula

. o0 /2
(&) = Z (/ f(t)e st dt) Xin/7 (n+1)/7[(&);

n——o0 —7/2

( si rappresentano insomma le successioni ¢ : Z — C mediante funzioni a scalino su R, in passo d, usando
Pinterpolazione detta "a tenuta”; il fattore 1/d = 7 serve a far si che le sommatorie in Z diventino gli
integrali su R). Si puo allora dimostrare (non & difficile, ma non lo facciamo; queste righe sono solo a

titolo euristico) che se f € L'(R) allora, per 7 — 0% la funzione f; tende uniformemente su R ad una
funzione continua f : R — C, detta trasformata di Fourier di f.

2.2 Definizione e prime proprieta

Definizione. Sia f: R — C funzione assolutamente integrabile su R. La trasformata di Fourier di f ¢
la funzione Ff = f : R — C definita dalla formula:

FFE) = ) = /R f(t)e~€dt,  per ogni £ €R.

Se f = h si dice che f & un originale di Fourier di h; vedremo in seguito che tale f, se esiste, & unica.

Prima di procedere oltre:

15
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Proposizione 2.1. La trasformata di Fourier di una funzione di L*(R) ¢ una funzione continua e nulla
all’infinito, si ha cioé limg_ 4+ f(§) = 0.

Dimostrazione. La continuita di fé un’immediata conseguenza del teorema della convergenza dominata
(Analisi Due, 9.22.1); la tendenza a zero all’infinito ¢ il lemma di Riemann-Lebesgue (Analisi Due, 13.1,
riportato anche di seguito nel capitolo). O

OSSERVAZIONE 3. Qui, ed anche in seguito quando faremo le trasformate di Laplace, tendiamo ad usare i teoremi
della teoria dell’integrazione alla Lebesgue, sostituendo essi a varie nozioni tradizionalmente usate in passato,
quali integrali uniformemente convergenti rispetto ad un parametro, e simili: piut semplici forse, non dipendendo
dall’integrale di Lebesgue, ma in definitiva pitt onerose per chi studia, richiedendo argomentazioni ad hoc ogni
volta. I teoremi di convergenza che rendono utile I'integrale di Lebesgue possono essere tranquillamente accettati
senza dimostrazione, come pure i teoremi di Fubini e Tonelli: si ha a disposizione una strumento in fondo semplice,
ed assai potente.

L’insieme delle funzioni continue nulle all’infinito si indica con Cy(R)(= Cy(R, C)); sono chiaramente
funzioni limitate ed uniformemente continue, spazio di Banach nella sup-norma.

La trasformazione di Fourier ¢ banalmente lineare, (af + B8g)” = af + (g per ogni f,g € L'(R)
ed a,3 € C; essendo, per ogni f € L'(R) ||J?||OO < ||fll1, come risulta subito dalla disuguaglianza
fondamentale

)eiftdt\ < [1@lde=1sls,  veroguig e R,

la trasformazione di Fourier & anche continua da L! a C’O se fi & successione di funzioni di L'(R) che
converge L' ad f, allora fk converge uniformemente a f La norma operatoriale di F ¢ chiaramente
minore od uguale ad 1, e si ha anzi | F|| = 1, come sara chiaro da vari calcoli espliciti di trasformate fatti
in seguito. N

Data f € LY(R), f & Voriginale di Fourier di f, che ¢ la sua trasformata di Fourier; non ¢ ancora
chiaro che ci sia un unico originale di Fourier, cioe che la trasformazione di Fourier sia iniettiva; la cosa &
vera, ma sara vista dopo la formula di inversione. Non & invece suriettiva la trasformazione di Fourier da
L'(R) a Cy(R), ciot non ogni funzione continua infinitesima all’infinito ¢ trasformata di Fourier di una
funzione di L!(R); ma non ¢ del tutto banale dare esempi. Le simmetrie sono della massima importanza
nell’analisi di Fourier.

Definizione. Per ogni funzione di R in C si definisce la simmetrizzata f ponendo f(t) = f (—t); si pone
poi f*(t) = f(—t) (coniugata della simmetrizzata); le funzioni pari sono quindi quelle per cui f = f, le
dispari quelle con f = —f; si chiamano talvolta hermitiane le funzione con f = f*, antihermitiane quelle

con f*=—f.

2.2.1 Simmetrizzazione e trasformata di Fourier

Commutano fra loro:
Proposizione 2.2. La trasformata della simmetrizzata é la simmetrizzata della trasformata.

Dimostrazione.

~ +oo . —00 )
ff(ﬁ):/ f(ft)eﬂgtdt:/ F(0)e €0 (—dg) =

—0o0 —+oo

o0 o~
/ F(0)e 9 4 = FF(—€) = (FT)(E).

In particolare, funzioni pari hanno trasformate pari, funzioni dispari hanno trasformate dispari.

2.2.2 Coniugio e simmetria

Proposizione 2.3. La trasformata della coniugata é la simmetrica hermitiana della trasformata, la
trasformata della simmetrica hermitiana € la coniugata della trasformata.
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In simboli
=0 =0
La facile dimostrazione si lascia come esercizio; si basa sul fatto che il coniugato di un integrale e
I'integrale del coniugato; si noti che la trasformata di una funzione reale ¢ a simmetria hermitiana, ed
ogni funzione reale pari ha trasformata reale e pari; le funzioni reali dispari hanno trasformata dispari
immaginaria pura.

2.2.3 Comportamento rispetto alle omotetie

Proposizione 2.4. Se A\ € R~ {0}, ed f € L'(R), la trasformata di t — f(\t) ¢

1 ~
£ 7 fE/A).

Al
Dimostrazione. Si ha, posto g(t) = f(At), e supposto dapprima A > 0, con il cambiamento di variabile
At =0: oo | oo | ”

36 = [ o= [ o e

se A < 0 si scambiano gli estremi di integrazione, e se ne ripristina l’originale posizione cambiando il
segno. O

2.2.4 Traslazioni diventano moltiplicazioni per caratteri

Proposizione 2.5. Per ogni f € L*(R) ed ogni a € R si ha

(raf)(€) = e f(€) per ogni & € R.

Dimostrazione.
+oo ) +oo ) N
7€) = [ fe-aeSta= [ o) ap— i),
O
2.2.5 Moltiplicazioni per caratteri diventano traslazioni
Proposizione 2.6. Per ogni f € L*(R) ed ogni a € R si ha
(e F(#) = 7af-
Dimostrazione.
| emwertar= [ pwe et = fle - o) = nfle).
O

2.2.6 Derivata della trasformata

Proposizione 2.7. Se f € L'(R) ¢ tale che t — tf(t) sta ancora in L*(R), allora f ¢ di classe CY, e si
ha

OF f = F((—i#)f(#));
in altre parole

OFF(€) = / (—it) f(t)e™ dt.

R

Pin generalmente, se per un intero m > 1 si ha che t — t™f(t) appartiene ad L', allora f e di classe
C™ e si ha

MEFf =F(—#H)f#)  k=1..m
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La dimostrazione ¢ conseguenza immediata del teorema di derivazione sotto il segno di integrale,
Analisi Due, 9.22.2(ii).

Corollario 2.8. Sia f € L _(R) (cio¢ localmente sommabile, ovvero sommabile su ogni intervallo
limitato) e si supponga che
lim ¢™2f(t) =0 (*)

‘t|~>+00

Allora f e di classe C™ e si ha
F(FH=F(—i#)f#)  k=1..m
N 1
Dimostrazione. E sufficiente osservare che se vale (x) allora t™|f(t)] < 7 per | sufficientemente grande,
pertanto t* f(t) € L*(R) per ogni k = 1, ...,m; il risultato precedente permette di concludere. O

E uso ricordare il Corollario precedente dicendo " piu rapidamente f tende a 0 all’infinito, e piu derivate
ha la trasformata”.

2.2.7 Trasformata della derivata

Proposizione 2.9. Se f € L'(R) ¢ continua e C* tratti, con f' € L*(R), allora si ha

~

FO1)(&) = (i) (£)-

Dimostrazione. Anzitutto, nelle ipotesi poste si ha f(t) = f(0) + fg f/(0) db; essendo f' € L*(R), i limiti

+oo 0
lim 70 = fO)+ [ r@an im0 =10~ [ 0w

t——4oco t——00

esistono finiti; e se f sta in L' tali limiti sono nulli. Nell’integrazione per parti

— 400 ) ' _ +o0 4
(/€)= / J'(®e S dt = [f(He ], Z17 + (i) / F(t)e i€ dt,
oo .
la parentesi quadrata e allora nulla. -

Naturalmente si vede anche, per induzione su m:

Proposizione 2.10. Se f ¢ di classe C™ 1(R), con derivata (m — 1)—esima di classe C1 a tratti, ed
f,0f = f',...,0mf = f™) stanno tutte in L' (R), allora si ha

— -~

(0™ ) (&) = (&)™ f (&)
Di conseguenza si ha anche che f(f) ¢ o(1/&™) per & — too (cfr. Analisi Due, 13.8).

Insomma: piu derivate ha f, e piu rapidamente ]?tende a 0 all’infinito, se tali derivate stanno tutte
in L'(R).

ESEMPIO 2.1. Sia f € C2°(R). Allora f € C* ed inoltre lime| 1 o |€]™ f(€) = 0 per ogni m.

ESERCIZIO 2.1. Si consideri la funzione f(t) = te~2I!l. Senza calcolare la trasformata di Fourier fdi I,
dire se

a) [ €CHR)? feC2(R),... C®(R)?

b) lim [€]f(€) =07 lim [£]*f(€) = 0 per qualche k > 17
€] =400 [€]—+o0

¢) vale la formula di inversione (versione globale)?

Calcolare poi la trasformata di f e verificare i risultati ottenuti sopra.
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2.3 Calcolo delle pitt comuni trasformate di Fourier

2.3.1 Funzioni caratteristiche di intervalli
Dato A > 0 la trasformata di x[—x/2,x/2] ©

A/2

e~ 18t gt — {6_@}#)\/2 eiEN/2 _ g —iEA/2 B sin(A¢/2)

—i€ |\ i€ T ¢

Introducendo la funzione sinc s := sins/s (e sinc0 = 1), si puo scrivere

% . A
X[=A/2,2/2] (&) = Asinc (25) )

Per un arbitrario intervallo limitato [a,b], posto ¢ = (a +b)/2, A = b — a, si ha x[q,4)(t) = TeX[—r/2,1/2] (1)

e quindi
Xjap)(€) = e " Asinc <>\2§> = e HatOE2(p _ ) sine (((’_2“)5> .

Si noti che sinc ¢ L!(R); si ha quindi un esempio in cui la trasformata non & pitt in L'; perd & vero che
sinc € L?(R). Inoltre le funzioni trasformande sono a supporto compatto, e quindi le trasformate devono
essere C'™°; infatti sinc e restrizione ad R di una funzione olomorfa intera. Si noti che le funzioni a scalino
di L'(R), cioe quelle a supporto compatto, hanno tutte trasformata di Fourier in L?(R).

X=r/2,0/2) (&) = /

—A/2

2.3.2 Funzioni triangolari

E spesso utile la trasformata del ”triangolo” g : ¢ — (1 — |t|) V 0; si ha

7z£t

! —i
mo=/ufmw“wh{1—m e

] — sgnt
—1 t——1 1

0 1
% </ €_i£t dt — / 6—i§t dt) — é (1 _ eif _ e—if + 1) =
—1 0

é(l — cos(§)) = sinc® (g) .

Se A > 0 la trasformata di gy : t — g(¢/)\) = (1 — [t/A]) V0 & quindi
A
9x(€) = Asinc? (;) .

2.3.3 Funzioni lorentziane

Qualcuno chiama cosi le funzioni quali f, () = 1/(a® +¢?), a costante reale non nulla. La trasformata di
Fourier si calcola col metodo dei residui e viene

+o0 —1
o= =% © o= Telatl

e |al

(Analisi Due, 10.27.8).

2.3.4 Gaussiane
Se a > 0, la funzione f,(t) = ¢~ sta in L*(R); D'integrale
R +o0 5 +oo 5 +o0 5 de
fa(8) :/ eal’ it dt:/ e~ cos(&t) dt:/ e’ cos(&‘)/\/&)T,
— 00 — 00 — 00 a

chiamato integrale di Laplace, & stato calcolato in Analisi Due, 10.6.9, con metodi di variabile complessa;

si trova
7 (€) = T o€/ (4a)
@ a

/2 & un multiplo della sua trasformata di Fourier.

Si noti che la funzione f, , 5(t) = e~
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EseRrcCiZIO 2.2. Sia a € C con parte reale Rea > 0. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione
f:R — R definita da f(t) = 0 per t <0, f(t) = e~% per ¢t > 0. Servirsene per trovare le trasformate di
Fourier di F(t) = e~ e di G(t) = sgntell,

Risoluzione. Si ha

N +o0 ‘ +o0 A —(a+ig)t 71=10 1
f&) = / e et dt = / e (i gt — [6 . } =—
0 0 _(a+15) t=0 a+ i€

(si noti che si ha lim,_ o e~ @+ = 0, dato che |e~(a+19)¢| = ¢~tRea) Indicando con f la simmetrizzata
di fsihaF=f+f G=f— f,percul

N 1 2 o 11 2
F(g)_a+i£+a7i§_a2+§2’ G<€)_a+i§ a—if a4 €27

2.3.5 Esempi vari

EsErcizio 2.3. Calcolare la trasformata di Fourier F'(£) della funzione f(t) = te=* q > 0, riconducen-
dola alla trasformata G(¢) di g(t) = e,

Risoluzione. In base alla formula della derivata della trasformata si ha
G'(€) = F((=it)g()) = (—=)F ("),
per cui la trasformata richiesta e

F(E) = 2G/(6) = [ €100 g VT o=6/t0e)

Si pud anche ricorrere alla formula della trasformata della derivata: te=®" = (—1/(2a))(—2ate=%") =
(=1/(2a))D(e~"), per cui

~1 > 2
F(§) = 5 (i€)G(§) = 8 \f —€%/(4a) _ 52\@ —£/(4a)

ESERCIZIO 2.4. Sia f € L'(R). Dimostrare che per ogni a € R si ha:

T f(€) + 70 J(€)
2 b

T (&) = T_a f(€)
21 '

F(cos(a#t) f(#))(§) =

F(sina#t) f(#))(§) =

Servirsene per calcolare la trasformata di f(t) = sintx[_r ], ricordando che la trasformata di x[_ . €
27 sine(&m).

Esercizio 2.5. Calcolare la trasformata di Fourier di f(t) = 1/cosht (passare al campo complesso ed
integrare su bordi di rettangoli di vertici r, r 4w, —r +1im, —r, indentati se occorre). Esistono A, k € R tali
che sia F(1/cosh(A#))(§) = k/cosh(X) (cioe, tali che 1/ cosh(At) sia autovettore della trasformazione
di Fourier, con k come autovalore)?

Risoluzione. Si deve calcolare fR (e_lft / cosh t) dt. Posto o = —¢ per semplicita, consideriamo la funzione
complessa g(z) = €'**/ cosh z; essa ha poli dove cosh z = 0, e cioe per z, = i(7w/2+k7), k € Z. Ci interessa
solo im/2, dove D cosh z = sinh z vale i, e che ¢ quindi polo del primo ordine; per il teorema dei residui
si ha

T iax T io(z+im)
e e
dv— | —————d = 2miRes(g, in/2) = 2me” /2,
[T oshs & [T cosh(@ + i) x + e(r) = 2mi Res(g, i /2) = 2me ;
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il contributo dei lati verticali & stato indicato con &(r); ammesso che esso tenda a 0 per r — +00 si ha,
osservando anche che cosh(z 4 im) = — cosh z:

+o0 eiax +o0 eiax
/ dx + 6_(”/ da = 2me—™/2,

oo Coshz oo COshz
da cui N ) P
/ c do = 27— = T .
oo COshz 1+e 2™  cosh(arn/2)

Quindi la richiesta trasformata & F(1/ cosh(t))(£) = m/ cosh(ém/2). E immediato provare che il contributo
dei lati verticali e infinitesimo per » — +00; si ha infatti, detti s4, i segmenti:

iz iz
/ — / il |dz[;
oo, coshz o, |coshz|

SU S, si ha |ef@?| = eReliaz) — gmalmz < glalm od anche

z —z 2l —le™* T—e"
le* +e |>||e| le H:e € = sinhr,

2 - 2 2

| cosh z| =

per cui 'integrale sul segmento ¢ dominato da mel®™/sinhr (7 & la lunghezza del segmento), infinitesimo
per r — +oo. La trasformata di 1/ cosh(At) ¢ allora (7/|A])/ cosh(ém/(2X)); deve essere w/(2\) = A, e
cioe A\? = 71/2; quindi A = +£/7/2, e k = /2. O
EsERcIZIO 2.6.

(i) Determinare singolarita e residui nei poli di

h(z)zz3+1, weR
(ii) Calcolare
too p—iww
v.p. /_Oo B dx
(iii) Si consideri la funzione .
sin(mx
fl) = ),

Si provi che f € L'(R) e si deduca da (ii), applicando formalmente opportune regole di trasformazione,
la trasformata di Fourier di f.
ESERCIZIO 2.7. Sia f(t) = m=hs-

i) Mostrare che f € L'(R);

ii) Provare che f(—v) = f(v) per ogni v € R;
iii) Calcolare, usando il metodo dei residui, la trasformata di Fourier di f in v < 0; dedurne poi
I’espressione per v > 0 e per v = 0.

2.4 Convoluzione

Date due funzioni misurabili f,g: R — C la loro convoluzione & la funzione f * g cosi definita
£r9(0)= [ 1= 0)9(0) b,
R
Senza qualche condizione su f e g naturalmente I'integrale precedente non ha senso. Se f,g € L'(R)
si dimostra, usando il teorema di Fubini, che f x g esiste q.o. in R, ed appartiene ad L!(R), essendo

anzi || f x gll1 < ||fll1llgll1: infatti (accettato il fatto che (¢,0) — f(t — 6)g(f) sia misurabile), la funzione
(t,0) — |f(t — 0)||g(0)| sta in L} (R x R), avendosi

L ([ 1ste o) 1a@rao = [ 151 a0 = 1511l
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(si osservi che & [;|f(t — 6)|dt = [, |f(s)|ds = ||f|1, invarianza per traslazioni dell'integrale). La
convoluzione tra funzioni fa diventare L'(R) un’algebra (di Banach) associativa e commutativa; & facile
verificare, e lo accettiamo senz’altro, che si ha

(frg)xh=fx(gxh); (f+g)xh=fxh+gxh; fxrg=gxf,  per f,gheL(R).
ESEMPIO 2.2. Si ha, per f € L}(R) (od anche solo f € L{ (R)), ed ogni a > 0:
t+a
Foxtaa(® = [ 1=000)d0 = [ FOxaat=0d0 = [ JOxarsa@ it = [ )00
R

t—a

integrale di f esteso a [t — a,t + a]. Si ha quindi, se b > 0 & un’altra costante, per fissare le idee b < a:
X[-a,a] * X[—b,p) (1) = ﬁtjbb X[-a,a](0) df, che vale ovviamente

0 pert+b< —a <= t<—(a+b)

t+b—(—a)=t+(a+0) pert—b<—a<t+b <<= —(a+b)<t<a-—b

2b per —a<t—bt+b<a <= —(a-b)<t<a-—b
—(t=b)=(a+0b) —t pert—b<a,t+b>a <= a—-b<t<a+b

0 pera<t—b < a+b<t

Si noti che per a = b si ha la funzione a triangolo nulla per |¢t| > 2a, che vale t + 2a in [-2a,0] e 2a — ¢
in [0, 2a).

Il cambio di variabile ' = z — y mostra che se f x g(z) & definita allora g* f(x) & definita e fxg(z) =
g* f(x).
EsERcizio 2.1. Date f,g € L*(R). Si mostri che

—_~—

e Lasimmetrizzata della convoluzione ¢ il prodotto di convoluzione delle simmetrizzate: (f x g) = fxg.

e Per ogni a € Rsi ha 7,(f xg) = (7af) xg = f * (729).

2.4.1 Altri casi di convoluzione

Dimostrare che se f € L'(R) e g € L>°(R) (cioe g & misurabile e limitata) allora f g esiste, sta in L>°(R)
e si ha
1 * glloo < [Ifl11lglloo

(usando la continuitd uniforme di @ — 7,f da R ad L*(R) si potrebbe anche provare che f * g &
uniformemente continua).

Cos’e la convoluzione f * €' (t) di f con un carattere?

Data f € L*(R), interpretare le funzioni

/:O f(t)dt, /:OO f(t)dt

come convoluzioni di f con convenienti funzioni limitate.

2.4.2 Convoluzione di funzioni periodiche
Se f,g € LL, si puo definire la loro convoluzione:
dv
frgle)= [ fl@—v)glv)—,
() T

(al solito [ ) denota un integrale esteso ad un intervallo-periodo). Essa risulta periodica di periodo T,
come ¢ immediato vedere. Si dimostri (esercizio) che per i coefficienti di Fourier si ha

en(f*g) = cn(f)enlg).
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2.4.3 Convoluzione fra L' ed L?

Si pud dimostrare (ma non & del tutto immediato) che se f appartiene ad L!(R) e g appartiene ad LP(R)
(con 1 < p < 0), allora f % g sta in LP(R) e si ha

1f*gllp < I fll1 Mgllp-

ESEMPIO 2.3. Siano f, g due funzioni di L' con f = 0 q.o. fuori di un insieme K e g = 0 q.o. fuori di
un insieme L. Allora f * g = 0 q.o. fuori di K 4+ L. In particolare se f e g sono continue a supporto
compatto anche f % g &€ a supporto compatto.

La convoluzione tra funzioni di L*(R) & mutata dalla trasformazione di Fourier nel prodotto puntuale
tra funzioni; si ha cioé 'importantissima regola:

2.4.4 Trasformata della convoluzione
Proposizione 2.11. Se f,g € LY(R) allora F(f x g)(&) = Ff(£)Fg(&), per ogni &€ € R.

imostrazione. Si ha, ammettendo di poter scambiare 1’ordine di integrazione
D t Si ha, ttendo di pot b l'ordine di int

A ea© - [ ( [ ra=og@an) i~ [ ( [ ra= e dt) 9(6)e= do =

(si & scritto e~ %t = ¢~ (t=0)—ic0)

/R F©)g0)e do = F(&)g(©).

Ed ¢ possibile scambiare l'ordine di integrazione dato che la funzione (t,0) +— |f(t — 0)g(8)e™ | =
|f(t—0)||g(0)] sta in L} (R x R), come sopra visto. O

L’algebra di convoluzione L'(R) non ha unitd, non ha cio¢ un elemento neutro per la moltiplica-
zione; pero ha unita approssimate; spieghiamo cosa cid vuol dire. Accettiamo il seguente fatto (la cui
dimostrazione & riportata sotto per i pitt curiosi).

LEMMA. Sia f € LP(R) fissato, e sia 1 < p < 4o00. La funzione t — 7, f, che ad ogni t € R associa la
traslata di f mediante ¢, ¢ (uniformemente) continua da R ad L?(R).

Dimostrazione. Si deve provare che dato ¢ > 0 esiste 6 > 0 tale che sia |7 f — 7o f|l, < € se |t —s] < 6.
Poiché la norma || - ||, ¢ invariante per traslazioni (||7eg|l, = |lgllp per ogni g € LP(R), ed ogni a € R) si ha
|mef — 7s fll = ||7e=sf — fllp: basta provare la cosa per s = 0. La dimostrazione procede come segue: prima per
le funzioni caratteristiche di intervalli, dove un disegno mostra subito che se [t| < b — a allora si ha

17X [a,6) = Xast) lp = 2*/71t]M7;

per linearita la cosa e vera per le funzioni a scalino; infine, fissato € > 0 si prende g a scalino tale che sia
IIf — gllp < e; esiste 6 > 0 tale che se |t| < 0 si ha || g — g]|p < €; si ha allora

7o f = fllp = llmef —Teg+7g—9g+9g— fllop < Imef —7egllo +lImeg — gllp +1lg — fllo =
If = gllp + l7eg — gllp + lg = fll» < 3e.

O

2.4.5 Famiglie di mollificatori (o unita approssimate) e approssimazione di
funzioni.

Sia ora g € L'(R), e supponiamo che sia [; g(z)dz = 1. Per ¢ > 0 poniamo g.(z) = £ 'g(z/e);
si ha sempre fR ge(x)dxr = 1. Tl grafico di g. & ottenuto da quello di g applicando orizzontalmente
un’omotetia di rapporto e, verticalmente un’omotetia di rapporto 1/e; al decrescere di ¢ i grafici vengono
compressi orizzontalmente e dilatati verticalmente; I'integrale si concentra tutto nell’origine, nel senso che
lime_.q ffé ge(x)dz =1 per ogni § > 0 fissato (e quindi lim._,o fR\[—é,é] ge(x) dz = 0): cid & immediato,
con il cambiamento di variabile Az = ¢. Si dice che (g.)e € una famiglia di mollificatori o anche unitd
approssimata.

Esempio. Sia g € L*(R) a supporto in [—1,1], g > 0; allora g. definita sopra ha supporto in [—¢, ¢].



24 CAPITOLO 2. TRASFORMAZIONE DI FOURIER CLASSICA

Proposizione 2.12. Sia (g:). una famiglia di mollificatori. Si ha allora, per ogni f limitata e continua
mn T,

lim £+ g.(x) = f(x).

Dimostrazione. Si ha
fr@) = [ 0.0 =)du = [ lu/e) @) dy

il cambiamento di variabile t = y/e porge allora

frgu) = [ gt)f(o -ty
R
Per la continuita di f si ha, per quasi ogni t,

lim g() f(z —et) = g(t) f(x)

e—0

ed inoltre
l9() f(z —et)] < g flloc a0

Per il Teorema di convergenza dominata si ha allora

im [ (05 —et)dt = [ g0)f(@)dt = @) [ ottt = (o)

e—0 Jr R

O

EsERCIzIO 2.2. Siprova che se f & in Cy(R), o pil in generale se f & limitata ed uniformemente continua,
che f x g. converge uniformemente ad f su R.

Proposizione 2.13. Siano g € L*(R) e g. come sopra. Si ha allora, per ogni f € L*(R)
lim [|f *g- — fll1 = 0;
e—0

(cioe, f * g. converge ad f in L'(R)).

Dimostrazione. Si ha
[ ge(@) — f(z) = / f(& — v)ge(v) dv — f(z) / ge(v) = / (f(x —v) — f@)e " g(w/e) dv;

Posto v/e = n si ottiene

£ ge(@) - fla) = / (F(z—en) — F())g(n)dn, da cui

1f % ge(2) — f(z)] < / £ —en) — F(@)]]g(n)] di.

Integrando la disuguaglianza precedente su R, ed invertendo l'ordine di integrazione a secondo membro
si ottiene

I 59— Sl < [ ( / If(x—an)—f(w)ldw) ldy = [ It = Tlsloto]

si puo ora usare il teorema della convergenza dominata per affermare che l'integrale tende a zero: al
tendere di € a 0 la funzione n — ||7e, f — fll1]g(n)| tende a 0, ed & dominata da 2| f||1|g(n)]. O

OSSERVAZIONE 4. Se invece f € L?(R), allora la convoluzione f * g. converge ad f in L?(R); si ha infatti, da

1 *ge() — F@) < ( / fla—en) - f(w)llg(n)\dn) :
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detto (h(z))? il secondo membro, si ha

If *g- — flI3 < |IR]|5 =

[/ |f<xsn>f(x>|g(n)|dn)2 o= [ ([ 16~ en - r@ligtn)lan) nw) o =

applicando il teorema di Fubini

/R (/R |f(z —en) — f(z)| h(z) dm) lg(n)|dn < (disuguaglianza di Schwarz)

A(Alf(msn)f(x)de>l/2 (/R(h(m)fdx)m lg(n)| dn =
Il [ lreus = Flelat) dn

Si ottiene infine
1 % ge — flla < B2 < / ent — Fllalg(n)] di,
R

e si conclude come nella proposizione sopra.

1 6—12/2
V2T
nuclei di Gauss, con g(z) = sinc” z i nuclei di Fejer. Partendo dalla funzione caratteristica di [—1/2,1/2]
si hanno pure unita approssimate. Si comprende anche perche non ci sia un elemento neutro per la

Alcune unita approssimate sono nelle figure seguenti. Partendo da g(z) = si hanno i

2

1

convoluzione. Se esso ci fosse, chiamiamolo §, sarebbe § * g. = g., e g- dovrebbe tendere in L'(R) a J;
ma se prendiamo ad esempio i nuclei di Gauss g.(x) = %\/%76_”2/ (25%) egsi convergono puntualmente a 0
per ogni x € R\ {0}, e cio¢ quasi ovunque; allora § = 0 quasi ovunque, ed in L!(R) cio significa § = 0,

assurdo!

Figura 2.1: Nuclei di Gauss, di Fejer, a scalino

2.4.6 Mollificatori e regolarizzazione
La convoluzione di una funzione di L' con una funzione liscia & una funzione liscial

Proposizione 2.14. Siano f € L'; g di classe C' con derivata ¢’ limitata. Allora f * g & derivabile e si
ha (f xg)' = f*g'. Analogamente, se g € C*(R) e tutte le derivate di g sono limitate allora f x g ¢ di
classe C* e (fxg)™ = fxg™ m=1,.. k.

Dimostrazione. Si ha

frg(z)= /]Rf(y)g(aj —y)dy
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Ora z — f(y)g(x — y) & derivabile in ogni punto y in cui f & definita e si ha
O:f W9l —y) = fWd'(x—y)  10:SWalz =y < fWl9llr= € L' (R);

inoltre x +— ¢'(x — y) & continua per ogni y. Il teorema di derivazione sotto il segno di integrale (vedi
Analisi Due, teorema 9.22.2, (ii)) permette di concludere. O

Scegliendo come g una funzione liscia a supporto compatto si deduce dai risultati di approssimazione
precedenti che le funzioni di classe C> approssimano, in norma L', le funzioni di L*. Una g siffatta
esiste: ad esempio

1
glx)y=-e 7T e lz] <1; g(xz)=0 selz|>1,
c

dove ¢ = fil /@ =1 gy si ha g(x) > 0se esolose —1 < z < 1, altrimenti g(z) = 0; inoltre [, g(x) dz =
1. Si dimostra (vedi linizio del capitolo sulle distribuzioni) che g € C*°(R). Ne segue che, posto
1

ge(w) = 2g(x/e), g- &, per ¢ — 0, una famiglia di mollificatori fatta con funzioni C'*° e limitate.

Proposizione 2.15. Sia f € LP(R), p = 1,2. Esiste una successione o, di funzioni di classe C* tale
che

nEI—&r-loo H<pn - f”LP(R) =0.

Dimostrazione. Sia g una funzione di classe C* a supporto in [—1,1] con integrale uguale a 1 e g. la
successione di mollificatori ad essa associata. Allora ogni g. ¢ di classe C* e a supporto compatto (in
particolare limitata). Per i risultati esposti sopra g. * f & di classe C* e converge ad f in LP. O

Piu precisamente vale il seguente risultato di densita delle funzioni C* a supporto compatto in L!(R).

Proposizione 2.16 (Densita delle funzioni lisce a supporto compatto in LP, p = 1,2). Siano f € L?(a,b),
p=1lop=2 —00 <a<b< +oo. Esiste una successione p, di funzioni di classe C*° a supporto
compatto in (a,b) tale che

nl—i>r—?i(-1<>o ”‘pn - f”LP(a,b) =0.

Se poi f € L'(a,b) N L?(a,b) si puo scegliere (o), in modo tale che essa converga ad f in entrambe le
norme.

Il risultato precedente permette di fornire una dimostrazione alternativa del Lemma di Riemann—Lebesgue.

Teorema 2.17 (Lemma di Riemann-Lebesgue). Sia f € L*(R). Allora

lim / f(@)e™ dx = 0.
R

[A]|—=+oo
Dimostrazione. Si supponga che f sia C* e a supporto compatto. Integrando per parti si ha

4oo ) idx 7 oo “+o00 AT
/ f(m)e“z dr = {f(x)ei)\ }_m —/ f’(:c)el,/\ dx.

—o0 —o0

Il primo termine dei due addendi & nullo, essendo f nulla al di fuori di un intervallo limitato; il secondo termine, il
1

1Al
e a supporto compatto). Trattiamo ora il caso generale: sia f € L' e si fissi ¢ > 0. Esiste g di classe C*° a
supporto compatto tale che || f — g|l1 < /2. Si ha

/Rf(a:)e“x dr = /Rg(x)eim dx + /(f(;r:) — g(x))e™" da.

R

cui modulo & maggiorato da fj;o | £/ ()| d, & infinitesimo per |A| — 400, dato che f' € L* (essendo continua

Dato che

/R (f(2) - g(a))e™ de

dalla uguaglianza scritta sopra si ottiene

/ f(2)e™ da
R

s/wx)fg(:r)\dx: 1/ = gl
R

<e/2+

)

/ g(z)e™® dx
R

<eg/2

per il punto precedente si ha che

/ g(x)e™ dx
R

se |A| & sufficientemente grande. La conclusione & ora immediata. O
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2.5 Formula di inversione

E chiaramente di grande interesse essere in grado di ricostruire f a partire dalla sua trasformata di
Fourier. Riprendendo le considerazioni euristiche fatte all’inizio, una funzione periodica viene ricostruita
a partire dal suo “spettro”, successione dei coefficienti di Fourier, con la serie di Fourier. Nello schema
seguito all’inizio siamo indotti a considerare la funzione

/ Z Fleyee e,

ed a pensare che essa restituisca in qualche modo f.

Definizione. Data f € L'(R), la sua antitrasformata di Fourier & la funzione
_ : L[ i
FUW) = F0 =52 [ 1O s (= F(-¢)

Trasformata ed antitrasformata godono ovviamente delle stesse proprieta; si ha anzi F 1 f(z) = j?(fx)
per ogni z € R, cioe F~1f = (f) = (]?)7 per ogni f € L'(R). Si ha la

Teorema 2.18. FORMULA DI INVERSIONE (VERSIONE GLOBALE) Se f appartiene ad L*(R), e la sua
trasformata di Fourier f appartiene pure ad L'(R), allora f € Co(R) e si ha

O =F D =F FENO =5 [ Tt de perogite k.

Vediamo quale difficolta incontra un tentativo ingenuo di dimostrare la formula di inversione: dovendo

calcolare
1 ) ,
— B)e "0 do ) ™" d
o R( | 103 )e 3

siamo indotti a scambiare 1'ordine di integrazione, ottenendo

1 (-0 )
- R(/Re ac ) £(0) do,

ma l’integrale fR ett=0¢ ¢ & chiaramente privo di senso. Di fatto, non & lecito scambiare 1'ordine di
integrazione perche (¢,0) — |f(0)e %%t = |f(#)| non sta in L'(R?). La dimostrazione richiede di
”smorzare” le funzioni con un conveniente fattore, che al limite sparira; la differiamo alla successiva
sezione. Osserviamo invece 'importante

Corollario 2.19. La trasformazione di Fourier ¢ iniettiva da L*(R) a Co(R).

Dimostrazione. Siano f,g € L*(R) tali che sia f: g; allora f/—\g = 0; la costante 0 sta in L*(R); per la
formula di inversione, il suo originale di Fourier & nullo. Quindi f — g = 0, cioe, f = g. O

Il risultato di unicita precedente motiva la seguente definizione.

Definizione. Sia h: R — C una funzione. L’originale di Fourier di h ¢, se essa esiste, I'unica funzione
f tale che f = h. Un po’ abusivamente si scrive spesso f = F~1(h) o f = h e si dice comunque che
f & Vantitrasformata di h, anche se h ¢ L'(R) e l'antitrasformata definita sopra attraverso la formula
integrale non si puo calcolare.

Dimostriamo qui il Lemma di dualita.

Proposizione 2.20. LEMMA DI DUALITA Se f,g € LY(R) allora si ha

/ 7(0)9(0) do = / £(6)3(6) do.
R R
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[ Fogo o~ [ ( [ e dt) 9(6) db,

se ¢ possibile scambiare 'ordine di integrazione si ottiene

70— [ 0 ( [ s ao) ae= [ o a

e cioe la conclusione. I teoremi di Fubini—Tonelli dicono che cio ¢ possibile se I'integrale iterato

/R </R | F(t)e™ | dt) 19(6)] 6,

esiste finito; tale integrale iterato vale || f|1]|g]l1, e si conclude. O

Dimostrazione. Essendo

ESERCIZIO 2.3. Si & visto che la trasformata di Fourier di f,(¢) = e=at* & Vr/a e=¢*/(4a) Calcolare f,  f,
usando la trasformazione di Fourier (a,b > 0).

Risoluzione. Si ha F(fo * f5)(&) = Ffa(&)Ffp(£), e quindi
T 1.1 1
Flhor 1O = T e (-G + )

Sia ¢ > 0 tale che 1/¢ = 1/a + 1/b, cioé ¢ = ab/(a 4+ b). Cerchiamo 'originale di Fourier di

Flla = 1)(©) = = /e/m (Vafee /0],

che messo in questa forma e chiaramente

_ T a2 _ab
fax fo(t) = PR =

EsErciz10 2.4. Dedurre dalla precedente formula che se si pone, per o > 0:

e—o?/(20%)

Go(z) = — allora  Go x Gr = G gog77;

mostrare poi che se si pone P,(z) = a/(7(z? + a?)) (a > 0), allora P, x P, = P, (laborioso ma facile;
si puo trasformare alla Fourier oppure fare il calcolo diretto dell’integrale che definisce la convoluzione,
usando il teorema dei residui).

EsERrcizio 2.5. Sia f(z) = (1 — 2?)x—1,1)(2).
(i) Dire, senza calcolarla, se la trasformata di Fourier di f appartiene a L!(R);
(ii) Determinare la trasformata di Fourier di f;
(iii) Dedurre il valore dell’integrale

+00 £ g £ a
/0 500523 sin & cos gdf

EsErcizio 2.6. Usando la formula di antitrasformazione, determinare ’originale di Fourier di

£—2
(i€ — 1)((i€)? + 6i€ + 18)
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2.5.1 Dimostrazione della formula di inversione

1 —t?/2

Partiamo dalla gaussiana g(t) = , che si trasforma in /27 volte se stessa e consideriamo le

ﬁ\

unita approssimate g.(t) = ¢ 1g(t

~

/-\\

) Si osservi che g:(§) = g(¢/¢e) = e=(9%/2 gicche . = 2mg.. Al
tendere di € a 0, la funzione f( )ge(€) tende a f(£) in Ll(R) per il teorema della convergenza dominata
di Lebesgue (infatti 0 < gz, € g=(§) T 1 per € — 0, quindi |f( )3:(&)] < \f( )|); ne segue che

a0 = 5 [ Flora e

converge uniformemente in Co(R) alla funzione F~1(f). Osserviamo ora che si ha

<ei%z\<#>><e> — 713:(0) = 27 g.(0 — 1),

Per parita si ha poi g-(0 — t) = g-(t — 0). Il lemma di dualita porge allora

3 [ P de = - / FONF g #)(0) 0 = [ 1010, —0)d8 = [+ gc(e),

~

ed il secondo membro converge uniformemente a F~1(f), e converge in L*(R) ad f; qualche sottosucces-

e
sione converge allora ad f anche q.o., ma allora f = F~!f. La dimostrazione del teorema di inversione
e terminata. [

2.6 Antitrasformata di trasformate non in L!(R)

L’ipotesi f € LY(R) & molto esigente e non & verificata in molti casi interessanti. Sussiste perd un teorema
in tutto analogo a quello della convergenza puntuale delle serie di Fourier.

Teorema 2.21. FORMULA DI INVERSIONE O ANTITRASFORMAZIONE (VERSIONE PUNTUALE) Sia f €
LY(R) che soddisfi in a le condizioni di Dini (per la convergenza puntuale delle serie di Fourier). Allora

_ + +00
f(a‘ )+f(a )7ivp/ f(ﬁ) za&dé» — lim / f m&dg

2 2T —c0 7—-+00 27‘[‘
(Vesistenza del valore principale ¢ parte della tesi).
Dimostrazione. Nell'integrale
T ) T +o00 ) )
f&)els de = ( / f(t)e ! dt) e’ de¢
—r —r —o0

possiamo scambiare 'ordine di integrazione (infatti la funzione (¢,€) — |f(t)e’(@=D| = |f(t)| sta in
LY (R x [—r,r]), avendo su tale insieme integrale pari a 2r| f||1); si ottiene

+oo ro +oo ir(a—t) _ ,—ir(a—t)
: f(§ ia€ df / </ elﬁ(aft) d§> dt = [ € Z(a _et) f(t) dt =
2 /+oo M f(t) dt

e (t—a)

Posto nel precedente integrale t — a = 0 si ottiene

T ) +00o i
fleyencae =2 [0 (a0 a0
e posto t — a = —0 si ha anche
T ) +oo 2
floewcas=2 [ pag) a0



30 CAPITOLO 2. TRASFORMAZIONE DI FOURIER CLASSICA

Sommando membro a membro e dividendo per due si ha

f(f) eza& df _ /_ f(a + 9) "g f(a 9) sin(r&) do

T

—Tr

Sia ora § > 0 come nell’ipotesi aggiuntiva; scriviamo l’integrale a secondo membro come somma di
)

integrali f__:O + f; + f:oo . Al tendere di r a o0 il primo e I'ultimo integrale tendono a 0 per il lemma

di Riemann-Lebesgue (& ovvio che la funzione 6 — (f(a+6)+ f(a—0))/0 appartiene sia ad L' (] — 0o, —4]
che ad L!([§, +o0[). Poniamo ¢ = (f(a™) + f(a™))/2; si noti che § — (f(a + 0) + f(a —0)) — 2¢)/0 sta
in L1([-4,6]) (¢ dispari e per ipotesi sta in L'([0,4d])). Si ha alfine

P It +I@=0) g = [ IO +Ia=6)-

d.
s 0 s 9

2 ? s
< sin(rd) do + 2c/ blnérﬁ)
-5

Per il lemma di Riemann—Lebesgue il primo di questi integrali tende a 0; nel secondo si fa il cambiamento

di variabile r6 = t; si trova
rd s
sint
20/ — dt,
—rd t
+oo

che tende chiaramente a 27¢ per r tendente a +oo (ricordando che [ ~(sint/t)dt = 7). La dimostrazione
¢ conclusa. O

2.6.1 Applicazione: originali di Fourier di funzioni razionali

Si dimostra che ogni funzione razionale priva di poli reali e la trasformata di Fourier di una funzione
di LY(R) che & C* su | — 00,0] e su [0, +oc[; la formula precedente & utile per determinarla. Rinviamo
la dimostrazione della prima parte di questa affermazione al capitolo sulla trasformata di Laplace, dove
illustreremo anche un metodo alternativo per determinare ’originale di Fourier di una funzione razionale
siffatta. Sinoti peraltro che una funzione razionale con poli reali non € senz’altro la trasformata di Fourier
di una funzione (le trasformate sono funzioni continue).

EsemMPIO 2.4. Determiniamo, con il metodo illustrato sopra, ’originale di Fourier di

1

MO~ g+

Si noti che €2 4+ 2i —2 = (£ +1i)? — 1 =0se e solo se £ = +1 — i; R quindi R non ha poli reali. Posto
f = R, la formula di antitrasformazione porge

— + +o00 )
f(a );f(a >:%V.p./ R(f)emfdﬁ

—o0
Calcoliamo l'integrale usando il metodo dei residui. La funzione R(£)e?€ ha poli in 1 — i con residui

ia(—1—1) 1 ) ) ia(l—1) 1 )
¢ — et Res(R(f)emg, 1—1) L _ ot

Res(R(Q)e"™S, ~1 —i) = s = 5 T 002 2

Se a > 0 integriamo sui semicerchi di raggio R > 0 sul semipiano Im(z) > 0; utilizzando il lemma di
Jordan si trova

+oo )
V. p. R(€) €' d¢ = 27i 0 = 0;
— 00
mentre se a < 0 si trova
v.p. R(€) €' d¢ = —2mi[Res(R(€)e'®, —1 — i) + Res(R(£)e™™¢, 1 — i)]
= -7 (e“_m — ea+i“) = —2me®sina

da cui infine
f(a) = —e%sinaH(—a).
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ESEMPIO 2.5.

(a) Sianot € R, t £ 0 e he(2) =

ezt

22 — 62+ 13"

(b) Studiare le singolarita di hy; calcolare i residui di h; nelle singolarita.

(¢) Integrando h; su un opportuno circuito, calcolare l'integrale

+oo
vo. [ i) de

(sugg: distinguere i casit >0 et < 0)

-

(i€)2 — 6i€ + 13"

Risoluzione. (a) Siha 22 — 62z +13=(2—3)2+4= (2 —3—2i)(z — 3+ 2i); 3+ 2i e 3 — 2i sono zeri di
molteplicita 1 del denominatore, il numeratore non ¢ mai nullo: si tratta pertanto di poli di ordine 1 per
h; e si ha

e Usando (b), determinare I’originale di Fourier di

3+24)t 3—2i)t

( o ( , }
: = 1 Res(hy,3 - 20) = - _ L eBteit

Resthe, 3421) = 55—55"6 = 71 2(3—2i)—6 4

(b) Si noti che

“+o0o 1 100

v.p. / hi(i€) d€ = v. p. f/ hi(z)dz

—o00 v J—ico
dove con [—ioco,ioo] indichiamo il cammino {i¢ : ¢ € R}. Essendo 1/(22 — 6z + 13) — 0 per |z| — +oo
la scelta del circuito dipende dal segno di ¢ in modo che si possa applicare il lemma di Jordan. Se
t < 0 consideriamo, fissato R > 0, il circuito 'yj.tf costituito dal segmento [—iR,iR] e dal semicerchio
(negativamente orientato) —C3, dove Cf(t) = Re'',t € [-m/2,7/2]. Per R sufficientemente grande il
circuito considerato contiene al suo interno i poli di h; e si ha pertanto, per il Teorema dei residui,

/ hi(2)dz = —2mi(Res(hs, 3 + 2i) + Res(hg, 3 — 2i)) = —mie sin 2t
+
TR

Inoltre si ha

Ky; hi(2)dz = /_1; hi(i€) d€ — /CE hi(2) dz

e per il lemma di Jordan, essendo t < 0,

ezt

li ——dz=0;
Ro o 22 —6z+13 =0

si ottiene pertanto

+oo
v.p./ he(i€) d¢ = lim /+ he(2)dz = —mie® sin 2t
TR

o R—+oc0

Ananalogamente per ¢ > 0, integrando sul circuito v costituito dal segmento [—iR,iR] e dal semicerchio
di raggio R Cx(t) = Re',t € [r/2,37/2], si ottiene

oo R— 400

v.p./+ooht(i§)d§_ lim LRht(z)dz_O

non essendoci singolarita di h; sul semipiano Re z < 0.
1

(c) Per la formula di inversione (puntuale) 1'originale di Fourier f di GO —Gie T 13

1 +oo eift
J) = 55 v-p- /_oo e —Gier13 ©

¢ dato q.o. da

ed e pertanto

1
ft) = —563t sin2t se t <0, f(t) =0 altrimenti.
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EseErcizio 2.7. Determinare con il metodo illustrato sopra gli orginali di Fourier di

E+1 241 _ 26 +1
£2 —dif — 4 (E—9)(&2+4) £% 4+ 6i€ — 13

2.7 Trasformazione di Fourier in L?(R)

Abbiamo definito la trasformata di Fourier nell’ambito di funzione di L!(R). Estenderemo qui la nozione
a funzioni di L?(R), facendo vedere che, come nel caso delle serie di Fourier, la teoria in L?(R) & assai
pilt simmetrica di quella in L'(R).

Ci limitiamo a brevi considerazioni. Il primo risultato esprime la conservazione (a meno del fattore
27) del prodotto scalare in L?(R) delle funzioni C* a supporto compatto.

LEMMA. Per ogni f,g € C°(R) si ha
[ Feg@as =2 [ g
R R
Di conseguenza, se f € C2°(R) si ha che felL? (R) e

1fllz2 ) = 271/l 22wy

Dimostrazione. Ricordiamo, come si ¢ visto nell’Esempio 2.1, che se h € C°(R) allora h € C*(R), ed
inoltre

lim [¢*A(¢) =0,
€] —+o0
sicché f,§ € L'(R) e vale pertanto la formula di inversione sia per f che per g. Si ha

76 = [ atercde= [ G0 dt =207 @)

R

da cui, usando la formula di dualita,
[ Feg@ac =2 [ FoF tate) ds =2n [ s0FF g0 d¢ =2 [ sy de
R R R R

In particolare, per f = g si ottiene Hf”%z(m) = 27r||fH%2(R) < 00. O

. DEFINIZIONE - TEOREMA DI PLANCHEREL Sia f € L*(R). Allora per ogni (uy)r una successione
in C§°(R) convergente a f in L? la successione delle trasformate g converge ad una funzione Frz(f)
di L?(R) (indipendente dalla scelta della successione di partenza (ux)) convergente ad f in L?) detta
trasformata di Fourier—Plancherel di f; si ha poi

1F22(F)II3 = 271 £113

Infine, se f € LY(R) N L*(R) allora la trasformata di Fourier e la trasformata di Fourier—Plancherel di
f coincidono; scriveremo pertanto nel sequito, per non appesantire le notazioni, F al posto di Fyz.

Si osservi che una tale successione (uy) esiste sempre dato che C2°(R) & denso in L2.
Dimostrazione. Per il lemma precedente per ogni k, m si ha
[k — tmll2 = 27||ur — uml|2

quindi la successione (), ¢ di Cauchy in L?*(R) ed ¢ pertanto convergente ad una funzione Frz(f) di
L3(R); si ha di conseguenza

|2 (1)1 = lim 153 = 2 i s 3 = 2 13
Se poi (vy) & un’altra successione di C§°(R) convergente ad f in L? si ha che

ur — Okll2 = 27[lug — villz — O
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per k — 400, da cui lim oy, = limuy, = F(f). Sia ora f € L' N L? e (uy)x successione in C> convergente
ad f siain L! che in L?. per la continuita della trasformata in L!(R) si ha che limy, F(ux) = F(f) unifor-
memente. Per definizione si ha poi limy F(uy) = Fr2(f) in norma L?: esiste allora una sottosuccessione
F(uy) di che converge q.0.b a Fr2(f) ; ma allora Fr2(f) = F(f) q.o..

O

Segue immediatamente dalla definizione precedente che I'operatore F : L?(R) — L?(R) ¢ lineare; per
tale trasformata valgono le regole relative alla traslazione e moltiplicazione per i caratteri analoghi a
quelli validi per la trasformata di Fourier di funzioni di L'(R).

. COROLLARIO Sia fj una successione di funzioni convergente ad f in L%. Allora Fr2(fx) converge a
]:LZ (f) mn LQ.

Dimostrazione. Per il teorema di Plancherel si ha

|1FL2(f) = Frz(fi)ll3 = 1Fe2(f = fi)ll3 = 27l f = fill3
La conclusione ¢ ora immediata. O
Il risultato che segue illustra un modo pratico per calcolare la trasformata di Fourier—Plancherel.

Proposizione 2.22. Sia f € L?. Si supponga che

v.D. /+00 f(t)e & qt

esista per q.o. . Allora la trasformata di Fourier—Plancherel F(f) di f & data da

+o0 )
F(£)(&) = v.p. / fHe " dt  q.o.
Dimostrazione. Si ha f, = fX[—nn € LY(R)N L%(R) ed & f,, — f per n — +oo in norma L?; dato che
per q.o. & si ha
+n )
Fra(fa)(€) = F(fn)(€) = f(t)e™" at

allora, per q.o. &,

+o0 +n

v.p. / ft)e " dt = lim / ft)e " dt = lim  F(fa)(€)

Ora F(fn) — Fr2(f) in L?(R); esiste quindi una sottosuccessione F(f,,) tale che F(f,,) converge a

Fr2(f) q.o. (cioe lim, F(fn,)(&) = Frz(f)(§) per q.o. £), e pertanto Frz2(f)(§) coincide quasi ovunque
+oo —it€

con v.p. [ f(t)em "t dt. O

La dimostrazione del risultato precedente mostra che, se f € L*(R), esiste una successione di interi
ny tale che

FH©O = tm [ fOed qo

k—-+o0 —ny,

In modo analogo si definisce I'antitrasformata .7-'521 per funzioni di L?(R). Vale sempre la formula di
antitrasformazione.

Corollario 2.23. Sia f € L*(R). Allora F;,' (Fr2(f)) = f.

Dimostrazione. Infatti se uy € C§°(R) ¢ tale che u, — f in L? allora si ha uy, — Fr2(f) per k — +oo (in
norma L?); ma allora u, = F;; (ur) converge a Fi, (Fr2(f)) in L? per k — +oo, da cui 'uguaglianza
Fr2 (Fra(f)) = f, essendo uj, — f in L2 O

IUsiamo qui il fatto che se f, & una successione in LP(R™) convergente in LP(R") (p = 1,2) ad una funzione f esiste
una sottosuccessione fn, che converge q.o. ad f.
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ESEMPIO 2.6. La funzione sinc(£/2) ¢ la trasformata di x[_1/2,1/2] come sopra visto. La sua trasformata
di Fourier —Plancherel puo essere calcolata come

+oo T
v. p./ sinc(t/2) e %t dt = lim sin(t/2) cos(&t) dt =

— 00 r—+o0 -r t/2
/+°° sin((1/2 + &)t) 4+ sin((1/2 — &)t) g —
e t
/+°° sin((1/2+68) /+°° sin((1/2- 1) .
o o t

7 (sgn(1/2 + &) +sgn((1/2 =€)

Si scrive talvolta 27 rect per la funzione ottenuta, che e rect(§) = 1 per —1/2 < £ < 1/2, rect(£1/2) = 1/2,
rect§ = 0 per |{] > 1/2, e coincide con la funzione caratteristica di [-1/2,1/2], salvo che in £1/2. Si
noti che rect *rect(t) = (1 — |t]) V 0, il triangolo.

EsErcizio 2.8. Calcolare la trasformata di Fourier—Plancherel della funzione f(t) = (tsint)/(1 + t2).
Suggerimento: usare il teorema dei residui per calcolare

+oo teiat

e ricondurvi la richiesta trasformata. Mostrare, usando la trasformata, che f ¢ L*(R).

Risoluzione. La funzione h(t) = H% appartiene a L?(R). si ha
~ too g et
h(f)zv.p./ﬁOO T a° dt

Supposto ¢ < 0 si puo integrare ze~¢* /(1 + 22) su semicerchi nel semipiano superiore; per il teorema dei
residui ed il lemma di Jordan si ottiene:

+oo 4 —ift e
t .
v. p./ 16_'_7752 dt = 2miRes(ze "7 /(1 + 22),i) = 27Ti% = imes

La funzione h, e quindi la sua trasformata di Fourier—Plancherel, & dispari. Pertanto si ha

~

h(€) = —sgn(¢)ime ¢l

Ora fsint )
sin , _
= — (h(t)e* — h(t)e ™
T = g (h(0e” —hMe™)
da cui ]
im ~ =~
FNE) = 5 (r-1h(©) = k(&)
= 7 (~sen(e + Ve 4 s — 1))
Tale trasformata ha due punti di discontinuitd (£1) e quindi non & la trasformata di una funzione di
L'(R), non essendo continua. O

Esercizio 2.9. Usando il teorema di Plancherel, dimostrare che I'insieme di funzioni {f, : n € Z}, dove
fn(é) = \/%e*mg sinc(£/2), & ortonormale in L?(R).

Risoluzione. Per ogni n € Z la funzione f, & la trasformata di Fourier di x, = \/%Tn rect, funzione

caratteristica dell’intervallo Jn — 1/2,n+ 1/2[; si conclude dato che {x, : n € Z} & un insieme ortogonale
di vettori di norma uguale a \/%, e la trasformazione di Fourier dilata le norme (di v/27) e i prodotti

scalari (di 27). O

EsERc1zIO 2.10. Sia f € L*(R) continua a C! a tratti, con f’ € L*(R).
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(i) Mostrare che [T2° f(t)f'(t)dt esiste finito, dedurne che i limiti lim,— 4o (f(t))? esistono finiti.
Quanto valgono allora tali limiti?

(ii) Mostrare che si ha, per quasi ogni £ € R:

~

(iii) Servirsi di questo risultato per calcolare la trasformata di Fourier della funzione

tsint + cost — 1 _i 1 —cost
12 Cdt t
oo /igint + cost — 12
—_— | dt.
t2
— 00

Risoluzione. (i) Si ricorda che il prodotto di due funzioni di L?(R) sta in L!(R); ne segue che I'integrale
¢ assolutamente convergente, in particolare esiste finito, ; inoltre si ha

e calcolare anche l'integrale

+oo
GU®? =20 O qundi [ f<t>f'<t>dt=§(nm (f(£)? = lim <f<t>)2);

o t——+oo t——o0

i limiti esistono quindi finiti, e dovendo f2? stare in L!, tali limiti devono essere nulli; quindi anche
limyg 400 f(t) =0.
(ii) Il teorema di Plancherel dice che per quasi ogni £ € R si ha:

— [ rwea= w (D0c ), w00 [ o) -

r——+00 r——4o00

(&) f (f)7 dato che i limiti all’infinito sono nulli.

(iii) La trasformata di Fourier—Plancherel di f(t) = (1 — cost)/t ¢ facile da calcolare; per disparita di
f resta solo il pezzo con il sin e si ha

~ [T 1 —cost | [T [sin(€ét)  1sin((€ + 1)t) +sin((€ — 1)t)
&)= fl/ — sin(&t) dt = fz/ ( 3 ; > dt;

sgn(€ + 1) +sgn(€ — 1)) '

— 00

— T (sgn§ — 5

Se £ < —1 oppure se £ > 1 la trasformata ¢ nulla; se —1 < £ < 0 vale im, se 0 < £ < 1 vale —iw. La
trasformata della derivata f’, per quanto appena visto, vale allora:

0 self|>1;  7¢] per[§] < 1.

Infine per il teorema di Plancherel si ha che
+OO . 2 1
tsint + cost — 1 1 9
— | dt=— dé = -
[ (et = [ i = Ao [ e =

EsERcIzIO 2.11. Si consideri la funzione

rsinx
241

fz) =

(i) Si dica in quale senso esiste la trasformata di Fourier f di f e la si calcoli;

(ii) si deduca dall’espressione di f che f & L'(R) e che f € L2(R).
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ESERCIZIO 2.12. Dimostrare che ogni funzione continua, lineare a tratti, a supporto compatto ha la
trasformata in L'(R). Pilt in generale, se f € L'(R) & continua e C* salvo al pill su un insieme finito di
punti, ed f' € L*(R) N L?(R), allora f € L'(R)

Risoluzione. Le derivate di tali funzioni sono infatti funzioni a scalino a supporto compatto, che hanno

trasformata in L(R), e quindi da f’(f) = (zg)f(g) si trae che f(£), continua e dominata per || > 1 da
|f'1/I€], prodotto di funzioni che sono in L?(R\] — 1, 1]), sta in L*(R). O

ESERCIZIO 2.13. Sia f € L'(R); supponiamo che & — &f(€) sia in L*(R). Mostrare che allora f €
C'(R) N Co(R), anzi che posto g(t) = 5= [ (i) f(§) €' dE si ha

Risoluzione. Chiaramente f, continua, sta in LL.(R); e poiché per [£] > 1 si ha |f(§)| < |§f(§)|, si ha
anche f € L'(R~\]—1,1[), e quindi f € L*(R). Il teorema di inversione mostra che allora si ha f € Co(R),
ed f(t) = 5= [5 f(£) € d€ per ogni t € R. Definito g come nell’enunciato calcoliamo I'integrale:

/otgw) 40 = 217r/0t (/R(ié) F(€) e df) o =

(ammettiamo di poter scambiare gli integrali; dopo verifichiamo la liceita di tale azione)

1 t ; i 62‘59 _ i iy eigg 0=t _ 1 -~ eift _ ~ 67;50 _
([ aof@ e an) de= o [ Fey (), de = 5 [ (Floye = Fieye)ae

o /. =9/
£() - £(0),

per la formula di inversione. Lo scambio degli integrali e lecito perché

(€,0) — |(i€) f(€) €] = |ef(€)]

appartiene ad L*(R x [0,1]).
O

Il successivo esercizio ¢ analogo al precedente, ma un poco piu complicato.

ESERCIZIO 2.14. Sia f € L'(R); supponiamo che & — £ f(£) sia in L2(R). Mostrare che allora f appartiene
ad L'(R) e dedurne che f appartiene a Cy(R). Detta g 'antitrasformata di Fourier—Plancherel di (i€) f(£),
mostrare che si ha, per ogni t € R:

t
1) = 10+ [ glo) 0.
Risoluzione. Chiaramente f, continua, sta in Ll (R); dobbiamo provare che ¢ sommabile all'infinito,
e questo ¢ immediato dato che & — 1/¢ sta in L2(R~] — 1,1[), e quindi f(&) = (1/€)(£f(€)) sta in
LY(R\] — 1,1]), in quanto prodotto di due funzioni appartenenti ad L?(R~] — 1,1[). Per il teorema
d’inversione si ha allora f = F~1f € Cp (R).

Poniamo ora, per » > 0,

-~

0= [ (i) F(€) ¢ de:

al tendere di 7 a +00 g, converge in L?(R) a g; quindi g, converge a g anche in L2([0,t]) per ogni t € R
fissato, e quindi anche in L!([0,¢]). Ne segue che ha luogo il passaggio al limite sotto il segno di integrale,

cioe che:

r—-+00

/ot 90) 6 = /0 ([ @feeea) -

t t t
/g(e)de ::/( lim g.(0)d0 = lim | g.(0)do.
0 0 r—-40o0 0

Si ha ora
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(& chiaro che si puo scambiare 1’ordine di integrazione)

[ (f v ) = [ e

—-Tr -Tr

T T
F©erdg — [ f(&)e™ de;

-Tr -Tr
ed e chiaro che si ha, sempre per il teorema di inversione:

r—+00 r——+o00

lim / feede = (), lim / (€)' de = £(0):

la conclusione ¢ raggiunta. O

2.8 Teorema del campionamento

Sia f € L2(R) tale che fsia a supporto compatto: ogni tale f si dice a banda limitata, e la sua larghezza di
banda € il minimo b > 0 tale che sia Supp(f) C [-b,b]. La funzione fpub essere pensata come restrizione
a [—b,b] di una funzione in L _ periodica di periodo 2b (essendo f(—b) = f(b) = 0 se, il prolungamento
in periodo 2b & continuo). Se chiamiamo g tale funzione periodica, la sua serie di Fourier in periodo 2b
converge a ¢ in L%b; tale serie di Fourier &

“+o00
Z cn(g)e™s w=2m/(2b) = 7/b;
La serie di funzioni
+o0 ] +oo .
> @™ Xy (©) = D calg)e™F rect(£/(20)),

converge allora in L2(|—b,b]), e quindi anche in L*([—b, b)), alla funzione f; la serie delle antitrasformate

—+oo

Y calg)F (e rect(¢/(20)))

n=-—oo

converge allora sia uniformemente che in L?(R) all’antitrasformata di ]? e cioé ad f; chiaramente poi
Iantitrasformata di e~ rect(¢/(2b)) (si usa qui il fatto che se h & pari allora F~'(h) = ;=F(h)) ¢ la

traslata di —nw = —wn/b dell'antitrasformata di rect(¢/(2b)), che & a sua volta 5-(2b)sinc(2bt/2) =
b

™

sinc(bt); si ha insomma, uniformemente in R (ed anche in L?(R)):

—+oo

f®) = Z cn(g)gsinc(bt—l-mr);

n=-—oo

o~

si ha poi (si noti che che f = F~1(f) ¢ continua, anzi & traccia su R di una funzione olomorfa intera,
dato che f & a supporto compatto)

b ) ~ —nZ T T
i) = [ Flgeme e~ L [ fgecrieds —onl T2 2 pnl)

si ottiene: .
F(t) = n;m f(—n%) sinc(bt + n)

e sommando nell’ordine inverso:
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. FORMULA DEL CAMPIONAMENTO (SHANNON) Se f € L*(R) ¢ a banda limitata, con larghezza di banda
b>0, si ha:

Z f(n—)sinc(bt — nx) uniformemente in R, ed in L?(R).

n—=—oo

La dimostrazione ¢ stata fatta sopra. Si osservi che la funzione sinc(bt — nm) vale 1 per t = nf,
7T

mentre vale 0 sugli altri punti del tipo t = m7 con m # n. Il risultato ¢ una formula di interpolazione
e dice che f, nelle ipotesi dette, puo essere ricostruita dal suo campionamento fatto sui punti Z7 =

{...,—2%,-%,0,%,2%,... }; pertanto piti larga ¢ la banda di f e pit fitto deve essere il campionamento.

2.9 Applicazione: equazioni lineari alle derivate parziali

2.9.1 L’equazione unidimensionale del calore

Rimandando ad Analisi Due, 8.18, per I'impostazione dell’equazione del calore, risolviamo qui con la
trasformazione di Fourier il caso della sbarra illimitata; la risoluzione ha carattere euristico, ma si puo
dimostrare che effettivamente fornisce una soluzione (in molti casi). Il problema ¢ il seguente: risolvere
I’equazione alle derivate parziali

Owu(x,t) = k O%u(x,t), (k > 0 costante)

dove la funzione incognita u(x,t) & continua in R x [0, +00], e di classe C* in Rx]0, +o00[; ¢’& la condizione
iniziale u(z,0) = ug(z); u(z,t) ¢ la temperatura all’istante ¢ del punto della sbarra che ha ascissa x.
Fissato t > 0, si trasforma alla Fourier rispetto ad x, ritenendo cio possibile, si ritiene anche di poter
scambiare la trasformata di Fourier con la derivazione rispetto a ¢, che sia cioe

/ Opu(x,t) e dox = 9, (/ u(z,t)e” 8 dm) = Oyu(§,t)
R R

A secondo membro la formula per la trasformata della derivata fornisce
Fo (k07u(x,1)) (€) = (i€)*kT(E, 1) = —E2w (S, ).
Trasformando abbiamo quindi ottenuto l’equazione ordinaria (nella variabile indipendente t)
(€, t) = —€*R U, 1),

da integrare con la condizione iniziale u(€,0) = ug(§), trasformata di Fourier del dato iniziale wug.
L’equazione e lineare del primo ordine ed ha come soluzione

Q& 1) = Tp(&) e Er

Se t > 0, la funzione x — e*IQ/(‘l’“”t)/(Q\Mmt) ha come trasformata di Fourier la funzione ¢ — e~¢ %t

ne segue
’U,(l',t) = Ug *x € —a?/(4kt) /(QF / uO —(1‘—8)2/(4/115) ds

2\/7m

soluzione di Poisson per lequazione del calore. Si noti che se si pone v(z) = e~ z*/ /(4xt) /(2/7kt) si ha
vi(x) = (1/vVt) vy (z/ V1), e [pvi(z)dr =1; per t — 0% la famiglia di funzioni v; & un’unita approssimata.

2.9.2 Equazione delle onde

Sia ¢ > 0 fissato. L’equazione unidimensionale delle onde ¢ la seguente equazione alle derivate parziali

1
Ou(x,t) — 6—282 u(z,t) =0 (xz,t) e R x R.

Consideriamo per tale equazione il problema di Cauchy: fissiamo ug(x) = u(z,0) (posizione iniziale) e
vo(z) = Opu(x,0) (velocita iniziale) e cerchiamo le u € C?(R x R) che verificano I'equazione e queste
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condizioni iniziali. C’¢ una risoluzione elementare presentata in Analisi Due, 4.26. Ritroviamo la stessa
soluzione servendoci (euristicamente) della trasformazione di Fourier. Poniamo

et =F (@MMQ:AMawaMz

supponiamo ancora che la derivazione rispetto a t e la trasformata di Fourier rispetto ad z siano
permutabili; si ottiene, trasformando ’equazione assegnata:

—(€23)u(¢, t) — 02u(¢,t) = 0.

Per ogni £ € R fissato questa & un’equazione lineare del secondo ordine, con ¢ come variabile indipendente,
da risolvere con le condizioni iniziali u(£,0) = up(§) e Aru(€,0) = To(§). L’equazione caratteristica
(% = —(£2¢?), con soluzioni ¢ = Fic¢; le soluzioni sono quindi

u(§,t) = c1(§) cos(cts) + c2(§) sin(ct);

imponendo le condizioni iniziali si trova c¢1(£) = up(§) e c2(§) = Uo(§)/(c€) per cui

u(§,t) = uo(§) cos(ctf) + tvp(§) sinc(2cts);
ora antitrasformando:

ug(x + ct) 4 uo(x — ct)
2 )

Q*@ﬁwwwm=§ﬁ*@ﬁw%+%@fmﬂ=
La funzione £ — tsinc(2ct) si antitrasforma in rect(x/(2ct))/(2¢); pertanto
F L (#5(€) sine(2ctme) = 2icvo « ect(#/(2ct)).

La soluzione trovata ¢ quindi (si osservi che rect(x — 6)/(2¢t)) ¢ la funzione caratteristica dell’intervallo
di estremi x — ct, x + ct):

_ 1 O=zx-+ct
uo(x + ct) + uo(z — ct) +7/ v0(0) db),
0

t) =
u(@,?) 2 %

=z—ct

che ¢ esattamente la soluzione data da d’Alembert per I’equazione delle onde.

2.10 Altre definizioni della trasformazione di Fourier

La trasformazione di Fourier ¢ essenzialmente unica, ma ha comunque varie definizioni tra loro vicine.
Ogni trasformazione di Fourier che si incontra ¢ della forma

1 _
_ = —ipvx
. /Rf(x)e dx,

dove p, h sono costanti reali non nulle. Definita in questo modo, essa non & in generale unitaria su L?(R), e
la trasformata della convoluzione non ¢ il prodotto puntuale delle trasformate, solo proporzionale ad esso
mediante il fattore h. Si ha comunque @ f(v) = F f(pv)/h; di qui ¢ facile dedurre la formula di inversione
per ®: essendo, per Ff € LY(R), f(t) = 5= [5 Ff(£)e™! d¢, basta porre in tale integrale £ = pv; si ottiene

/ff zpl/t ‘pl dv = |p|h/¢f( ) zpl/tdy7
2T

da cui la ) h
Se df := E/f(m)e_ipm dr € L*(R), allora f(z) = |22)| /(Df( )ePre du.
R
FORMULA DI INVERSIONE
Dedichiamo un rapidissimo cenno alla trasformazione di Fourier in piu variabili; essa & definita, per
f € LY(R"), come

~

Ff&)=f()= f(x)e —i(&|x) dx, inversione F 1f o n/ f |5)d§

Rn

dove (&]z) & il solito prodotto scalare in R™. Vale ancora il teorema di Plancherel. Inoltre
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Proposizione 2.24. Se f € LY(R"), e per un m € N si ha che x — (1 + |z|)™|f(x)| sta in L*(R"™),
allora f € C™(R™), e per ogni multiindice a« € N™ di grado non maggiore di m si ha

~

0 (&) = (=) () = [ (-ia)* fla)e €

n

come facilmente si vede derivando sotto il segno di integrale. L’integrazione per parti mostra poi che
si ha:

Proposizione 2.25. Se f € C™(R"), ed m € N ¢ tale che 0*f € L*(R™) per ogni multiindice o di grado
non maggiore di m, allora

o~

(0% f) (&) = (i) f(£)-
Ci limitiamo a provare 'importante fatto seguente

Proposizione 2.26. Se T : R® — R" ¢ lineare ed invertibile, ed f € L'(R™), allora f o T ha per

trasformata di Fourier f((T’l)*ﬁ)/| detT|. Di consequenza la trasformata di Fourier di una funzione a
simmetria sferica é ancora a simmetria sferica (T~1)* ¢ la trasposta di T~1).

Dimostrazione. Nell'integrale che definisce fo T si fa il cambiamento di variabili y = T x:

FoD)(©) = [ Ff(Ta)e ™ dz= [ f(y)e €TV det T dy =
R R™

(- FUT1)"¢)
—((T )| qot T dyy — T .
. f(y)e | de | dy [ dot T

2.11 Esercizi ricapitolativi

EsErcIz10 2.15. Vogliamo trovare una soluzione del seguente problema di Dirichlet: trovare una funzione
u(x,y) che sia armonica nel semipiano {(x,y) € R? : y > 0} e sia tale che u(z,0) = f(z), dove f : R - R
¢ assegnata. Cerchiamo cioé una soluzione dell’equazione 92u(z,y) + 8§u(z,y) = 0, per y > 0, con
u(z,0) = f(x).

(i) Trasformando alla Fourier rispetto ad = per y > 0 trovare un’equazione ordinaria per u(&,y).

(ii) Risolvere I'equazione trovata in (i), supponendo che z +— u(z,y) sia in L'(R) per ogni y > 0, ed
anche che sia f € L*(R).

(iii) Antitrasformare e trovare una formula integrale per la soluzione.
(iv) Trovare una formula senza integrali per la soluzione nel caso f = x[_1,1]-

(v) [Extra] Come si potrebbe procedere per dimostrare che quella trovata in (iii) ¢ effettivamente una
soluzione dell’equazione data?

Risoluzione. (i) Si trova
(i€)* (&, y) + (€ y) =0 ciot (€, y) — €A y) = 0.

Si tratta di un’equazione del secondo ordine a coefficienti costanti; conviene scrivere la soluzione generale
come

U, y) = c1(€)ellV 4+ ey (g)e Iy

[Nota: chiaramente per ogni ¢ fissato, per ogni cj,cy esistono ¢) e cj tali che c1(€)esV + ca(€)e™Y =
¢ (&)elsly + b (€)e~1€1¥: non esistono invece delle costanti ¢} e ¢, tali che 'uguaglianza precedente valga
per ogni &] dato che deve essere lime_, 1o u(§,y) = 0 deve essere ¢(§) = 0; imponendo la condizione
iniziale si trova c2(€) = f(£); in definitiva

-~

U, y) = f(&)e .
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[Nota: avessimo scelto di scrivere w(£,7y) = c1(€)e$Y + co(€)e™¢Y non avremmo trovato soluzione]
Abbiamo risposto anche ad (ii).
(iil) Si noti che ¢ s e~ €l¥ ¢ la trasformata di Fourier di (1/7)y/ (22 + y?), se y > 0; antitrasformando
si trova quindi
y/*"o f(u) du

U(l‘,y):; e (x—u)2+y2'

(iv) Se f = x[—1,1] si ha
y [t du 1t du/y _arctan((z 4+ 1)/y) — arctan((z — 1) /y)
/i /

R I rymn e sy Rty BN pruy (v ypu i

™

(v) Il metodo & quello di derivare sotto il segno di integrale per due volte. Si puo osservare che la
funzione

Y
D

¢ armonica nelle variabili (z,y), qualunque sia il parametro u € R fissato (infatti (x,y) — y/(2? + y?) &,
a meno del segno, la parte immaginaria di 1/(z + iy)). Se & possibile derivare due volte sotto il segno di
integrale la convoluzione risulta allora armonica. Per la derivata rispetto ad x dell’integrando; essa e
1 —2y(z —u)f(u)
™ ((x —u)? +y?)*’
una maggiorazione che mostra ’applicabilita del teorema di derivazione sotto il segno di integrale ¢ ad
esempio (presi o, 3 con a > |z] e 0 < < y):
—2y(z —u) f(u)
((z —u)* +9?)?

2y| |z — ul 1 < 1
(z—u)?+92)? = (z—uw)?+y* = (a+[u?)+ 52

<

maggiorazione valida per |z| < @ e y > 3; similmente per y, se v > y si ha

‘ —2y 2

valida per | <a,f<y<7,;
(@—wpP+ 92|~ ((a+[uP)+ ) per el <o gy
e si intuisce che la cosa si puo fare anche per le derivate di ordine superiore.

Diverso e un poco piu complicato ¢ il discorso sulla saldatura continua al dato iniziale quando questo
¢ continuo. Esso deriva dal fatto che il nucleo di convoluzione & unita approssimata per y — 0%, ma non
lo facciamo. O

ESERCIZIO 2.16. Per ogni f € L*(R) sono definite due funzioni:

Af(€) = /_ T f()cos(et)dt B(E) = /_ " fr) sin(er) dr.

che sono dette rispettivamente cosen—trasformata e sin—trasformata di Fourier di f. Dopo aver osser-
vato che Af & sempre pari e Bf ¢ sempre dispari (ovvio, accettarlo), dimostrare, usando il teorema di
inversione:

. FORMULA DI INVERSIONE, FORMA REALE Se f € L'(R) ¢ tale che Af, Bf € L'(R), allora f € Cy(R),
e st ha, per ogni t € R:

) = = / " (AF(E) cos(t) + BF(E) sin(er)) de.

21 J_

Risoluzione. Osserviamo che si ha
Flo) = [ soe e at = [ s(oeos(er) ~ isin(et) de = A7(€) - iBS(€);
R R

da cio si deduce che se Af, Bf stanno in L'(R) allora anche f sta in L'(R). Ne segue che f € Cp(R), e
che si ha, per ogni t € R:

1) =5 [ Tl ag = o= [ (47(6) =B ) cos(er) + isin(et) ds =
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3 [ (AS(€)cos(ét) + BAE)sin(en) de + i [ (AF€)sinlet) = B cos(et) de

Q'ITR

per disparita si ha
/R Af(€) sin(2met) d = /R B (€) cos(2rét) d = 0,

e la conclusione e raggiunta.

EsERrcizIO 2.17. Sapendo che &

+oo  ioax
V. p./ ¢ dx = imtanh(am/2) (e € R),

—o sinhz

calcolare la trasformata di Fourier della funzione f(t) = t/sinht (integrare g(z) = 2€!®*/sinhz sui
rettangoli di vertici r,r + ¢w, —r + im, —r, indentati se occorre; accettare il fatto che sui lati verticali
Iintegrale tenda a zero). Dedurne il valore dell’integrale [, (¢3/sinht) dt.

Risoluzione. (Schematica) sinh z = 0 per z = ki; si indenta il rettangolo in i con un piccolo semicerchio
os(9) = im + se'’, ¥ € [, 27]; si ottiene

/7" reiat _/ (m+i7r)eia(m+i7r) "
_psinhx [—rr]<]—s,s] Sinh(z +im)

—/ = dz+¢e(r)=0

. sinh 2
Si ha
- ra(x+im i [1e%
(z 4 im)e(@tin) o T€ o €
: - =—e - —ime -
sinh(x + i) sinh z sinhz

per cui quanto sopra si riscrive

/r xeiam dx+efa7r/ xeiam dx+i7_refoz7r/ eiom: dx
- sinhz [—rr]~]—s,s] SIDh T [—rr]~]—s,s[ SIDDZ

Zeiozz
_ /U — dz+¢e(r)=0

per il lemma del cerchio piccolo I'integrale su o tende, per s — 07, a im Res(f,im) = im(im)e " /(=1) =

m2e~™; si ottiene

(o) .,L,e'LOLfL’
1 —am dr — 2 —am tanh 2) — 2 —am
(1+e )/oosinhx x — e anh(an/2) = m’e

ed infine

/oo e dr =m2e 7 - ™ + 1 = er—aw# -
oo Sinh x B (I+e2m)2  1+4eom B (1+e—orm)2 -

9 2 2 1

- -
(eam/2 4 e—am/2)2 2 coshz(om/Q)
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Tabella di Trasformate di Fourier

Funzione /() F1(©) = [ foea of ) = [ e de
R R
rect(t) := xj-1/2,1/2] sinc(§/2) = smg(/§2/2) sinc(vm) = s1n7£:u)
.9

(11t vo e (5) = S sine?(vr)

(a > O) e_at2 \/?6_52/(4(0 \/?6_772’/2/0‘
a a

a ; Ee*a\ﬁ\ 2751
(a>0) a? + t2 a a® + (2702

—alt| 2a 2a/h
(a>0) e t TP TR

Traslazioni diventano moltiplicazioni per caratteri:

rof () =f(t — a) e F£(6)
Moltiplicazioni per caratteri diventano traslazioni:
(a€R) e f(t) TaFf(§) =Ff(§—a) Ta/(2m)®f (V) =@ f (v — a/(27))
Derivata della trasformata (ovvero trasformata della moltiplicazione per t):

S

tf(t) i0¢F £(€) 5 veI W)
Trasformata della derivata
duf(t) =f'(t) (@) F f(€) (2miv)@f(v)
DISTRIBUZIONI
1) 1 1
1 270 1)
6((1) e—ia# e—27'ria#
(a€R) et 276, O(a/2m)
" S p(1)e) £ 76 Lol
; v.p. ™ i V. p. 5
2 1 1 1
sgn - V.p. = — V.D. —
i 13 i v
FOrRMULA DI PLANCHEREL
1Fflle2®y = 27| fll 2 (w) 12 fllzzm)y = I fllz2w)

ANTITRASFORMATA

Funzione f(t) ]:'—lf(g) :% ‘/]R f(t)eiét dt q)_lf(l/) :/Rf(t)e%riut dt
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Capitolo 3

Trasformazione di Laplace classica

3.1 Introduzione e definizioni

La trasformazione di Laplace & uno strumento tradizionale e di uso costante nella risoluzione di equazioni
differenziali lineari. Essa si presta anche alla risoluzione di numerosi problemi di altro genere, purché in
essi la linearita giochi un ruolo importante.

La trasformazione (nell’ambito classico, dal quale cominciamo) si applica a funzioni localmente som-
mabili a valori complessi definite su R, il cui supporto sia contenuto nella semiretta Ry = [0, 4+o0o[ dei
numeri reali positivi o nulli. Lo spazio di tali funzioni (definite al solito a meno dell’'uguaglianza quasi
ovunque) si indica con L{. (Ry). Anche qui, chi non conosce 'integrale di Lebesgue ¢ invitato a pensare
ad L{ (R;) come all'insieme delle funzioni che sono assolutamente integrabili secondo Riemann su ogni
intervallo compatto, e sono identicamente nulle su | — 0o, 0[; 'uguaglianza quasi ovunque (abbreviata
in g.0.) puo essere pensata come uguaglianza su ogni punto, eccetto un insieme al pitt numerabile; agli
effetti pratici, non si perde nulla.

Definizione. Una funzione f € Ll (R, ) si dice assolutamente trasformabile secondo Laplace, abbreviato

in assolutamente L—trasformabile, se esiste s € C tale che e~*! f(t) sia sommabile su R (stia cioe in L' (R)).

Ovviamente ¢t — e 5t f(t) sta in L'(R) se e solo se il suo modulo t +— |e s!f(t)| = |e 5| f(t)| =
e~ (Res)t| £(1)] € LY(R). E ovvio che se ¢t — e f(t) € L'(R), e o € C & tale che Reo > Re's allora si ha
anche t — e~ 9t f(t) € L' (R); cid & dovuto al fatto che le funzioni sono identicamente nulle per ¢ < 0; si
ha quindi [e”%t| > |e~*| per t > 0, se Reo > Re s, quindi anche |e™ || f(¢)| > |e7"|| f(t)| per ogni t € R,
essendo f(t) = 0 per t < 0. Da cid segue subito:

1
loc

Proposizione 3.1. Sia f € L (R.) assolutamente L—trasformabile. L’insieme

S(f)={s€C:t— et f(t) € L'(R),

detto insieme di convergenza assoluta della trasformata di Laplace di f é un semipiano, aperto oppure
chiuso, della forma

S(f)={s€C:Res>p(f)} oppure S(f)={se€C: Res=>p(f)}
dove p(f), chiamato ascissa di convergenza assoluta della trasformata di Laplace di f &, per definizione
p(f) =inf{p eR: t— e P f(t) € L'(R)}.
Dimostrazione. Immediata: se Res > p(f) esiste p € R tale che p < Res, ma e P! f(t) € L*(R); come
sopra osservato ¢ allora anche e =%/ f(t) € L'(R); se Res = po < p(f), e Polf(t) ¢ L'(R), per definizione

di p(f), ma allora anche e=*!f(t) ¢ L*(R). Vari esempi successivi mostreranno che il semipiano puo
essere aperto oppure chiuso. O

45
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OSSERVAZIONE 5. L’ascissa di convergenza puo essere —oo, come ad esempio accade per ogni funzione a
supporto compatto, ad esempio ogni funzione caratteristica di intervallo limitato xj, [, con 0 < a < b,

od ogni funzione che decresca in modo sufficientemente rapido a +oco, come ad esempio ¢t — H (t)e’t2
(gaussiana). In tal caso ovviamente il semipiano di convergenza assoluta e U'intero piano. All’estremo
opposto si puo dire che le funzioni non trasformabili abbiano ascissa di convergenza +oo. Una tipica
funzione non trasformabile ¢ ad esempio t — H (t)et2 (& ovvio che e~ tende in modulo a +oo per
t — 400 qualunque sia s € C, e quindi tale funzione non & mai sommabile su [0, +o0[).

La definizione di trasformabilita e di trasformata conserva il suo significato anche se f non necessaria-
mente & nulla su | — 00,0[. In tal caso I'insieme di convergenza assoluta dell'integrale [, e™*" f(t) dt non
¢ un semipiano illimitato a destra, ma piuttosto una striscia di convergenza assoluta (’insieme, se non
¢ vuoto e non si riduce ad una retta parallela all’asse immaginario contiene sempre una striscia aperta
{s € C:a < Res < f}, con —c0o < a < f < 400, anzi ha come interno una striscia siffatta, ed &
contenuto nella chiusura di essa). Tale caso ha pure interesse, ma noi ci limiteremo al caso di funzioni
con il supporto contenuto in [0, +ool.

Definizione. Sul semipiano aperto di convergenza assoluta resta definita una funzione

Af(s):/]Rf(t)e*Stdt

chiamata trasformata secondo Laplace di f. Diremo che f ¢ un originale di Laplace di h se Af = h su
un semipiano Re s > a; vedremo che f, se esiste, € unica.

EsEMPIO 3.1. La funzione di Heaviside H = xg, ha 0 come ascissa di convergenza assoluta. Infatti,
posto p = Res, la funzione [e 5! H(t)] = e P se t > 0, 0 se t < 0, ¢ in L*(R) se e solo se p > 0. 1l
semipiano di convergenza assoluta ¢ quindi quello delle parti reali strettamente positive; si ha infatti,
supposto s # 0:

+oo 648t t=r 1— e 5T
AH(s) = / e SUH(t)dt :/ e Stdt = lim [ ] = lim —.
R 0

r—+00 —S =0 r—+400 S

Ora, il limite lim,_, o, e7°" esiste finito, per s # 0, se e solo se Re s > 0, nel qual caso & nullo; se Res > 0
si ha infatti [e=5"| = e~ Re(s7) = ¢=(Res)™ che tende a zero se Res > 0, a +00 se Res < 0. Se Res = 0,
ma w = Im s # 0, il limite non esiste (e~*" assume, al variare di r in ogni intorno di +oo, tutti i valori
di modulo 1). Ne segue che lintegrale & semplicemente convergente se e solo se Re s > 0; per tali valori &
anche assolutamente convergente, essendo |e™%¢| = e7P* se p = Re s. Si & anche visto che la trasformata &

AH(s):1 Res > 0.

3.1.1 Tendenza a zero all’infinito
Il lemma di Riemann-Lebesgue ha la seguente versione per le trasformate di Laplace.

Proposizione 3.2. Sia f € L{. (Ry), e sia a € S(f), a reale, nel semipiano di convergenza assoluta di
f- Si ha allora:

Jim Af(s)=0.

Res>a
Dimostrazione. Anzitutto, moltiplicando f per e~ ci si riconduce ad @ = 0 ed f € L'(R,). La dimo-
strazione procede poi come nel lemma di Riemann—Lebesgue; se g ¢ di classe C*° a supporto compatto,
integrando per parti si ha

Ag(s) = /+OO g(t)e st dt = [g(t)ie“} - + ! /+°° g (t)e *tdt

—00 —o00 S J—oc

1 [t
= 7/ g (t)e st dt

$J-x

che tende a 0 per s — +oo. Fissato poi € > 0 sia g € C2°(R) tale che sia

||f—g||1=/R|f(t)—g(t)|dt§e;
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si ha allora, per Res > 0:

+oo
/O e (F (1) — g(t) + (1)) dt] <

AF($)] = ' [ dt’ _
+oo

+oo oo
[ et dt' < [ 0 - g0l i+ 14g(s)| =
0 0

[ e - g(t))dt\ ¥

—+oo —+oo
/ e P f(t) — g(t)] dt + [Ag(s)| S/ £ (t) — g()] dt + [Ag(s)],
0 0
avendo posto p = Re s, ed osservato che e Pt < 1 se p,t > 0. Ne segue

IAf(s)] <&+ [Ag(s)l

e la dimostrazione ¢ terminata. O

3.1.2 Olomorfia della trasformata di Laplace

Il risultato che segue e di fondamentale importanza.

Teorema 3.3. All’interno del semipiano di convergenza assoluta la trasformata di Laplace di una fun-
zione assolutamente L—trasformabile é olomorfa, e la derivata di Af(s) si ottiene derivando rispetto ad
s sotto il segno di integrale:

“+o0
(AF)'(s) = / (—Of(B)e " dt Res > p(f).

Dimostrazione. La dimostrazione e un’applicazione del teorema di derivazione per integrali dipendenti da
parametri (Analisi Due, 9.22.2(ii)) e quindi in ultima analisi & conseguenza del teorema della convergenza
dominata di Lebesgue. Basta osservare che se Res > p(f), preso a € R, con p(f) < a < Res, si ha
|(—t)f(t)e™st| < te=%|f(t)| per t > 0 e Res > a, e che t — te~®|f(t)| appartiene ad L'(R,), dato che
a > p(f) (preso b, con p(f) < b < a, te™* & o piccolo di e~ per t — 400, e quindi esiste una costante
K tale che sia te™% < Ke™). O

OSSERVAZIONE 6. L’ascissa di convergenza di t — tf(¢) coincide con quella di f, come sopra visto.

Corollario 3.4. Se f e assolutamente L—trasformabile si ha

(Af)™(s) = /O+Oo(—t)”f(t)e_3t dt Res>p(f),n=0,1,2,3,....

Dimostrazione. Ovvia. O

Esercizio 3.1. Calcolare, usando quanto sopra, la trasformata di Laplace di ¢ — t" H(t), per ogni n € N,
sapendo che AH(s) =1/s.

Risoluzione.
_dAH, o d(1l/s) 1 9 _d*(1/s)  d(-1/s?) 2
A(#)H(s) = - ds () =- ds s’ A#)"H(s) = ds2 ds g3
ed in generale
n 2d™(1/s o (—1)"n! n!
A () = (T g CDTE
come ¢ immediato vedere per induzione. O

EseErcizIO 3.2. In generale, data la funzione potenza t — t%, considerata nulla per ¢ < 0 (la deter-
minazione & quella principale, t* := exp(alogt)), essa & localmente sommabile in [0, +o0o[ se e solo se
Rea > —1; calcolarne la trasformata di Laplace.
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Risoluzione. La funzione ha ascissa di convergenza assoluta nulla, come & facile intuire, e si ha, supposto
s reale, s > 0

+o0 . +oo u® du 1 +oo 1
A#)*H(s) = /0 tYe™*" dt = (posto st = u) = /0 s—ae*“ o= m/o u* e duy =
INa+1)
S(x+1

Tale formula, provata per s reale > 0, vale anche per s complesso con Re s > 0 per il principio di identita
delle funzioni olomorfe. O

EsemPIO 3.2. La funzione f : t — H(t)/(1 + t?) ha ancora 0 come ascissa di convergenza assoluta (la
verifica ¢ facile); stavolta il semipiano di convergenza & chiuso, dato che la funzione 1/(1+t?) & sommabile
su [0, 4+o00|. La trasformata di Laplace non ¢ esprimibile con funzioni elementari; in ogni caso osserviamo
che per Res =0, cio¢ s = iw si ha

+oo —iwt +oo +o0
Af (i) = / e g — / cos(wt) gt — Z/ sin(wt) g —
0 0 0

1412 1+ t2 1+1t2
1/+°° cos(wt) dti/+°° sin(wt) gt = T ol Z,/+°° sin(wt) it
2 ) o 1+1t2 0 1+ ¢2 2 0 1+¢2

(la parte reale ¢ un classico calcolo con il teorema dei residui). Si noti che quindi la funzione non &
olomorfa su tutto il semipiano chiuso: la sua parte reale sull’asse immaginario non & parte reale di alcuna
funzione olomorfa.

3.1.3 Linearita della trasformazione di Laplace

Si vede subito che

Proposizione 3.5. Se f,g € Ll (R) sono assolutamente L—trasformabili, tali sono f + g ed of, per

ogni scalare o € C; si ha inoltre p(f + g) < max{p(f),p(g)} e

A(f+9)(s) = Af(s) + Ag(s) Res>max{p(f),p(9)}; Maf)(s) =aAf(s) Res>p(f).

Dimostrazione. Ovvia. O

3.1.4 Traslazione della trasformata

Si ha il seguente utile fatto:

Proposizione 3.6. Se f € Ll (R) ¢ assolutamente L—trasformabile, e A € C, allora t — e f(t) &
assolutamente L—trasformabile, si ha p(e’ f(#)) = Re X + p(f) e si ha

A F(#))s = Af(s — N Res > Re A + p(f).

Dimostrazione. Essendo eMe 5! f(t) = e~ (=N f(t), posto o = s — A, la funzione t — e~7* f(t) sta in L!
se e solo se o € S(f), ciot se e solo se s € A+ S(f); il resto & ovvio. O

Si ricorda dicendo: moltiplicazioni per esponenziali diventano traslazioni.

Esercizio 3.3. Come applicazione, trovare le trasformate di
H(t)cos(wt); H(t)sin(wt); H(t)cosh(wt); H(t)sinh(wt) (weC).

H(t)eiwt + H(t)efiwt

Risoluzione. Si ha H(t) cos(wt) = 5

; per linearita si ha quindi

s
52 4+ w?’

AH(t) cos(wt)(s) = % (AH(t)e™" + AH(t)e ™) = % (s —1iw + —l—lzw> =
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lascissa di convergenza ¢ > max{Re(iw), — Re(iw)} = |Imw|, ed & facile vedere che effettivamente vale
proprio |Imw|. Similmente

AH(t)sin(wt)(s) = % (AH(t)e™" — AH(t)e ™) = % (s —1iw — —l—lzw) == —tuﬂ’
per Res > |Imw|. Si ha poi
AH(t) cosh(wt)(s) = % (AH(t)e + AH(t)e™") = % ( LI ) -t
s—w  Sstw §° —w
nonché
AH () sinh(wt)(s) = % (AH(8)e*" — AH(t)e ") = % (S 1 — - SL}) -2
entrambi per Res > |Rew|. O

3.1.5 Trasformata della traslata

Proposizione 3.7. Sia a > 0, e sia f € L{ _(R) assolutamente L—trasformabile. Allora 7,f, traslata

di f mediante a, appartiene ancora ad Li (R4), ha lo stesso semipiano di convergenza di f, e si ha
AT f(s) = e Af(s) per ogni s € S(f).
(traslazioni diventano moltiplicazioni per esponenziali).

Dimostrazione. Si ha, per definizione di trasformata
A1, f(s) = / Tof(t)e ! dt = / ft—a)e st dt =
R R
(posto t —a =1)
[ st an = [ e goetan = eeage)
R R
Insomma: la proprieta detta non € in fondo altro che I'invarianza per traslazioni dell’integrale. O

Esercizio 3.4. Applicare quanto sopra per trovare la trasformata della funzione caratteristica x)q.p
dell’intervallo ]a,b[, 0 < a < b, scrivendo tale funzione come 7, H — 7, H; controllare poi il risultato con
un calcolo diretto.

Risoluzione. Si ha, applicando i suggerimenti:

A1oH — 1pH)s = At H(s) — AmpH(s) = — =

Direttamente:

O

OSSERVAZIONE 7. Traslando a sinistra una f € L] (R} ) in generale si esce da Li (R ), come & ovvio.
Ma la formula precedente vale anche con a < 0 nell’ambito delle trasformate di Laplace bilatere.



50 CAPITOLO 3. TRASFORMAZIONE DI LAPLACE CLASSICA

3.1.6 Cambio scala

Il comportamento ripetto alle omotetie di rapporto positivo sul dominio ¢ dato da

Proposizione 3.8. Sia f € L} (Ry) assolutamente L—trasformabile; sia A\ > 0. Allora t — f(\t) &
assolutamente L—trasformabile con ascissa di convergenza assoluta pari a Ap(f), e si ha

AFOHIs) = SAF(5/A) Res > Mo(f),

Dimostrazione. Esercizio. O

3.2 Convoluzione

Si ricorda che la convoluzione di f, g & definita come fx*g(t) = [, f(t —0)g(#) df quando questo integrale
ha senso. Se una delle funzioni sta in L'(R) ed ha il supporto compatto, mentre laltra sta in L (R),
allora fxg esiste e sta in L{, _(R) (questo segue dal fatto che la convoluzione di due funzioni di L*(R) esiste

e sta in L*(R)). Un altro caso ¢ quello di f,g € L{, (R ); infatti in tal caso [, f(t — 0)g(#) d6 diventa

O+°° f(t—0)g(0)dl (perché g(f) = 0 se § < 0) e questo a sua volta coincide con fot f(t—0)g(0)dodeo

(perché f(t—0)=0set—0 <0, cioe se § > t).

Una non difficile applicazione del teorema di Fubini-Tonelli mostra che f * g e definita q.o. su R dalla
formula precedente, ed appartiene a L}OC(RJr), che pertanto ¢ un’algebra di convoluzione, la convoluzione
di due suoi membri ¢ ancora una funzione di L{ (R;). La trasformazione di Laplace ha un ottimo
comportamento riguardo alla convoluzione, come ora vediamo.

Proposizione 3.9. Siano f,g € L], .(R:) assolutamente L—trasformabili. Allora f * g(t) = fot flt =
0)g(0) db ¢é assolutamente L—trasformabile, con ascissa p(f * g) < max{p(f),p(g)}, e si ha

A(f*g)s = Af(s)Ag(s) Res > max{p(f), p(9)}-

Dimostrazione. Sia s € C con Res > max{p(f), p(g)}. Si deve provare che si ha

/Re*“ (/R f(t—0)g(0) d0> dt = (/Restlf(tl)dtl> (/R eSt2g(t2)dt2>.

Applichiamo il teorema di Tonelli alla funzione (t,6) — et f(t — 0)g(8) = e >~ f(t — 0)e=0¢(0) di
R? in C; si ha, se p = Re s:

[ ([ oegoar) as = [ e ([ e s - oylar) as

Posto t — 0 =t4, si ha

[eme s o= [ erislin,
]R ]R

quindi I'integrale precedente diventa

L ([eriswlan)eriorao= ([ eriseran) ([ e o).

avendo posto ty = 0. Il teorema di Tonelli dice quindi che (t,0) — et f(t — 0)g(0) = et~ f(t —
0)e=*%g(0) appartiene ad L'(R?); il teorema di Fubini permette ora di svolgere lo stesso calcolo allo
stesso modo senza il valore assoluto, e di pervenire al risultato voluto. O

Corollario 3.10. Sia f € Li_(Ry) tale che fio too[ sia continua e C* a tratti. Se f' ¢ assolutamente

loc

L—trasformabile, tale é anche f; si ha p(f) < max{p(f’),0}, ed inoltre

f(0F) + Af'(s)

. Re s > max{p(f’),0}.

Af(s) =
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Se poi f & di classe C™ in [0,4+00[, con derivata m—esima assolutamente L—trasformabile, allora
£ Y sono assolutamente L—trasformabili, con ascissa di convergenza assoluta maggiore o
uguale a max{p(f"™),0}, e si ha

o e Res > max{p(f(™),0}.

m—1
F00) | AF(s)
>

Dimostrazione. Si ricorda che si ha, se t > 0

£(t) = F(O0%) + / F0)d0 = F(OT) + H % 1'(2),

ovvero

f=fO0NH+ f xH dacui Af(s)= @ —|—Af’(s)§

Per induzione su m si ha anche il secondo risultato: si ha
Fm= () = fr=D(0+) + £ « H(t) per ¢t > 0, da cui, come sopra

FOmIOF) + A (s)

S

AfOm=D () = Re s > max{0, p(f™)};

I'ipotesi induttiva porge

A PAUCUSINR VIO
Z Sk+1 Sm—l ’
=0
e sostituendo in tale formula Pespressione sopra ottenuta per Af(m—1) ( ) si conclude. O

OSSERVAZIONE 8. Si poteva naturalmente ricorrere anche alla formula di Taylor con il resto in forma
integrale, che dice che si ha

(m—1)
)= FOF) + f(0F )+ + f(ml_(lo;)tml FHT M) >0,

ovvero

m—1
ft) = (Z f(lg)k(!()ﬂt’“) H(t)+H™ s f™M(t)  teR,
k=0

che trasformando ambo i membri porge appunto la formula voluta; H*™ & la convoluzione di H con se
stessa m volte, vedi poi, 0.18.

3.2.1 Trasformata della derivata

Le formule precedenti si scrivono spesso a rovescio, esplicitando A f(™):
Af'(s) = sAf(s) = F(0T);  Af"(s) = s*Af(s) — sf(0F) — f'(07);

ed in generale
-1

Af(m) _ SmAf(S) _ sm—(k+1)f(k) (0+)
0

3

b
Il

Tale formula vale per Res > max{0, p(f(™)}, ammesso che f("™) sia assolutamente trasformabile.
In generale, la trasformabilita di f non implica quella di f’; la funzione H(t)sin(e!’) ¢ assolutamen-
te L—trasformabile con ascissa di convergenza assoluta 0, ma la sua derivata non & assolutamente
trasformabile.

OSSERVAZIONE 9. Esiste anche un metodo diretto, forse piu agevole, di calcolare la trasformata della
derivata: supponiamo che f : R — C, con f(t) = 0 per t < 0, coincida su [0, +oo[ con una funzione
di classe C', la cui derivata sia assolutamente L—trasformabile. Supposto di sapere che allora, almeno
per Re s > max{p(f’),0}, 'integrale fo+°° f(t)e st dt ¢ (assolutamente) convergente, un’integrazione per
parti permette di mostrare che si ha, per tali s, Af’(s) = sAf(s) — f(07); si pud scegliere una successione
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di reali positivi (ax)gen che tende all’infinito lungo la quale si abbia limy_, o f(ax)e™*** = 0, e cid perché
I'integrale generalizzato fOJrOO f(t)e=st dt esiste finito; allora

+oo @k
Af'(s) Z/ (et dt = hm f'(t)e ' dt = per parti =

0
klin;o([f(t S+ / f(t)e st dt) —f(0") + Jim s/ ft)e stdt =
— F0) + s / J(Be dt = —F(07) + sAf(s).

0

OSSERVAZIONE 10. Puo sorgere qualche dubbio sulla formula precedente. Infatti, la funzione f’ non &
ovunque la derivata di f: nel punto t = 0 in generale f non & continua, ed a piu forte ragione non vi &
derivabile. Inoltre la funzione f’, identicamente nulla per ¢ < 0, ed uguale ad f’(¢) per ¢ > 0, non & la
derivata della sola f, ma anche di tutte le funzioni quali h = f + kH, con k costante arbitraria; ma la
formula esprime la trasformata di f’ mediante la trasformata di f. Di fatto Af’ & pero ben definita: per
Re s > max{0, p(f)} si trova

Ah(s) = A(f +kH)(s) = Af(s) + —
ed essendo h(0") = f(01) + k, si ottiene
sAh(s) = h(0") = sAf(s) + & — (f(0F) + &) = sAf(s) — F(0T) = Af'(s).

In altre parole, si ottiene lo stesso risultato con un’altra “primitiva” h di f’. Ma a rigore, non ¢ corretto
dire che la funzione f’ ¢ la derivata di f su R; essa ¢ solo la parte funzionale di tale derivata, come
vedremo quando faremo le distribuzioni.

3.2.2 Originale di s(A(f))(s)

Se f € Ll (R;) & tale che J1[0,400[ Sia continua e C' a tratti, ed f’ & assolutamente L—trasformabile,
allora ¢t — (tf(t))’ & assolutamente L—trasformabile e si ha

A((tF(1)'(s) = =s(Af)'(s)  Res>p(f')

Infatti, posto g(t) = tf(t), siha g(0") = 0, e quindi Ag’(s) = sAg(s), per il teorema sulla trasformata della
derivata; inoltre Ag(s) = A((#)f(#))(s) = —(Af)'(s) per il teorema sulla derivata della trasformata; si

d
e visto quindi che la trasformata del secondo membro & sd—A f(s).
s

2
ESERCIZIO 3.5. Determinare la funzione la cui trasformata di Laplace ¢ h(s) = (QSTUQ (sugg: h(s) =
s
)
S ...
(s2+1)2

3.2.3 Trasformata di f(t)/t

Se f € Ll .(Ry) & assolutamente L—trasformabile, con f(¢)/t ancora in Li (R.), allora f(t)/t ha la
stessa ascissa di convergenza assoluta di f, e si ha, per Res > p(f):

Af(#)/(#))(s) = /+°<> Af(o)do (opposta di quella primitiva di Af(s) che & nulla per Res — +00).

La verifica si basa sulla formula (Ag)’'(s) = A((—#)g(#)), e si lascia senz’ altro al lettore; la notazione
f:_w Af(o)do indica l'integrale di Af(o) fatto sulla semiretta t 4+ ¢Im s, con ¢ > Res.

EsErcizio 3.6. Usando la formula sopra, fare le seguenti trasformate (s € R):

Funzione Trasformata Ascissa di conv. ass.

H(#) ca# ?; eP# log (j : g) max{Re a, Re 5}
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H(#)l_;# log (1 + i) 0
H(#)Sm(ﬁ g — arctan (5) Im w|
e ( - j) Reul

3.3 Formula di inversione

La trasformazione di Fourier non si applica a funzioni esponenziali ¢*“* con Ima # 0, e questo fatto ne

limita grandemente ’applicabilita a situazioni importanti (le equazioni lineari a coefficienti costanti hanno
tipicamente soluzioni che sono esponenziali). La trasformazione di Laplace, che ha proprieta strettamente
analoghe come sopra visto, &€ una sorta di famiglia ad un parametro di trasformate di Fourier: data
f € LL _(RT) con ascissa di convergenza p < +oo si ha, per p > p, che t — e P! f(t) appartiene ad
L'(R); la trasformata di Fourier w — [, f(t)e P'e="* dt ¢ il valore in p+iw della trasformata di Laplace
s+— Af(s) sulla retta {z € C: Rez = p}. Cid ha importanti conseguenze, che ora vediamo.

Antitrasformazione

La trasformazione di Laplace ¢ iniettiva: € molto importante essere in grado di invertirla.

1
loc

Teorema 3.11. TEOREMA DI INVERSIONE Sia f € L
numero reale py appartiene ad S(f), e se la funzione

(Ry) assolutamente L—trasformabile. Se il

w = Af(po +iw) appartiene ad L' (R),

allora f & (q.0. uguale ad) una funzione continua su R, e si ha

1 po+ioco

i) = - / AF(po + iw)elPHit gy = L AF(Q)el de
R

2 2mi Po—1i00

per ogni t € R, dove con |py — 100, pg + too[ indichiamo il cammino pg + iw,w € R. (Si noti in particolare
st ha f(t) =0 pert <0).

Dimostrazione. Come prima osservato, si puo pensare che la funzione w — A f(py + iw) sia la trasformata
di Fourier della funzione ¢ — e~Po! f(t); se questa funzione sta in L!(R) il teorema di inversione dice che
t — e Polf(¢) & continua su R (in particolare anche per ¢ = 0), nulla all’infinito, e che si ha, per ogni
teR:
I :
e Plf(t) = — / Af(po + iw)e™* dw,

C2m )
che si riscrive
1 [t ,
f(t) = 7/ Af(po + iw)e(””’“’)tdw,

2 J_ o

che & quanto voluto. O

OssERVAZIONE 11. Un simbolo spesso usato per scrivere la formula di inversione &

L Ap©et dc.

211 Ppo+iR

Definizione. Se h ¢ una funzione olomorfa su Res > pg e w — h(py + iw) € sommabile, la funzione
A~Y(h) definita da
1
A0 =5 [ et
2mi po+iR
si chiama antitrasformata di Laplace di h; tale definizione non dipende dalla scelta di py se h tende a 0
per |s| — +o0.
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Corollario 3.12. La trasformazione di Laplace é iniettiva. Pit precisamente se Af(s) = Ag(s) per
Res > a (a € R) allora f =g q.o.

Dimostrazione. Supponiamo f,g € L (R;) assolutamente L—trasformabili. Se Af(s) = Ag(s) per
Res > p(f)Vp(g), allora f = g q.o. in R: infatti f — g & assolutamente L—trasformabile con trasformata
nulla; la funzione nulla sta in L', ed il teorema di inversione porge quindi 0 = f — g q.o.. O

Cio motiva la definizione che segue.

Definizione. Se f € L] (R;) e Af(s) = h(s) per Res > a (a € R) diciamo che f & l'originale di Laplace
di h. Un po’ abusivamente si scrive spesso f = A~1(h) e si dice comunque che f & I'antitrasformata di
Laplace h, anche se h ¢ L'(R) e a rigore 'antitrasformata definita sopra tramite la formula integrale non

si puo calcolare.

3.4 Antitrasformate di trasformate non sommabili sugli assi ver-
ticali

Si noti, per quanto visto sopra che se h1, hy sono olomorfe e coincidono su un semipiano del tipo Res > a
allora A=%(h1) = A=1(hy) q.o.. La condizione che Af(pg + iw) stia in L!'(R) come funzione di w € R &
in realtd assai forte, e non ¢ verificata ad esempio da nessuna funzione f € L{ (R, ) che sia discontinua,
in particolare non sia nulla in ¢ = 0 (ad esempio A(cos(#)H)(s) = s/(1 + s?) non verifica I'ipotesi). C’¢

pero lanalogo del teorema di convergenza puntuale delle serie di Fourier (condizione di Dini).

Proposizione 3.13 (Formula di antitrasformazione). Sia f € Li (Ry) assolutamente L—trasformabile,

e sia pp € R nell’insieme S(f) di convergenza assoluta per f. Se in un punto to esistono i limiti destro
e sinistro f(t3), f(ty) di f, e se i rapporti incrementali

flto+0)—f(t5). flto—0) = f(ty)
0 ’ —0

st mantengono limitati per 0 < 0 <9, essendo § > 0 opportuno, allora si ha

flto) + f(tg) _ 1o /pww Af(Q)ete d¢ (z L lim / Af(po + iw)e(p°+i“)t°idw> :
D -7

2 2mi 0 —ioo 2mi r—+o0

(Per la dimostrazione si rinvia all’analogo teorema per la trasformata di Fourier).
EseErciz1o 3.7. Trovare 'antitrasformata della funzione

—S

€

P(s) = m

Risoluzione. Possiamo cercare loriginale di s +— 1/(s?(s? + 2)), che andra poi traslato in avanti di 1. Si
osserva ora che ¢
1 1 2 12+s*—s> 1/2 1/2
s2(s%2 4+ 2) s2(s24+2) 2 s2(s24+2) sz 5242
la prima & la trasformata di (1/2)tH(t); quanto alla seconda, uno sguardo ai calcoli fatti ci dice che
A(H(t)sin(wt)(s) = w/(s> + w?), per cui Poriginale di (1/2)/(s% +2) = (1/(2v2))v2/(s> + (V/2)?) ¢
(1/(2v/2)) sin(v/2t) H (t). In definitiva, 'originale richiesto &

%(t CH(E—1) — 232 sin(VA(t — 1) H(t — 1),

A titolo di esercizio, anche se qui il metodo & di certo piu lungo, calcoliamo 'antitrasformata con la
formula; usiamo D'ascissa 1 (alla destra dell’ascissa scelta non ci devono essere singolarita per la funzione
#). Integriamo sui semicerchi di diametro 1 —ir, 1+ 47, con o,.(9) = 1 +re'’, ¥ € [7/2,37/2] la funzione
o(s)est, t > 0, ottenendo, grazie al teorema dei residui

1 T

2mi J_,

: 1
(1+ iw)e 0% dw + By / B(s)est ds = Res(¢et, s = 0) + Res(¢et, s = iv/2)+
Y o
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Res(ge®t, s = —iv/2).

L’integrale sul pezzo curvo tende a zero (lemma di Jordan) se ¢ > 1: I'integrando infatti & es(*=1) /(s%(s? +
2)), esiha,se s =1+7re? (1+re)(t—1)=(t—1)+7r(t—1)rcosd +r(t—1)isind, da cui [es*~1| =
el=telt=Hreos? oq (t — 1)rcos? < 0 se t > 1, essendo 7/2 < 9 < 37/2 ; e si ottiene

A~1o(t) = Res(¢et, s = 0) + Res(¢e®t, s = iv/2) + Res(¢et, s = —iv/2).
Si ha

Res(¢e®, s = 0) = (D

est=1) [t =1t (52 4 2) — 255D 20t —-1) t—1
52 —+ 2 s=0 n (52 + 2)2 s=0
iv/2(t—1) 1 ez\/ﬁ(t—n
Res(ge’t, s = iW?2) = € = —;
(@ ) (—2)2(iv2)  2v2  2i
ed essendo la funzione reale sui reali ’altro residuo & il coniugato di questo, e cioe
1 e—i\/i(t—l)

Res(gpe’t, s = —iV/2) = ————,
(0 )55

per cui si ha
A o(t) = %(t —1) - ;Wsin(\/i(t —1) t>1.

Per t < 1 si integra sull’altro semicerchio contenuto nel semipiano Re s > 1; non ci sono residui, per cui
si trova 0. O

OSSERVAZIONE 12. La scelta dell’ascissa per la retta parallela all’asse immaginario su cui integrare e
soggetta all’'unico vincolo che alla destra di essa non vi siano singolarita per la funzione. Sopra si e scelta
lascissa 1, si poteva scegliere altrettanto bene 1’ascissa 1/2, od una qualsiasi ascissa positiva, ma non
I’ascissa 0, e neanche un’ascissa negativa.

EsSERCIZIO 3.8. Originale di Laplace di ¢(s) = (s —2)/(s%+2s+ 1), direttamente e con i residui. Trovare
poi l'originale di Laplace di e=™*(s — 2)/(s? + 25 + 1)
Risoluzione. Si ha
6(5) s—2 (s+1)—3 1 3
S) = = = — ;
s2+2s+1 (s+1)2 s+1  (s+1)?
loriginale di Laplace di 1/(s+ 1)? ¢, per p > 1, e %P~ H(t)/(p — 1)!, per cui l'originale richiesto ¢

f(t)=e "H(t) —3e "tH(t) = e "(1 - 3t)H(t).

Usando la formula di antitrasformazione, si puo prendere py = 0, integrare cioe sull’asse immaginario
(si noti che su nessuna retta parallela a tale asse la funzione w +— ((po + iw) — 2)/(po + iw + 1)? sta
in L}(R), dato che & dello stesso ordine 1/w per w — oo, e quindi 'antitrasformata pud non essere
continua su R). Si ha

1 [T iw—2 .. 1 : ,
— —e“hid — *ds=R s —1).
i | e it g [ oto)ertds = Restoopet, -1
Se t > 0 l'integrale sul semicerchio tende a 0, per il lemma di Jordan (precisare i calcoli). Il residuo &
(polo del secondo ordine):

(D((s —2)e*) = (e +t(s—2)e)s=1 =" —3te™".

s=—1

Si ha quindi
1 (M dw-2

t)= 1 — —e“lidw=e"=3tet (t>0
) TJTOOM/,T(mH)f raw=e e’ (t>0),
in accordo con quanto visto. Per ¢ < 0 si integra sui semicerchi contenuti nel semipiano Res > 0 e si
trova 0. Resta t = 0; essendo limgs o0, $¢(s) = 1, il lemma del cerchio grande dice che I'integrale sul
semicerchio tende a i7; inoltre il residuo Res(¢, —1) vale 1; si ha quindi

0~ 0t 1 Toiw—2
—f( )+ F(07) = lim — 7@1 tdw = -,
2 r—+o0 273 J_,. (iw + 1)2 2

in accordo con quanto visto (f(07) =0, f(0*) =1). O
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ESERCIZIO 3.9. Determinare, usando la formula integrale di antitrasformazione, 1’originale di Laplace di

54 e TS
14 52

giustificando i vari passaggi.

3.5 Antitrasformate di Laplace di funzioni razionali proprie

Proposizione 3.14. Ogni funzione razionale propria R(s) = A(s)/B(s), con A, B polinomi e deg A <
deg B ¢ trasformata di Laplace di una funzione f € Ll (Ry)NC>(Ry). Inoltre si ha

pa(f) = max{Res: s polo di R};
in particolare f € L*(R) se R non ha poli su Res > 0.

Dimostrazione. Infatti, 'originale di Laplace delle funzioni

1
S —— ceC:m=1,2,3,...,
(s =)™
& H(t)e't™=1/(m—1)! e in tal caso I'ascissa di convergenza assoluta & Re c¢; inoltre ogni funzione razionale
propria ¢ somma di funzioni di questo tipo (frazioni semplici) come ben noto; si noti che queste funzioni
sono tutte C* su [0, +o0l. O

Anzi, se R(s) = A(s)/B(s) e B ha solo zeri semplici, siano essi ¢1,...,cn si ha la

~1(A/B)(t thH (t). FORMULA DI HEAVISIDE

B/
Esercizio 3.10. Precisare nei dettagli la dimostrazione della formula di Heaviside.

EseErcizio 3.11. Dimostrare che la funzione

—as

(s—cm

e trasformata di Laplace di una funzione f € LIIOC(R+) se e solo se a € reale e non negativo, a > 0; trovare
in tal caso l'originale di Laplace della funzione stessa (se a non & reale, su nessuna retta parallela all’asse
immaginario la funzione va a zero all'infinito ... ; l'originale & H(t — a)e“*=%) (t — a)™=/(m — 1)!).

ceC,m=1,23,...,a€C,

Forma reale dell’antitrasformata

Se le funzioni razionali sono reali, e si vuole 'antitrasformata in forma reale, si ricorre a seno e coseno.
Ad esempio, dovendo trovare loriginale di (cs + d)/(s? + b?), dove b & reale non nullo, si scrive:

cs+d s d b

52 + b2 7052+b2+632+b2’

ed in tale forma ¢ immediato vedere che ’originale ¢

ccos(bt)H (t) + %sin(bt)H(t).

Similmente, dovendo antitrasformare (cs + d)/(s*> — 2as + a® + b?), b, a reali, b # 0, si scrive

cs+d cs+d c(s—a+a)+d s—a ca+d b

52—2a5+a2+b2_(57a)2+b2_ (s —a)?+b? _C(sfa)2+b2+ b (s—a)2+b?’

che ha come originale
ca+d

e (c cos(bt) + sin(bt)) H(t).
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Ricordiamo che se A(s)/B(s) & una funzione razionale a coefficienti reali, e le radici del denominatore
sono: quelle reali, z1,...,z, € R, con molteplicita j1,..., 1y; quelle complesse, oy = ay + by, @ =
ar — by, k = 1,...,¢ con molteplicita vq,...,v, (quindi deg B = (1 + -+ pp) +2(1 + - + 1)), €
numeratore e denominatore sono primi fra loro, si ha:

A(s) LA c_y(x (g, s—&—grozk)
B(s)_zz (s —z; ZZ (s —ap)2+02)’

j=1l1=1 k=1r=1

con c_y,d,, g, costanti reali univocamente determinate, che si possono trovare risolvendo un sistema
lineare. Ci si serve poi del metodo illustrato nel seguente esempio.

EseMPIO 3.3. Una formula ricorrente per antitrasformare 1/(s* + w?)? Ricordiamo che se f € L{ (Ry)
¢ tale che f)[o, 400 € C*([0, +00]), con f" assolutamente L—trasformabile si ha

A7 (55o01(9)) = = S (ero),

sin(wt)

Sappiamo che A=1(1/(s? + w?))(t) = H(t); si ha poi

w

1 1 W 1 s _
(32 —|—w2)2 T w2 (32 _,_wz)z T w2\ g2 + w2 (32 —|—w2)2 -
1 w 1 —25 1 w 1 d ( 1 )

B R s SR R S [
w3 52+w2+2w2 (s24+w?)?2 Wwis?24w?  2w? ds \ s+ w?

Si ha quindi

o (T e e ) — o () teosten)) ()

w? w 2w 2 T 2w?

In generale, sia F,(t) originale di Laplace di 1/(s* + w?)P, per p = 1,2,3,...; scrivendo come sopra (si
suppone p > 2):
1 1 1 1 (1-p)2s

(24 w2)P w2 (2 +w2)p1 T 22(p—1)" (s + w2)P

1 1 + 1 d 1
- S—
w? (s2+w2)P=1 " 2w2(p—1) ds \ (s2 +w2)p—1 )’
si ha antitrasformando la formula ricorrente

1 1 d 1

»(t) = EFP—I(t) - m%(ﬁ?p—l(t» = 1) (2p = 3)Fpr (1) — 157 s) -

2w2(p —
EsErcizio 3.12. Trovare 'originale di Laplace di

s2+4
(s2+4s+8)(s?2+6s+32)°

Risoluzione. Troviamo gli zeri del denominatore:
2445 +8=0 < 5= —242i; quindis® +4s+8 = (s +2)> + 4;
§24+65+32=0 <= s=—35i; quindis® + 65 + 32 = (s + 3)? + 25.
Cerchiamo costanti reali a, b, ¢, d tali che sia

s2+4 B as+b cs+d )
(s+2)24+4)((s+3)2+25) (s+2)2+4 (s+3)2+25
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facendo il denominatore comune a secondo membro ed uguagliando i numeratori si ottiene
s+ 4= (as+b)((s +3)* +25) + (cs +d)((s +2)* +4));
posto in tale formula s = —3 + 5¢ si ottiene

(=3+5i)° +4=(c(=3+5i) +d)((-1+5i)* +4) <=
9—25—30i +4 = (—3c+d+5ic)(—20 + 10i) <
— 12 — 30i = —2(—55¢ + 10d + (35¢ + 5d)i)

Si trova il sistema lineare
—55c 4 10d = 6; Te+d=3 dacui —55¢+10(3—7T¢c) =6 < —125¢=—-24
ed infine ¢ = 24/125, d = 207/125. Sostituendo invece s = —2 + 2i si ottiene

—8i+4=(-2a+b+2ai)(1-4+4i+25)
—8i+4=2(—2a+b+2ai)(11 + 2i) <> —4i+2=(—2a+b)11 —4da + (—4a + 2b+ 22a)i —>
—26a + 11b = 2; 18a + 2b = —4da cui — 26a + 11(—2 — 9a) = 2

che porge a = —24/125, b = —34/125. Si & trovato insomma:

5% +4 _ L s34 1 2454207
((s+2)2+4)((s+3)2+25) 125(s+2)2+4  125(s+3)2+25’

che ci conviene scrivere come segue

1 s+ 2 n 14 oy s+3 n 135
125 (s+2)2+22  (s+2)2+22 (s+3)2+52  (s+3)2+52

Ricordando le trasformate delle funzioni periodiche e la regola sulla traslata della trasformata si ha per
la richiesta antitrasformata

f@) —24e™" cos(2t) + Te~ ' sin(2t) + 24~ cos(5t) + 27e~* sin(5t)) H(2).

O

5
EseRrcizio 3.13. Determinare l'originale di Laplace di st in due modi diversi: usando la
s2(s%2 4 10s + 29)

decomposizione in funzioni semplici (reali) e tramite la formula di antitrasformazione.

Se ci sono radici complesse di molteplicita maggiore di uno € pit conveniente, in generale, ricorrere
alla formula di Hermite.

Proposizione 3.15 (Formula di Hermite). Nelle ipotesi e notazioni precedenti si ha

(s) chl +zq: (akz—&—gak)_'_i H(s)
(s) (s—a) & (s—a)?+b;  ds \((s—a)?+01)" 1. ((s —ag)? +bg)e ")’

dove H & un polinomio di grado non superiore a (vi +---+1v4) — q.

Esercizio 3.14. Usando la formula di Hermite trovare 1'originale di Laplace di

$24+s5—1
s(s?+3)?°

Risoluzione. Si cercano costanti reali a, b, ¢, m, g tali che sia

s2+3—1_a+bs+c d (ms+q)\
s(s2+3)2 s s2+3 ds\ s2+3
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si sa che a ¢ il residuo in s =0, e quindi a = —1/9; si ha poi

d (ms+q ~ m(s?+3) — (ms+q)2s
ds \ s2+3 ) (s2 +3)2 '

si ottiene

24+ s—1  (=1/9)(s*> +3)* + (bs + ¢)s(s* + 3) + s(m(s? 4+ 3) — (ms + ¢)2s)
s(s2+3)2 s(s? + 3)2

relazione che vale se e solo se si ha, per ogni s complesso
2 4+s—1=(=1/9+0b)s* + (c —m)s> + (3b—2¢ — 2/3)s*> + 3(c+m)s — 1
dacuib=1/9,c=m,3b—2¢—2/3=1,3(c+m)=1/, quindi ¢ =m =1/6, ¢ = —2/3. Si & ottenuto

s +s—1  —1/9 s/9+1/6 d <s/6—2/3>

s(s2+3)2 s s24+3 ds \ $2+3

)

per antitrasformare scriviamo

s/9+41/6_1 s 1 V3 s/6-2/3 1 s 2 V3
243 952+ (v3)2  6v3s2+ (v3)2 243 652+ (vV3)2 3v3s2+ (V3)?2

da cui

Al s24+s5—1 _
s(s2+3)2)

_ %H(t) + %cos(\/gt)H(t) +

1 2
6v/3 3v3

Secondo metodo Per confronto, troviamo invece ’originale sviluppando la funzione razionale data in
frazioni semplici complesse. Un polo ¢ s = 0, di ordine 1 con residuo —1/9 come visto; gli altri poli sono
in +3i, di ordine 2; cerchiamo la parte principale in v/3i, I'altra si ottiene coniugando; si ha

sin(vV/3t)H (t) — % cos(V3t)H (t) + sin(V/3t) H(t).

N L (s - /302 s +s—1 7—3+\/§i—177i7i _
c-2(V3i) = Jim( \/g)s(er\/gi)Z(sf\/gi)Qi V3i(—12) 12 /(3V3);

ed inoltre

d ([ s*+s—1 )
c_1(3i) = Res(funz.raz., V3i) = — | ————— :
1( ) ( ) ds (S(s + \/32)2 o3

la derivata e
(25 4+ 1)s(s + v/30)? — (s + 5 — 1)((s +V/3i)? + 25(s + v/31))

52(s + /3i)4 ’

e sostituendo s = /37 si ottiene dopo alcuni calcoli

L 2-0V3
c_1(31) = 35

Ne segue la decomposizione in fratti semplici complessi:

s2+s—1  —1/9 N 1/18 —i+/3/36 N 1/18 +iv/3/36 N —1/12 —i/(3V/3) N —1/12414/(3V/3)
s(s2+3)2 s 5 —/3i s+ /3i (5 —\/3i)2 (54 V/3i)2 ’

dove abbiamo messo assieme i pezzi coniugati. L’antitrasformata ¢ immediata, e porge (non scriviamo
subito il fattore H(t)):

_1+ i_@ eV3it 4 i_‘_@ o—V3it _ i—i—i teV/3it _ R te—V3it
9 18 36 18 ' 36 12 33 12 33
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che e
1 L V3 g 1 Vit
— —42Re| = -1 i) _oRe( (= teV3it) =
9" e<(18 36)e “\2t38)%
_1 + 1cos(\/gt) + ﬁ sin(v/3t) — t 1cos(\/gt) _ 2 sin(V/3t)
99 18 6 3V3 ’
coincidente (miracolosamente!) con laltro. O

EsERrcIzIO 3.15. Dimostrare che per ogni funzione razionale propria R(s) = A(s)/B(s), avente poli nei
punti ¢y, ..., ¢, si ha:

AT'R(t) =) Res(R(s)e™, s = ) H(t).
k=1
Risoluzione. Si puo usare la formula di antitrasformazione ed il lemma di Jordan. Alternativamente,

osservato che la formula & lineare in R, basta provarla per le frazioni semplici proprie, 1/(s — A)P, che
hanno come antitrasformata t*~1e* H(t)/(p — 1)!; per t > 0, questo & esattamente

est
R (1 S50 =) =

(ricordando la formula per il residuo in un polo di ordine p)

1 dp—l est 1 dp—l o 1 o
G (V) L e e = e

3.6 Funzioni olomorfe che sono trasformate di Laplace

Abbiamo visto che le funzioni razionali proprie sono immagini di Laplace di qualche funzione; il risultato
che segue amplia la classe delle funzioni olomorfe sui semipiani “destri” che ammettono un originale di
Laplace.

Teorema 3.16. Sia ¢ € R, sia F olomorfa in un aperto di C contenente il semipiano {s € C : Res > c};
supponiamo che esistano K, e > 0 tali che sia, in questo semipiano, |F(s)| < K/|s|'™. In tal caso esiste
f € C(R), con Supp(f) C [0,+o0], assolutamente L—trasformabile, con p(f) < ¢, e Af(s) = F(s) per Res > c.
Tale f € data dalla formula:
1 a+i00
t) = — F(s)e™ ds.

10 =5 [ Pt

dove a > ¢ é un qualsiasi reale alla destra di c.

Dimostrazione. L’integrale dell’enunciato si scrive, posto s = a + iw:

6at —+oo

o F(a+ iw)e™" dw

— o0

1+e)/2.

Chiaramente la funzione integranda sta in L' (R), essendo continua e dominata da K/(a? + w?)( ; anzi,

se chiamiamo f(¢) I'integrale dell’enunciato si ha:

Ke®t [To° dw
lf®)] < o /_Oo m7

supposto a # 0 si ha

/+°° dw _ 2/°° dw _ 2 /°° du _ 2%
- (a2 +w2)(1+a)/2 - 0 (a2 +w2)<1+5)/2 - |a|s o (1 +u2)<1+5)/2 - |a|g7
dove si & posto k = [ (du/(1 +u?)"*9)/2); si ottiene quindi, posto M = Kk/m:

M
e a>ca#0,teR.

FQIRS

|al*
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Se ¢t < 0, passando al limite per a — +oo il secondo membro tende a 0; si ha quindi f(t) = 0 per ¢t < 0, come
asserito. Inoltre, se b > ¢ la funzione |f(t)|e™" sta in L*(R): sia infatti a scelto in modo che sia ¢ < a < b, con
a # 0; si ha
, M
F@)le™" < ebe

= alf

I

ed essendo (b — a) > 0 la funzione a secondo membro & sommabile su [0, 4+oc0[. Ne segue che f & assolutamente
L—trasformabile con p(f) < c. Inoltre f(t)e™** & esattamente I’antitrasformata di Fourier, in termini di pulsazione
anziché di frequenza, della funzione w — F(a + iw), sempre qualunque sia a > ¢ fissato. Poiche tale funzione sta
in L'(R), il teorema di inversione ci dice che si ha, per ogni w € R:

o0 . +oo .
F(a+iw) = / ft)e e ™t dt = / f()e T gr = Af(a + iw).
oo 0

Per il principio di identita le funzioni olomorfe F' e Af, coincidendo sulla retta Res = a, concidono in tutto il
semipiano Res > c. O

OSSERVAZIONE 13. A posteriori risulta che f non dipende dalla particolare ascissa a > ¢ scelta per antitrasformare
alla Laplace: ogni funzione f, cosi ottenuta ha F' come trasformata di Laplace, e pertanto f, = f, se a,b > c.
Comunque ¢ facile vedere a priori che 'antitrasformata non cambia al cambiare dell’ascissa a: se ¢ < a < b, ed
r > 0, la funzione olomorfa s — F(s)e®* ha integrale nullo sul bordo del rettangolo di vertici a—ir, b—ir, b-+ir, a-+ir;
ne segue

T b
/ (F(b+ iw)e®™)* — F(a + iw)e' ™)) dw = / (F(p+ ir)e®t™t — F(p —ir)e® ") dp;

—-r

per l'integrale a secondo membro si ha

b . . b . .
/ (F(p+ ir)e(p“r)t —F(p— ir)e(p_”)t) dpl < / |F(p+ ir)e(p“’")t —F(p— ir)e(p_”)t| dp <

ebt _ eat

b
2/ e’ u(r)dp = 2;1(7")715 )
dove p(r) = max{|F(p +ir)| : p € [a,b]} < K/(d* 4+ r*)*9)/2 (con d = min{lal, |b|}), e se t = 0 il termine
(et — )/t va sostituito con 1. Ne segue che il secondo membro & infinitesimo con r — +o0; quindi gli integrali
di antitrasformazione coincidono.

3.7 Trasformata di Laplace e trasformata di Fourier

3.7.1 Antitrasformate di Fourier di funzioni razionali senza 1’uso del teorema
dei residui

Se f € LL (RT) & L—trasformabile e I’ascissa di convergenza assoluta p(f) < 0 allora, per ogni ¢ € R si

loc
ha
+oo

for= [ st ae=asio
— 00

cioe f & loriginale di Fourier di A(f)(i€). Occorre fare attenzione che, se p(f) > 0 o p(f) = 0 ma
f ¢ L'(R), l'uguaglianza precedente perde di senso anche se Af si estende ad una funzione olomorfa
su un dominio contente l'asse Res = 0. Il risultato che segue si basa sull’osservazione precedente; la
sua dimostrazione fornisce anche un metodo alternativo a quello usato nel capitolo sulla trasformata di
Fourier per trovare l'originale di Fourier di una tale funzione. Sara utile ricordare che, per quanto visto
precedentemente, ogni funzione razionale propria e la trasformata di Laplace di una funzione la cui ascissa
di convergenza ¢ il massimo delle parti reali dei poli della funzione razionale data; in particolare ’originale
di Laplace di una funzione razionale propria priva di poli sul semipiano Re(s) > 0 & sommabile.

Indichiamo al solito con @(z) = ¢(—z) la simmetrizzata di una funzione ; ricordiamo che g% = 5

Proposizione 3.17. Ogni funzione razionale propria priva di zeri reali é la trasformata di Fourier di
una funzione sommabile.
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Dimostrazione. Per comodita scriviamo la funzione razionale data come R(i), con R razionale senza poli
immaginari puri; cio e sempre possibile. Utilizzando la decomposizione di una funzione razionale propria
come somma delle sue parti singolari nei poli ci possiamo ricondurre alla funzione razionale

R(s) =

_°
(s —a)k
Se Rea < 0 allora R = Af con p(f) = Rea < 0: ha senso calcolare Af sui punti di Res = 0 e si ha,

-~

posto f(§) = Af(i€) = R(i&); se invece Rea > 0 ci si pud ricondurre al caso precedente osservando che
= . c (—1)ke
R(i&) = R(—i€) = — = —
(8 = B8 = g —af = = (—a))F

ed & Re(—a) < 0; allora se §(€) = R(i€) si ha /g;(f) = 5\(5) = R(i€). O

ceC,a¢iR

OSSERVAZIONE 14. Una funzione razionale con poli reali, non essendo continua su R, non ¢ la trasformata
di Fourier di una funzione sommabile.

OSSERVAZIONE 15. Se la funzione razionale data ¢ R(i§) con R razionale reale priva di zeri immaginari
puri conviene effettuare la decomposizione di R in funzioni semplici reali del tipo

d
ﬁ (GER,G#O) (@] m (a,,@eR7OZ#O)
si distingue poi a seconda del segno di a e di a.
Sea<0eAf(s) = G _Ca)k si ha
~ . c )
(&) =Af(i) = W’
sea>0eAf(s)= ﬁ allora
= = -~ . c
fé pertanto 'originale di i€ _C '
Analogamente, se « < 0 e Af(s) = Wf‘;% con poli in a 4 si ha

sea>0eAf(s) = [(_SC(__j;;_,_dﬂz]k allora
(€)= 1(6) = Fl=6) = Af(-i6) = et S
caé+d

f & pertanto Doriginale di - .
fer ginale di (e e + G
Siano infatti f, g tali che

cs+d
A =
A P
1
EseEMPIO 3.4. Determinare l'originale di Fourier di ————+—.
—£2 4 20§ 4 2

Scriviamo la funzione razionale in termini di #¢£: si ha
—€2 + %€+ 2 = (i€)? + 2(i€) + 2
Ipolidi R(s) =s?+2s+2=(s+1)?+1sono —1 =4, entrambi sul semipiano Re(s) < 0: se f & tale che

~

A(f)(s) = R(s) si ha allora f(£) = R(i€). Antitrasformando alla Laplace si trova subito

1 1
= 717 = 71 = 7t 1
fi&)=A GIT Tl A (7_182+1) e 'sintH(t).
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1
€2 2iE+ 2

Scriviamo la funzione razionale in termini di #£: si ha

EseEmpIO 3.5. Determinare l'originale di Fourier di

—&% = 206+ 2 = (i€)* — 2(i€) + 2

1 1
I poli di R(s) = =
poli di R(s) = 5555 =~ GoiE+d
di convergenza dell’antitrasformata di Laplace f di R € ora strettamente positiva, non ha quindi senso
calcolare Af(i€) dato che Rei = 0 < p(f). Consideriamo la simmetrizzata di R

sono 1 + ¢, entrambi sul semipiano Re(s) > 0: Dascissa

~ 1 1
R(S):R<_S):(7571)2+1:(5+1)2+1:

ora i poli di R sono —1 =i e siamo ricondotti all’esempio precedente. Se f(t) = e~ sintH(t) si ha f({) =

R(€) da cui f(€) = R(£): loriginale cercato ¢ quindi f(t) = —e'sintH(—t). Confrontare con quanto
trovato nell’esempio analogo usando la formula di antitrasformazione di Fourier (versione puntuale).

EseErcizio 3.16. Determinare con il metodo illustrato sopra l'originale di Fourier di
1 n i€—1
i&€—1 (i€+3)2+4

(Sugg.: Trovare gli originali di Fourier di entrambi gli addendi, poi sommarli)

ESERCIZIO 3.17. Sia « reale; si ponga fo(t) = e “t* ' H(t). Dire per quali a si ha f, € L*(R); trovare poi la
trasformata di Fourier di f,, dalla trasformata di Laplace di f, (mostrare prima che I’ascissa di convergenza di f
¢ strettamente negativa). Dire poi per quali o € R si ha f, € L*(R). Supposto che sia fa, fs in L?(R) mostrare
che si ha:

/+oo dv _ A7 I'a+p) (7 47 1 )
e (M+iw)e(1l—iv) (a4 B - 1228 T(a)T(B) \' (a+ 8 —1)22+8 B(a, B)

Dedurne la formula di duplicazione per la funzione I' (Gauss-Legendre):

2p

I'(2p) = 22f

™

T(p)'(p+1/2) Rep >0

Risoluzione. Per I'appartenenza ad LI(R) basta vedere attorno a t = 0; per t — 07 la funzione ¢ asintotica a
1/t'7*, sommabile se e solo se 1 —a < 1 <= «a > 0. L’ascissa di convergenza di f, & —1, come risulta dalla
formula per la traslata della trasformata. Si ha

Mal®) = 4

la trasformata di Fourier si ottiene ponendo in questa formula ¢v in luogo di s e quindi &
-~ I'(«@) 1
@ = ———=I TR
fa(v) (iv + 1)« (@) (1+iv)e

Dato che fo € L*(R) vuol dire (fo)? € L'(R), si ha fo € L?(R) se e solose 2a —2> —1 <= 2a>1 <= a>
1/2. Quindi, se o, 8 > 1/2 si pud fare il prodotto scalare di fo ed fs , e per il teorema di Plancherel:

+oo 1 +oo — 1 +oo dv
| rwpwd= g [ FR@FRG W = 2 10r6) [ armet—a
D’altra parte:
+o00 “+o0 —
| nwporoa= [ eerngae - NS L Hedd,

(abbiamo usato la formula per la trasformata di Laplace di toti—2g (t), e I'identita fondamentale per la funzione
I'). Uguagliando si ha

Foo dv
(1+dv)>(1 —iv)8’

1 Fa+p) 1
a+fB—1 2046-1 %F(O‘)P(ﬁ)/

—o0
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e quindi il risultato.
Posto nella formula « = 8 = p si ha il risultato (p > 1/2)

/+°° dv 4 I'(2p)
— 00 (

T+02)7 — (2p—1)22% (T(p))®’

“+o0 dl/ B “+o0o dl/ _ “+oo 6_ 1/2
[Wu+wv‘?é u+ww‘A Qrep ™

(si & posto sopra v = /&; si usano ora le formule 90, 91 del formulario):

si ha ora

ra/2)rp—1/2)

+oo 51/271
/o W‘li:f?(lﬂ,p—m) = X0 7

si ha quindi la relazione
L@/2)f(p-1/2) 4« ['(2p)

I'(p) © (2p—1)2% (D(p)*’
che permette di concludere. O

3.8 Trasformata di una funzione periodica

Sia f : R — C periodica di periodo 7 localmente in L'. E facile vedere che H f & assolutamente
L—trasformabile con ascissa di convergenza assoluta p(f) < 0 (si pud vedere anzi che & p(f) = 0) e che
si ha

+o0 >
AHf(s) = / e~ F(O)H (1) dt / et f(t)dt =S / e~ £ (1) dt =

R 0 k=0 kT

(posto t = kT + 6)

oo

Ze*S’”/ e 0 f(kt +0)do = (
k=0 0

e f(0) do

1 — 6757—

(es‘r)k) /OT efsef(a) do =

k=0

ESERCIZIO 3.18. Trasformata di H(t)q(t), dove q(t) = X[o,~/2[ — X[r/2,+[» Prolungata poi in periodicita 7,
¢ 'onda quadra.

Risoluzione. Si ha dalla formula sopra scritta:

1 T/2 T 1 1— e—s‘r/Z e—s‘r/Z — ST
A(H = stdt — st | = — =
- ([ o) - e (2

1— 26—87'/2 4T 1 (1 _ 6—57/2)2 _ 11— €_ST/2

s(1 —e—s7) T s l—e T sl+e /2

1
= — tanh(s7/4);
s

la conclusione e raggiunta. O
Esercizio 3.19. Trasformare alla Laplace:

H(t) frac(t/7); H(t)|sin(2nt/7)|; H(t) max{sin(wt),0} (w > 0).

Alcune considerazioni sulla formula precedente sono istruttive. La trasformata di H f si presenta come
quoziente di s — fOT e~%9 £(0) df, trasformata della funzione a supporto compatto f X[o,r]> che € olomorfa
intera, per la funzione s — 1 — e~*7, pure olomorfa intera, che ha zeri di molteplicita 1 in tutti i punti
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sy tali che sg7 = 2kmi, e quindi sx = 2kin/T = iwk, avendo posto w = 27/7 (k € Z). La trasformata
AH f(s) ha quindi in s poli del primo ordine, oppure singolarita eliminabili, con residuo

) [ ekl £(0) db T do
Res(AH f, kzo—,z/ Wkt £(9) — = ,
es(M friwh) = 2 D [ p() ()
che ¢ esattamente il k—esimo coefficiente di Fourier di f.
EsERrcizIO 3.20. Trovare l'originale di Laplace di tanh(s/4)/s, tentando di ricondursi alla trasformata di

una funzione periodica.

Risoluzione.

tanh(s/4) le¥/*—e=%/4  11—e /2

s Tses/Apes/AT sl4e /2

(moltiplicando numeratore e denominatore per 1 — e~%/2)

1— —s/2\2 1 1 —s/2 —s 1
(1—e75/2) _(_26 L8 ) _
s s s 1—e—5

s 1—e5

Se il termine in parentesi & la trasformata di una funzione che ha supporto contenuto in [0, 1], allora la
funzione data e la trasformata del prolungamento per periodicita in periodo 1 di tale funzione. Ed infatti
si ha

1 e s/2 e
A‘1<s—2 —+— ):H—271/2H+7-1H,

che vale O per t <0 epert>1,vale 1 per 0 <t <1/2, evale —1 per 1/2 <t < 1. Il prolungamento per
periodicita & un’onda quadra di cui tanh(s/4)/s & trasformata di Laplace. O

EsERrcizio 3.21. Sia

+e

hs) s+1 5241

, seC.

1 6727rs _ 6271' o 6727rs —1
- 1 — e—27s

Provare che h ¢ la trasformata di Laplace di una funzione periodica f da determinare.

3.9 Teoremi del valore iniziale e finale

Abbiamo visto che se f & di classe C! a tratti e continua su [0, +oo[ e la derivata f’ ¢ assolutamente
L—trasformabile allora f ¢ L—trasformabile e si ha

A(f)(s) = sA(f)(s) — f(0F);

da cio segue in particolare che

lim sA(f)(s) = f(0T), (*)

s——+o00
essendo lirJlra A(f")(s) = 0. Proviamo ora che la formula precedente vale sotto condizioni molto meno
S— 100
restrittive.

Teorema 3.18. Siano f € Ll (Ry) e a > —1. Allora:

t
(i) TEOREMA DEL VALORE INIZIALE Se si ha lir(r)l+ % = L, ed f ¢é assolutamente L—trasformabile, si
t—
ha )
LSTTIAR(s)
s—to0 I'(a+1)
4
(i) TEOREMA DEL VALORE FINALE Se si ha . hgl % = L, allora p(f) <0, e si ha
a+1
lim siAf(s) = L.

s—0t F(O& + 1)



66 CAPITOLO 3. TRASFORMAZIONE DI LAPLACE CLASSICA

OSSERVAZIONE 16. e QOccorre una precisazione: siccome la funzione f ¢ definita a meno di un insieme
di misura nulla, & necessario dire cosa si intende per limite. Diciamo che f ha limite L per ¢t — 400
se, per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che

|f(t) —L|<e qo.per t>R
Analogamente, f ha limite L per t — 0T se, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

|lf(t) — L] <e q.o. per t€J0,d]

e Nel caso a = 0, il teorema del valore iniziale generalizza () (per la quale si richiedevano ipotesi pit
restrittive su f).

e Come conseguenza del teorema del valore iniziale, se L # 0 e f(t) ~ Lt® per t — 0T allora
Af(s) ~ LA(t*H(t))(s) per s — —+o0; segue invece dal teorema del valore finale che, sempre per
L #0,se f(t) ~ Lt* per t — 400 allora Af(s) ~ LA(t*H (t))(s) per s — 0". Attenzione: non & vero
in generale che se f ~ g per t — 400 sono assolutamente L—-trasformabili allora Af(s) ~ Ag(s)
per s — 0T considerare ad esempio le funzioni (e~ + e 2*)H(t) e e ' H(t).

Cominciamo con un Lemma, che in realta tratta due casi particolari dell’enunciato del Teorema: quelli
di una funzione f che & a supporto in [a, +oo[ con a > 0 (e che quindi vale 0 in 0) e di una funzione che
& a supporto compatto (in particolare nulla all’infinito).

LEMMA. Sia f una funzione L—trasformabile.

s TIAf(s)

e Se f e nulla g.o. in un intorno di 0 allora lims_, 4 Flat1)

= 0 per ogni a > —1;

e Se f énullaq.o. in un intorno di +oo (cioé su [a, +o00[ per qualche a > 0) allora lim;_,o % =0
per ogni o > —1.
ESEMPIO 3.6. Considerare le funzioni sin tH (t) e costH (t) e verificare direttamente la validita del teorema

. L . ) o sOTIAS(s)
per i vari valori di a. Osservare inoltre che, per alcuni valori di «;, il limite lim ————=
s—01 F(O{ =+ 1)
f(®)

che esista il limite lim ——=: dunque il risultato non si puo invertire.
t—+oo &

vale 0 senza

Dimostrazione. Sia g = f — aH; si ha che g verifica le ipotesi con a = 0, e si ha sAg(s) = sAf(s) — q;
lim; sAg(s) = 0 equivale a limg sAf(s) = a; basta quindi provare il caso a = 0.
Valore finale: fissato € > 0, sia M > 0 tale che sia |f(t)| < e per t > M. Si ha, per p=Res > 0:

400 M +oo
_ —st _ —st —st
sl =| [ sl = | [T soetans [ wetal <
M “+oo M +oo M epr
f(t)e st dt +/ |f(t)|e Pt dt < f(t)e st dt +/ ce Pldt = f(t)e st dt| + ¢
0 M 0 M 0

Posto fu = fXx,m), la funzione fy; ¢ a supporto compatto, quindi la sua trasformata di Laplace
Afa(s) = fOM f(#)e=st dt & olomorfa intera. Si ha insomma

eprV[ 67pM

IAf(s)l < [Afar(s)] + €

da cui [sAf(s)] < [sAfar(s)] +€ls]

Si ha ora lims_g sAfas(s) = 0, essendo A fr(s) olomorfa anche in s = 0; inoltre, se s = p + iw si ha

=1+ w/p)? < V1+tan?a =

Isl
p

cosa’

se s € A(0, a]. La conclusione & ormai facile.
Valore iniziale: anche qui, fissato € > 0 sia 6 > 0 tale che sia |f(t)| < e per ¢ €]0,7]; si ha

IAf(5)] = ‘ [ et | " e dt‘ < [ e dt’ <

/T f(t)e st dt‘ +
0
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(si maggiora il primo integrale, e si pone nel secondo t = r + u)

1—ePr
L eTAL(s)],

T +oo
/ |f(t)]e Pt dt + / flr+u)e "% du| <e
0 0

dove fr(u) = f(u+7r) per u > 0, fr(u) =0 per u < 0; si vede subito che & p(f,) < p(f). Si ha insomma,
moltiplicando per |s|:
. . 1 X .
|sAf(s)] < 8'2'(1 —e ") + [sle”PAfr(s)] < (e(L =) +pe ™" |Afr(s)]) -

COos

Si conclude, ricordando anche che Af,(s) tende a zero per s — co con Re s che si mantiene maggiore di
un conveniente numero reale.

O

3.10 Convoluzione in L (R.)

Si sa che L{,.(R1) & un’algebra rispetto alla convoluzione: se f,g € Li,.(R) allora

Feot)= [ sa—og@an~ [ CF(t - 0)9(0) db,

esiste ed ¢ ancora in Li (R4 ), come si vede usando il teorema di Fubini-Tonelli: la cosa & gia stata discussa in
precedenza. Osserviamo che se H = xr_ ¢ lo scalino di Heaviside, per ogni f € Llloc(R+) si ha

Ho f(t) = /Otf(9) o,

in altre parole la convoluzione con H & I'operatore che associa ad f € Li. (R4 ) la sua funzione integrale di punto
iniziale 0 (tale funzione & continua su R, & ovviamente nulla su ] — oo, 0], ed & derivabile, con derivata quasi
ovunque coincidente con f; questo ¢ il teorema di derivazione di Lebesgue). Si ha in particolare

t
H*(t) = H « H(t) :/ o=t t>0;
0
in altre parole si ha H*?(t) = tH(t), per ogni t € R; iterando il procedimento, non ¢ difficile vedere (fare induzione
su m) che per ogni intero m > 1 si ha

H*M(t) —
data una funzione f € L (R4 ) la funzione

t m—1
t—0)
H™ % f(t) = / e=0" 0)do
s = | P e,
& pertanto quella primitiva di ordine m di f che & nulla in 0 assieme con le sue derivate fino all’ordine m — 1; &
una funzione che appartiene a C™ *(R), con derivata (m — 1)—esima assolutamente continua, quindi con derivata
m—esima esistente q.o., e q.o. coincidente con f. Nel caso di f continua, tutto cido era ben noto, grazie alla

formula di Taylor con il resto in forma integrale. Si puo generalizzare ponendo, per definizione, quando Re a > 0,
H**(t) = (t*"1/T(a))H(t); si ha

ko *3 _ 1 K _ a—1p8-1 — 3 — —
H (15)_7”&)“@/0 (t — 00" do = (posto 0 = tu) =
1 LY a—1,8-1 B—1 oth—1 ! a—1 f-1 at+p—1 Bla, B)
- 1—u)*'g Gdu=——— [ (- du = Ble,p) _
M) J, &0 0T e = g [T e R
a+6—-1
ﬁ (t>0) cioe H*«H"® =g per Rea,Ref > 0.

EsErciz1o 3.22. Mostrare che si ha, per ¢t > 0:



68 CAPITOLO 3. TRASFORMAZIONE DI LAPLACE CLASSICA

OSSERVAZIONE 17. Sia h € Li,.(Ry) assolutamente L-trasformabile; vogliamo l’antitrasformata di Ah(s)/s™,
dove m > 1 ¢& intero. Per quanto sopra visto essa ¢ H™™ x h, e quindi & quella primitiva di ordine m di h che &
nulla in 0, insieme con le sue derivate prima, seconda, ..., (m — 1)—esima. Insomma g(t) = A~ (Ah(s)/s™)(t)
¢ individuato dall’essere ¢(™(t) = h(t), nonché g(0) = ¢’(0) = --- = g™~ Y (0) = 0. Quest’osservazione puod
essere utile nel calcolo di antitrasformate; se ad esempio si vuole antitrasformare 1/(s*(s> + w?)) si nota che

“1(1/(s* + w?))(t) = sin(wt) H(t)/w; la richiesta antitrasformata g(t) & quindi individuta dall’essere, per ¢ > 0:

g"(t) =sin(wt)/w;  g(0) = g'(0) = 0;

ne segue g'(t) = —(cos(wt))/w + ¢, da cui ¢'(t) = (1 — cos(wt))/w?, dovendo essere ¢g’(0) = 0; un’ulteriore
integrazione porge g(t) = t/w? — sinwt/w® + k (sempre per t > 0), e la condizione g(0) = 0 dice che k = 0; in

definitiva: (wt)
wt — sin(wt
g(t) = 2 (),

Naturalmente in certi casi la ricerca delle primitive puo essere onerosa, ed essere invece conveniente usare altri
metodi.

3.11 La funzione di Bessel di indice 0

L (Ry) la cui trasformata di Laplace & 1/(s — A\)?, con Re 3 > 0 (altrimenti questa non
¢ trasformata di una funzione nulla su ] — 0o,0[) & (si ricordi che si ha A((#)*H)(s) = I'(a + 1)/s**!
se Rea > —1) la funzione t — e t#~1H(¢)/T'(3). Ne viene che I'antitrasformata di 1/v/1 + s2 &, scritto
Vit s2=Vs+ivs—i(a=-1/2)

/14 s2)( A5+« AT/ Vs — i) = ( (1;2)t1/2H)*<F(€12/2)t1/2H> (t) =
1 t efl(t 0) 9 e~ it 1 e2itu
= (posto 6 = tu)

Vit—0 \f T 0 u(l —u)

Per ottenere un’espressione piu simmetrica per I'ultimo integrale, facciamo 1'ulteriore cambiamento di
variabili u = (v + 1)/2, che riporta 'integrale all’intervallo [—1, 1]:

11/ + s2)(t

La funzione in L}

du (t>0).

1 zt(v+1) 1 1 ety

\/1—1)2 1 V1 —0v?

dv (t>0);

La formula

z e C,

= - ——dv
m /71 V1—wv?
definisce una funzione olomorfa intera che ¢ la funzione di Bessel di indice 0. Essa e la trasformata di
Fourier della funzione a supporto compatto v — 1/mv/1 — o2, nulla per |v| > 1.

ESERCIZIO 3.23. Mostrare direttamente che la trasformata di Laplace di JoH & 1/v/1 + s2.

Risoluzione. Supposto s reale, s > 0 si ha:

+oo 1 eitv
AnJoH(s) = / ( _— dv) e %t dt = (Fubini) =
0H (s) ; ey ( )

1 o) d 1
(s—i v 1
:/ </ e (s—iv)t dt) :/ dv —
~1 \Jo V1 — 2 —1 (s —iw)v1 —v?

/1 s i d (simmetrie) = 2 /1 dv
v = (simmetrie) = 2s =
—1 (82 4+ v2)V1 — v? 0o ($2+0v2)vV1—02

(posto v = cos )

T2 dp /2 1 df /2 1 df
25 Y| = 28 5 = 25 —
o  s%24cos?d o 14 s%(1+ tan®6) cos? 6 o (1+s2)+ (stanf)? cos? 6

2 1 sdf 2 /2
= arctan (stanf/v/ 1 + s2 =
\/1+52/o 1+ (stan®/v/1+ 52)2 /1 +52cos20 1+ s2 [ ( / >}0
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™

V1t s?

EsErci1z1io 3.24. Cercare la soluzione assolutamente trasformabile dell’equazione di Bessel
ty" +y' +ty=0

Risoluzione. Posto u(s) = Ay(s) si ottiene, se y(01) = a, y/(07) = f:

d d
—£(52U(8) —as = f) + (su(s) —a) — ——u(s) =0,
—2su(s) — 82U/ (s) + o+ su(s) —a—u'(s) =0 <= (1+sHu'(s) = —su(s) <= u'(s) = %u(s);

le soluzioni sono L

V1482
che si antitrasformano in kJyH (t). Per ottenere la condizione iniziale si pone k& = «; in ogni caso si ha
y'(07) = 0, come del resto risulta dall’equazione stessa. O

u(s) = ke~ 0B1H/2

EsERc1z10 3.25. Cercare u € L (R, ) tale che sia
¢
/ u(t — O)u(0)do = H(t)sint, (£ € R).
0

Risoluzione. Jo(t)H (t). O
Esercizio 3.26. Utilizzando le trasformate di Laplace trovare la soluzione dell’equazione

" (t) +u'(t) +tu(t) =0 w(0)=1; «'(0)=0. (R:Jo(t)).

3.12 Risoluzione di equazioni lineari con la trasformazione di
Laplace

Data I’equazione di ordine n, lineare a coefficienti costanti

ul™ 4 ap 1w 4 agu +agu =Y apu® =b(t),

k=0
dove ag,ai,...,a,_1 € C, e b continua a tratti, se ne cercano le soluzioni con supporto contenuto in
[0, +00], di classe C"~! e C™ a tratti su [0, +o0o[ soddisfacenti alle condizioni iniziali u(0%) = g, u’'(07) =
..., u("’l)(OJr) = ap_1. Si dimostra facilmente che esiste unica una soluzione siffatta.

Si ha allora (posto a, = 1):

n

Z a | s®Au(s) — Z sF=IuU(01) | = Ab(s)

k=0 j=1

da cui
n n k
(Z ak5k> Au(s) = Ab(s) + Z ag Z s*Taj_q | ;
k=0 k=1 j=1
si ottiene quindi, posto x(s) = >_j_, axs®, polinomio caratteristico dell’equazione:

n k —j
k=1 k (Zj:l s* jO‘j—1> N Ab(s)

Auls) = ) )
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E evidente che questa € immagine di Laplace di una funzione: sia

n k
Pals) = Z ar Z s* oy | /x(s)
k=1 j=1
che 1/x(s) sono funzioni razionali proprie, e come tali immagini di Laplace di un’unica funzione. Si ha
quindi, per ¢ > O:
u(t) = A pa(t) +n % b(t),

dove n(t), risolvente dell’equazione data, ¢ la preimmagine di Laplace di 1/x(s). Si noti che se b = 0
identicamente allora A~'p, & quella soluzione dell’equazione omogenea che ha ag,a1,...,q,_1 come
condizioni iniziali. Il caso particolare ap = a3 = +++ = ap—2 = 0 ed a,—1 = 1 porge p.(s) = 1/x(s);
ne segue che il risolvente 1 & quella soluzione dell’omogenea associata che soddisfa alle condizioni iniziali
(0,0,...,0,1). La soluzione della non omogenea con condizioni iniziali identicamente nulle &

u(t) = % b(t) = /O n(t — 0)b(0) do.

Ed a posteriori, derivando tale funzione sotto il segno di integrale, si vede che essa fornisce sempre una
soluzione dell’equazione data, anche se il dato b non era assolutamente L—trasformabile.

Naturalmente il metodo risolutivo per I’equazione omogenea associata coincide essenzialmente con
quello gia conosciuto: antitrasformando la funzione ¢, (s)/x(s) si ritrova esattamente una combinazione
lineare di funzioni quali t"e*, con A radice del polinomio caratteristico x(s), ed r = 0,1,...,my — 1, se
la radice A ha molteplicita m). Ed anche la soluzione della non omogenea ¢ quella gia nota dal metodo
di variazione delle costanti; in sostanza, tutte le formule per la risoluzione delle equazioni lineari erano
gia conosciute. Ma il metodo delle trasformate di Laplace € uniforme, facile da ricordare, fornisce la
soluzione anche per i sistemi lineari, e permette gli stessi metodi risolutivi anche quando si usano funzioni
generalizzate, ed & per questa ragione di gran lunga il favorito di tutti gli elettrici.

EsemPIO 3.7. Risolvere I'equazione differenziale

v +2y +y=xpy) y0O) =1, (0)=0.

Risoluzione. 11 polinomio caratteristico & x(s) = s +2s+1 = (s + 1)%; si ha @.(s) = (2+35)/(s +1)?
1/(s+1)+1/(s+1)2, con preimmagine di Laplace e~*(1 +t)H(t), mentre il risolvente & A~*(1/x)(t) =
te"tH(t). Ne segue che la soluzione &

u(t) = e (14 OH(D) + / (-0 Oy @ds 10

L’integrale non presenta difficolta, & solo noioso:

t t t
/ (t—=0)e "Dy (0)do = e (/ te’x(0,1)(0) dO — / 8¢’ x(0,1)(0) d9> =
0 0 0

se0<t<1

et (t[ee]é - [960]223 + /t e? d9> =e(tel —t —te +e' —1) =
0
et —t—1)=1—te " —e !,
mentre, se ¢t > 1 si ottiene:
ettle—1)—ete—1)=ce'(tle—1)—1)=(e—1)te " —e "
Comunque si poteva anche trasformare x[o,1; ottenendo (1 —e™*)/s; si ha quindi

1 1 1—6_8_1—|—8—81—€_S 1 1—¢e% 1—e*

EAX{O’”(S) - (s+1)2 s - (s+1)2 s s +1 s (s+1)2




3.12. RISOLUZIONE DI EQUAZIONI LINEARI CON LA TRASFORMAZIONE DI LAPLACE 71

l1—e® 1—¢e7°% 1—¢e* 1 e ° 1 e ® 1 e’
s s+1 (s+1)2_sss+1+s+1((s+1)2(s—|—1)2>;
antitrasformando
H(t)— H(t—1) — e ' H(t) + e~ D H(t — 1) — (e*ttﬂ(t) e DG CDH (- 1)) :
Tale funzione, per 0 <t < 1 vale 1 — e~% — te™?, mentre se ¢ > 1 vale
l—l—et4e N tet 4 (t—1)e DV =et(-1de—t+te—e)=et(tle—1)—1),
in accordo con il precedente risultato. O

EseEmPIO 3.8. (dalle dispense di N.Trevisan) Avendo un circuito “RC passa basso” schematizzato in
figura, con b(t) la tensione in ingresso, u(t) quella in uscita, esso obbedisce all’equazione Tu' 4+ u = b(t),
dove T'= RC & costante. Vediamo la risposta ad un impulso rettangolare b(t) = kx|o,q[(f) (¢ sottinteso
che u(0) = 0). Trasformando alla Laplace si ha

kl-eo ko 1—eas

1 .
sAu(s) + fAu(s) =r da cui Au(s) = TsGr1T)

K <s(sl+/:1F/T) a i(ls/i)f;;)) =" (i a s+11/T B e_:s T si_;;T> ’

ed antitrasformando

u(t) = kxo,a[(t) — ke_t/TH(t) +kH(t — a)e_(t_a)/T =k(1- e_t/T)X[O’a[(t) + k(ea/T — 1)e_t/TH(t —a).

Dal grafico di u si vede che il condensatore si carica fino a che dura 'impulso rettangolare (¢t = a),
poi si scarica con andamento esponenziale.
Se si pone k = 1/a si ottiene a secondo membro
t a/T _q
(1 . eft/T)X[O,a[( ) + € eft/TH(t _ a)7
a a

e se si fa tendere a a 07 il secondo membro converge puntualmente alla funzione

o—t/T
H(t
T ( )7

che ¢ esattamente A=1(1/(s + 1/T))(t).
EsErcizio 3.27. Risolvere I'equazione differenziale

y'+y +y=sintH(t —7/2)  y(07) =0, y'(07) =0.

Risoluzione. Si ha, trasformando, Ay”(s) = s2Ay(s), Ay'(s) = sAy(s); per trasformare sintH (t — 7/2)
osserviamo che si ha sintH(t — 7/2) = cos(n/2 — t)H(t — w/2) = cos(t — w/2)H(t — w/2), per cui &
A(sin#H(# — 7/2))(s) = e *™/25/(s*> + 1), in base al teorema sulla trasformata della traslata. Si ha
quindi .

s

2 —sm/2
+ 1A = )
(57 + s+ DAy(s) = e s24+1s2+s5+1

1 dacui  Ay(s) = e /2
s

Decomponiamo in frazioni semplici:

s as+b cs+d

EL )P 1541 £+1 (s+1/22+3/4
si trova fra i numeratori:
s=(a+c)s® +(a+b+d)s*+ (a+c+b)s+b+d,

valida se e solose sihaa+c=0,a+b+d=0,a+c+b=1,b4+d=0,dacuia=0,b=1, c=0,
d = —1; insomma

1 1 )
S+ s+ 1722+ (V322

—
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I'antitrasformata ¢ immediata:
y(t) =Tx/2 (sintH(t) + ie_t/2 sin(\/§t/2)H(t)> =
V3
(Sm(t —m/2) + %e*“*ﬂ/@/? sin(V3(t — 7/2) /2)> H(t —7/2)

O

EsERrc1z1O 3.28. Determinare, utilizzando la trasformata di Laplace, la soluzione Laplace trasformabile
di
y' — 3y + 2y =8e*H(t), y(0)=—6,%'(0)=10

Esempio 3.9. Circuito LC'R Si ha un circuito elettrico, con induttanza L, resistenza R e capacita C,
supposta nulla la carica del condensatore all’inizio, e che sia applicata un forza elettromotrice V()
al circuito (nulla prima di ¢ = 0) lintensita I(t) della corrente nel circuito obbedisce all’equazione

integro—differenziale:

L%I(t) LRI+ % /Ot 10)do = V (1),

La risposta del circuito alla sollecitazione V (¢) ¢ la corrente I(t). Usando le trasformate di Laplace si
ottiene (poniamo Z(s) = AI(s); si assume I(0) = 0):

S

LsZ(s)+ RZ(s) + %@ =AV(s) <= Z(s) = I+ Rs + 1/C

AV (s);

detta A(t) Pantitrasformata di G(s) = s/(Ls? + Rs + 1/C) si ha quindi
I(t) = AxV(t), risposta del circuito a V.

cerchiamo le radici di Ls? + Rs + 1/C = 0 trovando (—R 4 y/R2 — 4L/C)/(2L); si suppone R? < 4L/C
(resistenza piccola) e si trovano radici con parte reale negativa; posto T'= 2L/R (T ha la dimensione di
un tempo; pin grande & T, e pilt lentamente si smorzano le oscillazioni)) le radici sono —(1/7') + iw, con

w = +/1/(LC) — p? pulsazione propria del circuito. Proseguendo:

s 1 s e~ t/T

Ls2+Rs+1/C -1 (s+ (1/T))2 + w? dacui A(t) = I <cos(wt)

sin(wt)
wT

) H() T =2L/R,
con w? = 1/(LC) — R?/(4L?).

3.12.1 Soluzioni periodiche

Apriamo una breve parentesi sulle soluzioni periodiche di equazioni lineari a coefficienti costanti con
secondo membro periodico:

Z ary™ = b(t), (sol.per)
k=0

dove b ¢ periodica di periodo 7 > 0 e continua (ma si potrebbe generalizzare). Si dimostra che

se il polinomio caratteristico dell’equazione non ha 2kin /7 fra i suoi zeri, per nessun k € Z, allora
Pequazione precedente ha un’unica soluzione periodica di periodo T.

Un suggerimento per una dimostrazione generale si trova in Analisi Due/2, XII.4, Esercizio 3, ma tale
soluzione € agevole solo nell’ambito dei sistemi. Vediamo comunque di farlo in pratica per un’equazione
del primo ordine, per cui ¢ facile. Prendiamola con coefficiente dominante 1:

Y +ay=> b periodica di periodo 7, a € C costante.
La soluzione con y(0) = « si trova trasformando alla Laplace e si ha, posto al solito u(s) = Ay(s);

« Ab(s)

su(s) — o+ au(s) = Ab(s) = u(s) = ——+ ==

t
— y(t) = ae” " + e_at/ e®b(0) db
0
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Per unicita della soluzione, y & periodica di periodo 7 se e solo se si ha y(0) = y(7), e cioé se e solo se
a=ae 7+ ef‘”/ eb(0)df —= a(l —e 7)) = 67‘"/ e®b(0) db,
0 0

equazione che se 1 —e™%" # ( ha l'unica soluzione

e—ar
= 1 — e—ar

/ e®b(0) db;
0

e la condizione 1 — e~ %7 #£ 0 equivale a —a7 # 2kmi, e cioé a —a # 2kin /T, come per I'appunto ipotizzato.
Riprendendo 'equazione precedente (sol.per), supponiamo che sia b(t) = ¢™*, con w reale; se iw non &
radice del polinomio caratteristico x(s) = >, _, axs®, il metodo dei coefficienti indeterminati dice subito
che si ha ¢! /x(iw) come soluzione periodica di periodo T = 27 /w. Se la risolvente 7(t) = A~1G(s) (dove
G(s) = 1/x(s) & la funzione razionale reciproca del polinomio caratteristico), ha ascissa di convergenza
strettamente negativa (il che equivale a supporre che le radici caratteristiche abbiano tutte parte reale
strettamente negativa), G(iw) = 1/x(iw) & esattamente la trasformata di Fourier Fn(w) din, calcolata
in w (in funzione della pulsazione w invece che della frequenza). Si ha anzi la decomposizione seguente:

t t
we (@) = [ e Oe)an =t [ o) an -

0 0
‘ oo +oo ) ) too
eiwt (/ 6_“‘}977(9) do — / e—lw977(0) d&) — fn(w)ezwt _ ezwt/ e—wen(g) d@,
0 t t

dove Fn(w)e™! = ™! /x(iw)(= G(iw)e™! & la soluzione periodica prima trovata col metodo dei coeffi-
cienti indeterminati; essa ¢ il regime permanente, il resto (che & una soluzione dell’omogenea associata)
fa parte del transitorio, e tende a zero all’infinito, tanto piu rapidamente quanto piu grandi sono i mo-
duli delle parti reali delle radici caratteristiche. In generale, se si ha un’equazione lineare a coeflicienti
costanti, le soluzioni dell’equazione omogenea sono tutte infinitesime per ¢ — +o0o0 esattamente quando
le parti reali degli zeri del polinomio caratteristico sono tutte strettamente negative; se cio avviene, ed
il termine noto e periodico, tutte le soluzioni dell’equazione sono, per ¢t grande, molto vicine all’unica
soluzione periodica dell’equazione, donde il nome di regime permanente per essa.

3.13 Esercizi ricapitolativi

EsErcizio 3.29. Servendosi della formula di inversione, e di opportuni integrali di circuito, calcolare

l'antitrasformata di
6—271'5

§) = ——.
d)( ) 1 + 52
Ritrovare poi il risultato con le regole di (anti-)trasformazione.

Risoluzione. La funzi(_)ne ¢ ha poli del primo ordine nei punti +i. Per ogni z > 0 la funzione w +—
d(x +iw) = e 22T /(1 4 (2 + iw)?) sta in L'(R) (per w — oo & dello stesso ordine di 1/w?). Per
ogni tale x la formula di inversione & quindi applicabile; si tratta di calcolare

A ) 1 oy 1 es(t—27r) J
t) =N "o(t) = — sle”"ds = — ———ds
1) = A7) = 5 | Re i | T
Essendo lim,_, s/(1 + s?) = 0, possiamo pensare di integrare su semicerchi di diametro [z — ir, x + ir],
di centro x; posto s = = + o, si sceglie quello in cui Reo(t —27) = (Reo)(t — 27) < 0 (lemma di Jordan).
Per t — 27 <0, cioe per t < 2w, deve essere allora Re o > 0; si integra sul semicerchio di destra, e poiché
dentro non ci sono singolarita, I'integrale sul semicerchio vale 0; si ha allora f(t) = 0 per ¢t < 27. Se
invece € t > 27 deve essere Reo < 0; si integra sul semicerchio di sinistra; i residui sono
—2mi it 2mi ,—it
e e e“™e
Res(p(s)e®t, s = i) = ———; Res(p(s)el, s = —i) = ————;
2 -2
si ha quindi
eit it
= — — —— =sint pert > 2m;  f(t)=0 pert<2n.
2 29

ft)
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Con le regole: I'antitrasformata di 1/(1 + s2) & sintH(t); il fattore e=2™* comporta una traslazione a
destra di 27 nei tempi; antitrasformata & quindi la funzione 7o, sintH (t) = sin(t — 2m)H(t — 27), la
traslata a destra di 27 della funzione sintH (t), funzione che coincide con la f prima trovata, perché
sin(t — 27) = sint. O

Esercizio 3.30. Usando le trasformate di Laplace, calcolare la soluzione di
v+ +2y=0;  y(0)=1;4'(0) =2
(viene e~ *(cost + 3sint)H (t)). Stessa cosa per
y'+y +y=sint;  y(0)=0;y(0) =1
(viene (e~¥/2(cos(v/3t/2) + v/3sin(v/3t/2)) — cost) H(t)).

Esercizio 3.31. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale
v"' + 2" +y 42y = —10cost y(0) =0; y'(0) = 2; y"(0) = —4.

Risoluzione. Detta u(s) la trasformata della soluzione si ha, trasformando I’equazione data:

—10
(s3u(s) — 0s% — 25 + 4) + 2(s*u(s) — 0s — 2) + (su(s) — 0) + 2u(s) = ﬁ
riordinando
—10s 2s 10s

3 2
2 2 — 25 = — = _
(57 + 25" + 54+ 2)u(s) —2s 21 u(s) GIOETD) I EY)
che si riscrive

~ 2s(s? 4+ 1) —10s 253 — 8s 2s(s> —4)  2s(s—2)

W)= TG B+ Bt (R

Si osserva ora che & 2s/(s% +1)2 = —D(1/(s* + 1)); quindi

u(s)——i 1 s—|—2i Ly,
T ods \s2+1 ds \s2+1)"

L’antitrasformata di —D(1/(s? +1)) ¢ tsintH (t); tale funzione ¢ nulla in ¢ = 0, per cui 'antitrasformata
di s(—=D(1/(s?>+1))) & la derivata di tsintH (t), che & (sint +tcost)H(t). In definitiva 'antitrasformata
diue

y(t) = (sint +tcost)H(t) — 2tsintH (t) = (sint + t(cost — 2sint)) H(¢).

Esercizio 3.32. Risolvere I’equazione
yW =3y’ —dy=0;  y(0) =1;¢'(0) = y"(0) = y""(0) = 0.

Trovare poi anche la risolvente n (quella soluzione con condizioni iniziali y(0) = ¢'(0) = y”(0) =
0; " (0) =1). Applicazione: trovare la convoluzione H (#)sinh(2#) x H (#) sin #.

Risoluzione. Si ha, posto al solito u(s) = Ay(s):
(s*u(s) — %) — 3(s%u(s) — s) —4u(s) =0 < (s* —3s% — 4)u(s) = s(s* — 3)

e quindi
u(s) = s(s*—3)
(s2 —4)(s2+1)’

Cerchiamo una decomposizione in fratti semplici

s(s? —3) _a b cs+d

(s2—4)(s2+1) sf2+s+2+52+1
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s(s? =3) = a(s+2)(s* + 1) + b(s — 2)(s* + 1) + (cs + d)(s* — 4).
Posto ordinatamente nella precedente s = 2, —2, 4 si ottiene

2=ad-5 —2=>b(-4)5; i(—1—3)= (ci+d)(-5)

da cui
a=1/10; b=1/10; —5d —b5ci = —4i < d=0,c=4/5.
Si scrive allora
()= s gt s
W =5 4521

che porge subito
1 4
y(t) = <5 cosh(2t) + 5 cos t) H(t).

Per la risolvente 7 si ha, se v(s) = An(s):
(s*v(s) = 1) = 35%v(s) —4v(s) =0 <= (s* =35> —4)v(s) =1 <= v(s) =

Ancora decomponiamo in fratti semplici:

1 a b cs+d

(s2—4)(s2+1) _5—24_3—&—24_32—1—17

i calcoli precedenti dicono
I=a(s+2)(s>+ 1)+ b(s —2)(s* + 1) + (cs + d)(s* — 4),
e ponendo s = 2, —2, 1 si ottiene

1=ad-5 1=b(—4)5 1= (ci+d)(-5),

da cui
a=1/20; b=-1/20; ¢=0,d=-1/5,
e quindi
1 2 1 1 sinh(2t)  sint
e — _— — . = - H t .
v = e 1 st ®) < 10 5 > ®)
Trasformando alla Laplace la convoluzione data si ottiene
2
s2—4s2+1’

la cui antitrasformata, a meno del fattore 2, & stata appena trovata; si ha quindi

H(#) sinh(24) * H(#) sin #(t) = 2 (Sm%%) - S‘l5nt> H(t).

EsERcIzIO 3.33. Antitrasformare, usando la formula di Hermite

253 —s2 -1
G+ 1P+

1

(s2—4)(s?2+1)

75
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Risoluzione. Cerchiamo costanti reali a, b, ¢, d, m, q tali che sia

2¢3 — 52 — 1 _a n b +cs—|—d i ms+q\
(s+1)2(s2+1)2  s+1 (s+1)2 241 ds\ s2+1)’
la derivata & (m(s? + 1) — 2s(ms +q))/(s®> + 1)?) = (m — ms? — 2sq)/(s* + 1)?), per cui

25 — 52 — 1 =a(s+1)(s> + 1) + b(s*> + 1)> + (es + d) (s + 1)*(s*> + 1)+
(m —ms® — 2sq)(s + 1)%

si ottiene

25° —s* ~1l=a+b+d+m+(at+c+2d+2m—2q) s+ (2a+2b+2c+2d—4q) s*+
(2a+2c+2d—2m—2q) s +(a+b+2c+d—m)s* +(a+c)s°

da cui, con semplici e noiosi calcoli
a=0,b=-1,¢=0,d=1/2, m=-1/2, ¢=0

e la funzione da antitrasformare ¢ scritta ora

253 — 5% —1 -1 1/2 d <—s/2>

- s24+1

(s+1)2(s2+1)2  (s+1)2 et

quindi 'antitrasformata &

1 1
<—te_t + 3 sint + it cos t) H(t).
O

ESERCIZIO 3.34. Ricordando che la trasformata di Laplace di x = xjo,1; ¢ (1 —e™*)/s, trovare le
trasformate di Laplace di

f(t) = txjo,1(t); g(t) = (1 —1t)xj0,1(t),

deducendo poi da queste la trasformata di Laplace di
h(t)y=t per0<t<1; h(t)=2—t per1<t<2; h(t)=0 pert<0,t>2.
Everocheéhzx*x?

Risoluzione. Si ha, per il teorema sulla derivata della trasformata

d (1—e° —se f4+1—e"?
A - _ _ .
o= 4 () .
inoltre
l—-e® —se®+1—-e*® s—-1+¢€"°
Ag(s) =Ax(s) — Af(s) = - 3 = 5
s s s
Si ha poi h = f + 71 g, e quindi
1— —-s _ ,—sS —-s __ ,—s —2s 1—e % 2
Ah(s) = Af(s) +e*Ag(s) = ——— 150 —¢ T < ; ) '

Tale trasformata € il quadrato di quella di y, per cui effettivamente y * xy = h. O

EsERciz10 3.35. Trovare le funzioni con y(0%) = 0 che per ¢ > 0 verificano:
¢
dy(t) —y'(t) = 5/ cos(t — 0)y(0) dd + 5sint
0

(viene y(t) = (5/2) (—e*' + e'(cost + sint)) H(t).)
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ESERCIZIO 3.36. Risolvere il sistema

T+y =2cost
y—zx =1

(viene z(t) = tcost — 1, y(t) = tsint + cost).

EseErcizio 3.37. Trovare, usando le trasformate di Laplace, la soluzione del sistema differenziale

{xf Y 0) = a5 y(0) = .
y =dr—y

Stessa cosa per
¥’ =2z — 5y —sin(2t)
y =x—-2y+t

e per

, . z(0) = 1; y(0) = —1.

2 =3z —4dy+e
y =x-y-—e

EseErcizio 3.38. Trovare tutte le funzioni u : R — C tali che sia

u(t) + /0 (t — 0)u(f) do = sin(2t)

per ogni t € R.
EsERcIzIo 3.39. Trovare tutte le funzioni u tali che sia

w(t) —u tetfau = : o u(t) = u(0M)el cos .
(t) — u(t) + 2 /0 @)do =0 t>0; (R (t) = u(0") (\/it))
Stessa cosa per
(1) + / t(th)u(H) o =1 (R: u(t) = et/2(cos(v/3t/2) + (1/V/3) sm(\/ﬁt/g)))
0

e per
t
W () +5 / cos2(t — 0) u(0) df = 10H(t):  u(0F) = 1;
0
<R cou(t) = %7(24 + 120t 4+ 30 cost + 50sin 3t)> .

EsErcizio 3.40. Risolvere, con le trasformate di Laplace
y' —ty' +y=1;  y(0)=1, y'(0) =2

(viene (14 2¢)H(t)).
Esercizio 3.41. Calcolare la trasformata di Laplace della funzione f : R — R definita ponendo f(t) =0
per t <0, f(t) =t? per 0 <t <1, f(t) =t per t > 1, in due modi: direttamente dalla definizione, ed

osservando che si ha
f=0(H(t) = nH(®) + it + 1) H()).

Risoluzione. Primo modo Si ha, per Res > 0:

1 oo
Af(s):/o th*sth/l te™ st dt.

Sul Formulario di trova una primitiva di t?e~** (si pone t al posto di z, —s al posto di a):

t2 2t 2
t2 7stdt: —st [
/ ‘ ‘ <—s (—s>2+<—s>3>’
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ed anche una primitiva di te=*%:

—st __ ,—st ii 1
/te dt =e (—s sz )
2 2t 2\ t 1\
| _,—st z = = _ ,—st - . —
R R C S e e G

per cui

Secondo modo Si osserva che la trasformata di (t + 1)H (t) & 1/s? + 1/s, e la trasformata di H — 7 H

e1l/s—e%/s, per cui
d? [(1—e* 1 1
A =— I S I
/() ds? ( s ) e (52 * s) ’

d (1 e *® -1 n e *® n e *® -1 4 1 n 1
— [ - — = — - - = — e — — ]
ds \ s s 52 s 52 52 s s2)’

ed un’ulteriore derivazione porge

@ (l—e\_ 2 (1 1\ (-1 -2\ 2 (12 2
ds? s -8 ¢ s s? € 52 8 ) 8 € s s2  s3)’

Si trova

riottenendo il precedente risultato.

OsSSERVAZIONE 18. Il primo modo & stato piu rapido del secondo solo perché si ¢ usato il Formulario per
calcolare gli integrali!

O

ESERCIZIO 3.42. Calcolare la trasformata della gaussiana, H(t)e=*" (a > 0); ricordando che & erf(s) =
2/v7) [y e~ dt si trova

7 exp(s?/(4a
\/;P<2/<4>> (1—erf (s/(2v/a) Res > —oc

Risoluzione. Si ha, supposto s reale:
AHeia#2 (s) = /+OO 67at2678t dt = /+C>o 67“t275t dt =
0 0
+oo
| e (ol + (s/a)e+ (5/(20) = (s/20))?) =
+oo
exp(s?/(4a) / exp(—alt + (s/(24))?) dt =

si pone v/a(t + s/(2a)) = 6:

+oo R
exp(s2/(4a))/ e " db/va =
5/(2/a)
1 w/aexp(sQ/(lla))Q/Jroo e dp =
2 VT Jssava

S/ esp(s?/(4a)) (1~ erf(s/(2v/a))
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EsERrcIzIO 3.43. Partendo dalla formula

+oo
/ t et dt = L‘S) (Rea > 0),
0 S

derivando rispetto ad a ambo i membri, trovare la trasformata del logaritmo:

v+ logs

A(H log)(s) = — 1

dove = -T"(1),
con (accettiamo tale fatto) v := lim, . (logn —(14+1/2+---4+1/n)) =~ 0,577216... costante di
Eulero-Mascheroni.

Risoluzione. E lecito derivare rispetto ad « sotto il segno di integrale grazie al teorema di derivazione,
vedi Analisi Due, 9.22.2(ii); si ha

o)

sa

—log s

—+oo /!
I
/ t* Llogte st dt = (@)
0 5

Posto o = 1 in tale formula si ottiene

+oo , _ o
A(H log)(s) :/ tog te—st gy — T/ ~logsT(1) _ 7 ~logs
0 S s

O

ESERcIZIO 3.44. Calcolare la trasformata di H(t)[t], dove [t] & la parte intera di ¢, massimo intero non

maggiore di ¢; si trova
1
A#|H(s) = —— Res > 0.

Generalizzazione: sia (ap)nen successione di numeri complessi; sia f : R — C definita da f(¢) = 0 se
t <0, f(t) = apy se t > 0. Mostrare che f ¢ assolutamente L—trasformabile se e solo se la serie di
potenze ZZO:O a, Z" ha raggio di convergenza R non nullo. Supposto che cio accada, esprimere mediante
R Tascissa di convergenza assoluta di f; e detta ¢(Z) la somma della serie si esprima A f(s) mediante ¢
(questo & un legame tra la trasformata di Laplace e la funzione generatrice, chiamata “trasformata zeta”
dagli ingegneri; viene p(f) = —log R; Af(s) = p(e™®)(1 —e~*)/s, per Res > —log R).

ESERcIZIO 3.45. Risolvere 'equazione integrale (del tipo di Volterra, di seconda specie)
t
u(t) = / sin(t — 6)u(0) do — at a costante,
0

nella funzione incognita v € C(R, C) (farlo dapprima per ¢t > 0, con la trasformata di Laplace).

Risoluzione. Trasformiamo, sostituendo u , sin ¢, con Hu, H sin tH(t) ; si noti che l'integrale & in tal
caso esattamente la convoluzione H sin xHu; supponendo Hu trasformabile si ha

AHu(s) a : s2 41 11
AHu(s) = 55" =5 dacni AHu(s)=-————a=—a(5+5).

Antitrasformando si ha
3

H(t)u(t) = —a (t + t6) H(t)

Un calcolo diretto, noioso ma banale, mostra che effettivamente la funzione u(t) = —a(t +3/6) risolve la
questione su tutto R. Peraltro in questo caso si poteva procedere come segue: si vede che una soluzione
u & necessariamente in C*(R); derivando sotto il segno di integrale si ha u/(t) = fg cos(t — O)u(0) df — a,
ed un’ulteriore derivazione porge u’(t) = —fot sin(t — O)u(f) do + wu(t); usando 'equazione si ottiene
u”(t) = —at; ed essendo u(0) = 0, u/(0) = —a si ottiene u(t) = —a(t +t3/6). O
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EsERrcizio 3.46. Risolvere le equazioni integrali

w(t) = £ — /Ot(t —0)u(6)do;  u(t) =1+ )\/Ot(t — 0)u(6)do; u(t) = )\/Ot(t — 0)u(6) do + £2;

A € C & un parametro costante.

EsERcIz10 3.47. Risolvere l'equazione integrale
t
u(t) = / u(0) sin(t — 0) df + sin .
0
Risoluzione. Trasformando alla Laplace si ha

A 1 1
u(s) da cui Au(s) = =

A = —
u(s) 1+52+1—|—52 52

che implica u(t) = t, per t > 0. E immediato verificare che la funzione u(t) = t soddisfa su tutto R
all’equazione data. O

ESERCIZIO 3.48. Calcolare la trasformata di Laplace di t — H(t)sin®t/t e di

t 1.2
tHH(t)tezt/ S0 .
o 0

EsErcCi1z1O 3.49. i) Determinare 1’ originale di Laplace della funzione

1
s(s+1)(s2+1)

ii) Determinare la funzione z che assieme alla funzione y risolve il sistema, per t > 0,

/ !/

+o =t

y,/ : con le condizioni y(0) = 3,y'(0) = —2, 2(0) = 0.
Yy —z =exp(—t)

Esercizio 3.50. Sia
(1 _ efsﬂ'/Q)(l + 67571')
(1+5?) '

(i) Si calcoli I'antitrasformata di Laplace A~'F di F;
(i) Mostrare che il supporto di A='F & contenuto in [0,27]; se ne deduca che F(s)

F(s) =

1
1—e—27s

e la
trasformata di Laplace di una funzione periodica f , da determinare;

(ii) sia g(¢) la prolungata m-periodica della funzione che vale 1 per ¢ € [0,7/2] e 0 per ¢ € (7/2,7): si
calcoli la trasformata di Laplace di gH (H ¢ la funzione di Heaviside);

(iii) usando (i) e (ii) si risolva il problema di Cauchy

() +x(t) = g(t)H(t), z(0) = 2/(0) = 0.

EsErcizio 3.51. (i) Determinare Poriginale di Laplace di ¢(s) = Sl

(ii) Determinare la soluzione Laplace trasformabile dell’equazione
u(zx) = / sin(z — t)u(t) dt + coshx
0

[Suggerimento: interpretare 'integrale al secondo membro come una opportuna convoluzione]

EsErcizio 3.52. Siano

1 (1—e*™/2)(1+e°7)
N s(1+ s2)
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(a) Si calcoli I'antitrasformata di Laplace g di G; dedurne 'antitrasformata f di F' (determinarne i
valori sui singoli intervalli [0, 7/2[, [7/2, 7[, [m,37/2[, [37/2,27[ e su cid che resta;
(b) dedurre che F(s)—=Lg= & la trasformata di Laplace di una funzione periodica f, da determinarsi;

1—e—27s

(c) sia h(t) la prolungata m-periodica della funzione che vale 1 per ¢ € [0,7/2] e 0 per t € (7/2,7): si
calcoli la trasformata di Laplace di h;

(d) usando (a) e (b) si risolva il problema di Cauchy nell’ambito delle distribuzioni L-trasformabili
2 (t) +x(t) = h(t)H(t), x(0) = 2/(0) = 0.

EsErcizio 3.53. Determinare, ammettendone l'esistenza, la soluzione Laplace trasformabile dell’equa-
zione

y(z) = 2/01 sin(x — t)y(t) dt + e x>0

EsErcIZ10 3.54. Determinare, ammettendone D'esistenza, la soluzione Laplace trasformabile dell’equa-
zione

ylx) =2 /Off sin(x — )y (¢t) dt + e*

[R: (cosht + te')H(t)]
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Trasformate di Laplace

Con L{ .(Ry) si indica il sottospazio lineare di L{ (R) consistente delle (classi di) funzioni q.o. uguali
a funzioni identicamente nulle sulla semiretta {t € R : ¢ < 0}; per ogni f € LL _(Ry), p(f), ascissa di

convergenza assoluta di f, coincide con p(f) = inf{p € R: ¢t — e P f(t) € L}(R)}.

Trasformata
+oo “+o0
Af(s) = / e SF(t) dt (: / e StF(t) dt) Res > p(f)
0 — 00
Antitrasformata

xo+ico
AL(t) = / S(O)eSt de

27i o—ico
Convoluzione
+o0 t
fglt) = / f(t - )g(r) dr = / £t = r)g(r) dr frg€ LL(R,)
—00 0

Derivata n—esima della trasformata

+oo
D"Af(s) = (~1)" / e f(t) dt (= A(—#)"F(#)(s))  Res > p(f)

Trasformata della derivata m-esima

m

A7) () = s™Af(s) = D2 5™ FUD(0) Res > max{p(f"™), 0}
Jj=1
Traslata della trasformata
A(EM f)(s) = Af(s = N); p(e™ f) = p(f) + ReA

Trasformata della traslata in avanti, (7,f(t) = f(t —a)), a >0

A(7af)(s) = e"**Af(s) a>0; Res > p(f)
Cambio scala

ASO#)Gs) = 2O A >0 p(FO) = An())

Convoluzione (la trasformata ¢ il prodotto delle trasformate)

A(f *g)(s) = Af(s)Ag(s) Res > max{p(f), p(9)}
A (e " h(s))(t) = T, AT h(t) = A" h(t — a) a>0;

A=Y (1AR)(t) = eMATIA(2) A €C;
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Equazione lineare di ordine n

n
ant™ + ap_qu™ Y 4+t apd + agu = Z apu® = b(t),
k=0

Condizioni iniziali u(0%) = ap,u’'(0%) = a1,...,uV(0") = a,_1; x(s) = Y p_oars®, polinomio
caratteristico;

B D k1 Ok (Z?:l sk_jajfl) N Ab(s)
- x(s) x(s)
Posto @a(s) = > 1, ak (Z§=1 sk*jaj,1> /x(s) si ha, per t > 0:

ult) = A pa (t) + 1% b(2),

dove n(t), risolvente dell’equazione data, & la preimmagine di Laplace di 1/x(s).

Au(s)

Tabella di trasformate di Laplace

Funzione Trasformata Ascissa di conv. ass.
1
H -
(#) . 0
1
H(#)ew# Rew
s—w
S
H#) ooswt) oo [fm |
. w
H(#) sin(w#) 2o [Tm w|
S
H (#) cosh(w#) 2.2 |Re w|
. w
H (#) sinh(w#) R |Rew|
n n!
H(#)(#) " 0
H(#) ™ 0
V# s
ed in generale, se Rea > —1
o [(a+1)
H(#)(#) Teatl 0
1) 1 — 00
5 s — 00
5m) s™ — 0
Funzione di Bessel Jy
1
H(#)J, 0
Funzione periodica f di periodo 7
"e%0f(6) do
H(#)f(#) Jo IO d0 0

1 . e—ST

(ricordiamo che & Jy(t) = (1/7) fil (e /1= 62) do =37 ((—1)"t*" /(2% (n!)?))
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Capitolo 4

Distribuzioni in una variabile

Dare un’unita alla convoluzione L’algebra di convoluzione L*(R) ha unita approssimate, ma non ha
unita moltiplicativa, che dovrebbe avere proprieta impossibili per una funzione: avere integrale 1, ma
essere nulla al di fuori dell’origine. Venne definita un “funzione” é, con la proprieta di essere unita per
la convoluzione, cioe tale che

/ 0z —t)f(t)dt = f(x) per ogni f € L*(R) continua.
R

Coerentemente con quanto sopra, tale “funzione” era nulla per ogni reale non nullo, mentre era infinita
in 0 (zero), in modo tale che fosse [, §(¢) dt = 1! Nessuna funzione come la conosciamo puo avere simili
proprieta: se & nulla su R \ {0}, essa & quasi ovunque nulla, ed il suo integrale non pud che essere nullo,
secondo ogni possibile definizione. E un nuovo oggetto quello che vogliamo, occorre uscire dall’ambiente
L'(R), piu in generale dall’ambito delle funzioni. Uno dei metodi possibili sarebbe quello di dire che il
nuovo oggetto e la successione approssimante stessa. In ogni caso, come sempre quando si introducono dei
nuovi enti matematici, perché la cosa sia utile essi debbono essere rappresentabili in qualche modo, e deve
essere possibile dare le regole di calcolo con tali enti. Una teoria di essi fatta con classi di equivalenza di
successioni esiste. Da vari anni tuttavia si € imposto un metodo dovuto a Laurent Schwartz (1915-2001);
tale metodo ha l'inconveniente di richiedere alcune conoscenze di analisi funzionale, ma nel complesso
¢ piu agile dell’altro. Una funzione reale a valori complessi (facciamo di dominio R) & un ente che
ad ogni numero reale x associa un ben preciso complesso f(z). Tuttavia, specie studiando la teoria
dell’integrazione, una funzione & diventata un oggetto assai piu vago: si sono identificate funzioni che
sono q.o. uguali, e due funzioni possono anche differire su infiniti elementi e rappresentare lo stesso
oggetto. Una funzione & in questo caso definita piu dalle sue proprieta di media che dai valori che assume
sui singoli punti. Una generalizzazione del concetto di funzione puo essere trovata nel concetto di misura;
ma, senza discutere ulteriormente questo punto, diciamo subito che in generale la derivata di una misura
smette di essere una misura, e cio blocca ulteriori sviluppi della cosa. La generalizzazione che cerchiamo
della nozione di funzione deve avere i seguenti requisiti (parliamo di enti definiti su tutto R; si possono
generalizzare anche le funzioni definite su porzioni aperte di R o di R™):

e Ogni funzione continua deve essere una funzione generalizzata.

e Ogni funzione generalizzata deve essere derivabile, ed avere per derivate funzioni generalizzate; le
funzioni di classe C! devono avere derivate nel nuovo senso coincidenti con quelle del vecchio senso.

e Ci devono essere abbastanza possibilita di passare al limite sotto il segno di derivata.

L’idea di Schwartz e stata quella di introdurre le funzioni generalizzate, da lui e d’ora in poi anche da
noi chiamate distribuzioni, come enti che operano su una classe di funzioni “test” regolarissime, le funzioni
indefinitamente derivabili a supporto compatto su R: con un procedimento di dualita, le operazioni di
derivazione impossibili sulla distribuzione vengono scaricate sulla funzione test, su cui si possono sempre
fare. Il procedimento era da tempo usato da vari matematici, per definire soluzioni in senso debole di
equazioni alle derivate parziali; il merito di Schwartz & stato quello di unificare e sistematizzare le tecniche
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usate in modo pit o meno corretto da utenti di molteplice provenienza, collegandole al calcolo simbolico
di Heaviside, ed all’'unita di convoluzione ¢ di Dirac.

Traduzione del primo paragrafo del libro “Théorie des distributions” di Laurent Schwartz, ed. Her-
mann, Paris, 1965, primo testo apparso sulla teoria delle distribuzions.

Oltre cinquant’anni fa 'ingegnere Heaviside introdusse le sue regole di calcolo simbolico, in un’audace
memoria dove calcoli matematici assai poco giustificati erano utilizzati per la risoluzione di problemi di
fisica. Tale calcolo simbolico, od operazionale, non ha cessato di svilupparsi in seguito, e serve di base agli
studi teorici degli elettrici. Gli ingegneri lo utilizzano sistematicamente, ciascuno con la sua concezione
personale, con la coscienza pit o meno tranquilla; € “una tecnica non rigorosa, ma che riesce bene”. In
seguito all’introduzione da parte di Dirac della famosa funzione d(x), che sarebbe nulla ovunque salvo che
per x = 0 in modo tale che f j:oo 0(x) dx = +1, le formule di calcolo simbolico sono diventate ancora piu
inaccettabili per il rigore dei matematici. Scrivere che la funzione di Heaviside H (z) uguale a 0 per < 0
e ad 1 per > 0 ha per derivata la funzione di Dirac §(z) la cui stessa definizione ¢ matematicamente
contraddittoria, e parlare delle derivate ¢§'(x), §”(z),... di questa funzione priva di esistenza reale, &
oltrepassare i limiti che ci sono permessi. Come spiegare il successo di questi metodi? Quando una simile
situazione contraddittoria si presenta, € assai raro che non ne risulti una nuova teoria matematica che
giustifichi, in forma modificata, il linguaggio dei fisici: in cio € un’importante fonte di progresso sia per la
matematica che per la fisica. Infatti numerose giustificazioni del calcolo simbolico sono state realizzate:
le pit importanti sono dovute a Carson e van der Pol. Ma, pur essendo matematicamente rigorose, esse
non soddisfano i fisici, giacché o passano per la trasformazione di Laplace, il che modifica completamente
la questione, oppure eliminano la funzione ¢ e le sue derivate e proibiscono metodi il cui successo era
incontestabile.

4.1 Funzioni indefinitamente derivabili a supporto compatto

11 simbolo D(R), abbreviato in D, indica lo spazio vettoriale delle funzioni f : R — C che siano C*, ed a
supporto compatto: ricordiamo che il supporto di una funzione f : R — C & la chiusura dell’insieme dei
punti in cui essa non ¢ nulla

Supp(f) ={z e R: f(z) # 0}, (la barra indica la chiusura in R)

per cui affermare che f, definita su R, & a supporto compatto, equivale a dire che f e nulla al di fuori di
un sottoinsieme limitato di R, ovvero che esistono a,b € R tali che sia f(x) = 0 per x < a e per z > b.
Grafici di alcune funzioni siffatte sono come in figura.

Figura 4.1: Funzioni test

ESEMPIO 4.1. Siano f: R — C e C un chiuso di R. Allora Supp(f) C C se e solo se f(x) = 0 per z ¢ C.
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Si noti che una tale funzione, pur essendo regolarissima ed a grafico assai liscio non & mai, se non
quando ¢ identicamente nulla, la traccia reale di una funzione olomorfa intera (principio di identita).
Esistono molte tali funzioni: si dimostra anzitutto che la funzione ug(t) = 0 per t < 0, ug(t) = e~ */* per
t > 0 & una funzione C*°. Si ha poi subito che la funzione u; : R — R definita da uy(t) = ug(1 — ¢2),
essendo composizione di funzioni C°°, & pure C>; essa ¢ nulla se 1 —t2 < 0, e cioe se [t| > 1, mentre &
strettamente positiva in | — 1, 1[, ed ha un grafico come in figura.

Figura 4.2: La funzione u;(t) = e /=1 per [t] < 1.

Dopo di cio la funzione u,,(t) = ui((t — ¢)/r), per ogni ¢ € R ed ogni r > 0, ¢ una funzione C*>
positiva che ha per supporto esattamente U'intervallo [¢ — r, ¢ + 7] di centro ¢ e raggio r > 0.
Si dimostra che ogni chiuso di R ¢ il luogo degli zeri di una funzione C'*® positiva; ne segue che si ha

Proposizione 4.1. Per ogni compatto K di R, ed ogni aperto V di R contenente K esiste una funzione v € D
(C*° a supporto compatto) che ¢é identicamente 1 su un intorno compatto U di K, identicamente nulla fuori di
V, e compresa fra 0 ed 1, 0 < wv(t) <1 per ogni t € R.

Dimostrazione. Omessa (ma facile con il risultato prima citato). O

Se K C R & compatto, indichiamo con Dk il sottospazio vettoriale di D consistente delle ¢ € D con Supp(y) C
K. Muniamo Dg della topologia della convergenza uniforme, con tutte le derivate di tutti gli ordini: in altre
parole, dire che una successione (un)nen di elementi di Di converge ad u € Dg significa dire che per ogni
k=0,1,2,3,... si ha che uﬁf) — u™ uniformemente. Introduciamo qualche simbolo per il seguito: per ogni
funzione u : R — C, il simbolo |[ulje = sup{|u(t)| : ¢t € R} (finito oppure +o00) indica al solito la sup—norma di u;
se m €N, ed u € C™(R), il simbolo ||u|(,n) indica max{||u|so,. .., [[u™ ]/}, la norma C™ di u (finita o no; tali
norme sono tutte finite, ovviamente, quando v € D, dato che allora u e tutte le sue derivate sono nulle fuori del
supporto di u, che & compatto).

In un Dk ogni intorno dello 0 contiene un intorno dello 0 che ¢ la palla di centro 0 raggio € per qualche norma
Il - I m), con m abbastanza grande, cioe come il seguente

{u € Dk : [Jul|(m) < €} per convenienti m € N e € > 0;

pertanto una successione (un)nen di elementi di Di tende a 0 uniformemente con tutte le derivate di ogni ordine
se e solo se per ogni m € N ed € > 0 dati esiste ne,m € N tale che sia |[un|/(m) < € per n > nem. La cosa & in
realta assai semplice, e si lascia al lettore.

Si noti che D & unione di tutti i Dk, al variare di K nell’insieme dei compatti di R; si ha anzi D =
per ogni successione di compatti K, invadente R, in particolare ad esempio D = |J,, en Dienon-

Data una forma lineare T': D — C, molto spesso scriveremo (T, ¢) in luogo di T'(¢) per indicare il valore che
la forma 7" assume su .

Dk

neN J

Proposizione 4.2. Sia T : Dx — C forma lineare. Allora T é continua su Dk se e solo se esistono m € N e
L > 0 tali che sia
[T (w)] < L||u|(m) per ogni u € Dr.

Dimostrazione. Se m ed L esistono come nell’enunciato, certamente 1" € continua, nel senso che se una successione
(uj)jen converge ad u € Dk uniformemente con tutte le derivate allora T'(u;) converge a T'(u): infatti si ha

|T(u) — T(u;)| = |T(u—u;)| < Lmax{||(u—u;)™ o : k=0,1,...,m},

e poiché per ipotesi ciascun ||(u — ;) ||o € infinitesimo per j — oo si conclude.

Se poi T' & continua, essa & continua in 0, e fissato € = 1 esiste un intorno U dello 0 in Dk tale che sia
|T(u)] <1 per ogni u € U; e poiché esistono p > 0 ed m € N tali che sia u € U se & |[ul|(m) < p, si ha [T(u)| <1
se [[ull(m) < p; scritto u = (||ull(m)/p)v, con v = pu/||ul|(m) si ha [[v][m) = p e

() = [Tl oy /0)0)] = %mvn < Ll

si conclude quindi, con L = 1/p. O
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4.2 Distribuzioni

Definizione. Una distribuzione su R ¢ una forma lineare T': D(R) — C tale che T sia continua su ogni
Dy, per ogni compatto K di R, o equivalentemente,

Proposizione 4.3. Una forma lineare T : D — C é una distribuzione se e solo se, per ogni successione
(un)nen di funzioni indefinitamente derivabili su R, i cui supporti siano tutti contenuti in uno stesso
compatto K C R, che tendano uniformemente alla funzione nulla con le loro derivate di ogni ordine, si
ha limg, 00 T'(uy,) = 0.

oppure, ponendo Hu||(m) = max{||t]co, - - -, ||u(m)||oo},

Proposizione 4.4. Una forma lineare T : D — C é una distribuzione se e solo se, per ogni compatto
K C R esistono un naturale mg € N, ed una costante Lg > 0 tali che sia

|T(w)| < Lic||u|| (me) per ogni u € Dg

(il minimo tale mg ¢é lordine della distribuzione su K ).
ESEMPIO 4.2. Ogni funzione f € L{ _(R) ¢ una distribuzione (che si indica ancora con f, ma che in

questo esempio indichiamo con TY), che opera in questo modo

(T, ) = /Rf(t)@(t) dt.

Per la continuita: se K e compatto, e ¢ € Dg si ha

|<Tf7so>|=\ /| f(t)so(t)dt]< Jisetona s [ 1soliled = ( [ 1701d) 1o

Su ogni compatto I'ordine & quindi & 0.

Si noti che se f,g € L _(R) sono tali che Ty = T, allora f = g q.o.; la dimostrazione si ricava dal

fatto, provato nella prossima sezione, che se [ (f — g)(z)¢(z)dx = 0 per ogni funzione ¢ € D(R) allora
R

f—9=0q.o.
EseMPIO 4.3. La ¢ di Dirac, concentrata in 0, ¢ la distribuzione

(6,0) = ¢(0), valutazione su 0
La verifica della continuita ¢ immediata. La § di Dirac concentrata in a € R &
(0(a), @) = w(a), wvalutazione su a.

Sono distribuzioni di ordine 0.

ESEMPIO 4.4. Sia (¢, )nen un’arbitraria successione di complessi. Si ottiene una distribuzione T' ponendo,
per ogni ¢ € D, T(p) = Z(Too cnp(n). La somma ¢ infatti finita per ogni ¢ € D, dato che ¢ ¢ nulla fuori
di un sottoinsieme limitato di R; su ogni compatto K, se Lx = > {|c,| : n € K} si ha

()| =[S enutn) : n e KY < S {lenu()] € K} < 3 {lelllullo s n € K} = Liclulo

si ha quindi ancora una distribuzione di ordine 0. Si ha invece una distribuzione T, il cui ordine non ha
un estremo superiore finito, ponendo

T(w) =3 u™(n);
n=0

verificare che tale distribuzione ha ordine m sul compatto [—m,m].

La funzione ¢t — 1/t non & sommabile su alcun intorno di 0, e quindi non definisce una distribuzione.
Pero esiste una distribuzione wvalore principale di 1/t, v.p.(1/t), che svolge lo stesso ruolo di 1/¢, in vari
casi (vedi Esempio 4.13, dopo).
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4.3 Un simbolismo poco rigoroso ma suggestivo

In accordo con il fatto che le distribuzioni sono funzioni generalizzate, continueremo ad indicarle con i
simboli usati per le funzioni, e spesso scriveremo

/RT(t)cp(t) dt invece di (T, ) = T(y),

per indicare I’azione della distribuzione T sulla funzione test ¢ € D; scriveremo anche T'(t—a) per indicare
la traslata 7,7, T'(t) per la derivata, ecc. ecc.; Osserviamo invece che & lecito identificare una funzione
di L{ (R) con una distribuzione: se infatti f,g € L _(R) sono tali che Ty = T,, allora f(t) = g(t) per
quasi ogni t € R. Cid si verifica nel modo seguente: se h € L (R) & tale che T}, = 0, cio¢ tale che sia
Jg h(t)p(t) dt = 0 per ogni ¢ € D, allora h = 0 quasi ovunque. La verifica di tale fatto non & del tutto
banale (vedi sotto); accettiamo la cosa.

Ricordiamo Papprossimante dell’unitd o mollificatori definiti in 2.4.5, formata da funzioni di D(R): wux(t) =

Au(At), dove u(t) = el/(t271)/c per [t| <1, u(t) = 0 per [t| > 1, e ¢ scelto in modo che [, u = 1; si ha allora

Proposizione 4.5. Sia h € Li,.(R); se A ¢ un aperto di R tale che sia [, h(t)p(t)dt =0 per ogni ¢ € D(R) con
supporto contenuto in A, allora si ha h(t) =0 per quasi ogni t € A.

Dimostrazione. Sia K = [a,b] intervallo compatto contenuto in A, e sia p = dist(K,R \ A); se A > 0 & tale che
1/X < psiha, pert € K:

b+1/A
B un () = / un(t — O)h(0) do :/ ux(t — 0)h(0) b,
R a

—1/x

e per Uipotesi fatta 'integrale & nullo (6 — wux(t — ) & funzione C*° il cui supporto & [t —1/A,t +1/A] C A). Per
A che tende +o0 la successione ux * h|x converge in LY(K) ad h|k, che quindi & q.o. nullo. Questo accade per
ogni intervallo compatto K contenuto in A, e quindi q.0. in A. O

4.4 La 6 di Dirac non € una funzione

Proposizione 4.6. La § di Dirac non ¢ una funzione, non esiste cioé¢ f € L{ (R) tale che § = T}.

Dimostrazione. Supponiamo esista f tale che § = T. Allora si ha

Ve € D(R) / f(@)pla) dz = p(0);

da cui
Vo € D(R), Suppy CR\ {0}, /f(w)w(w) dx = 0.

La proposizione precedente allora implica f = 0 g.o. su R\ {0} e quindi su R. Ma allora

Vo e DR)  p(0) = / f(@)pla) d = 0;

una contraddizione: una f siffatta non esiste. O

4.5 Operazioni con le distribuzioni

Le distribuzioni sono uno spazio vettoriale D'(R), duale topologico di D = D(R), e possono quindi
essere sommate fra loro, e moltiplicate per scalari. In generale non ¢ possibile moltiplicare fra loro due
distribuzioni (anche moltiplicando fra loro funzioni localmente sommabili la sommabilita locale in genere
si perde, si pensi ad esempio a t — 1/ \/m , il cui quadrato t — 1/|t| non & sommabile su alcun intorno
di t = 0). Tuttavia si pud moltiplicare una distribuzione T' per una funzione o € C*°(R); si pone, per
definizione di oT":

aT(p) == T(ayp)
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Il secondo membro ha significato e definisce effettivamente oT" come forma lineare su D; la continuita si
verifica facilmente, usando la formula di Leibniz per la derivata m—esima di un prodotto; la accettiamo
senz’altro. Si osservi che se a(t) =t, e T = 0, delta di Dirac concentrata in ¢t = 0, si ha

to(u) = 0(tu) = 0u(0) =0
ciot t ¢ la distribuzione nulla. E importante osservare che la cosa si inverte:

Proposizione 4.7. Se T € D’ ¢ una distribuzione tale che sia tT = 0, allora si ha T = c¢§, con ¢
costante.

Dimostrazione. Infatti, se una funzione u di D & nulla su un intorno di 0, essa si scrive tv(t), con v = wu(t)/t
dove u # 0, v nulla dove u & nulla; la verifica ¢ immediata. Ne consegue che T(u) = T'(tv) = tT(v) = 0 per
ogni tale funzione; di conseguenza, se due funzioni u1,us € D coincidono su un intorno di 0 si ha T(u1) = T'(u2);
in particolare, esiste ¢ € C tale che per ogni funzione w che sia costantemente 1 su un intorno di 0 si abbia
T(w) = c. Si scrive poi u(t) = u(0) + tv(t), con v(t) = fol u'(t0) dO funzione C*° (ma certamente non a supporto
compatto, se u(0) # 0); sia w € D una funzione che sia costantemente 1 su un intorno di Supp(u) U {0}; si ha
allora u = wu = w(u(0) + tv(t)) = uw(0)w + tv(t)w(t), con vw € D; ne segue T'(u) = u(0)T(w) + tT(vw) = u(0)c,
come voluto. O

Naturalmente si ha anche:

Proposizione 4.8. Sia T' € D'(R), e sia a € R; si ha T = cd,) per una costante ¢ € C se e solo se
(t—a)T =0.

ESEMPIO 4.5. Provare che t25 = 0 e che 26’ = 0 ma che t26(2) £ 0.
Concludiamo la sezione con un risultato sulle soluzioni dell’equazione ()T = 0.

Proposizione 4.9. Sia ¢ € C®(R) con zeri reali isolati e di molteplicita finita. Allora, in D'(R),
()T =0 se e solo se T ¢ la serie (o somma se gli zeri di 1 sono finiti) di distribuzioni

v(z)—1
T= Z Z Cz,i(ggi) Czi € (C,
2€2(p) =0

dove Z(1)) é linsieme (necessariamente al pivs numerabile) degli zeri di 1 e, per ogni z € Z (), v(z) é la
molteplicita di z.

ESEMPIO 4.6. Le soluzioni in D'(R) di (¢ — 2)(t — 5)%(t> + 1)T = 0 sono le distribuzioni del tipo
T = ady + bds + by a,b,ce C

Per futuro uso, si osservi che si ha ¢t v.p.(1/t) =1 (verifica facile). Si ha quindi, ricordando che ¢S = 0
avviene se e solo se S = k6, k € C:

Proposizione 4.10. Ogni distribuzione T € D'(R) tale che sia tT =1 ¢ della forma T = kd +v.p.(1/t),
con k costante.

4.6 Supporto di una distribuzione

Definizione. Sia C' un chiuso di R. Si dice che una distribuzione 7' € D’(R) ha il supporto contenuto in
C se T(p) = 0 per ogni ¢ € D con Supp(y) C R\ C. Il supporto Supp(7T') di T ¢ il minimo chiuso C' con
tale proprieta (si dimostra che tale minimo esiste).

EsEmPIO 4.7. Siano T € D'(R) con SuppT C C, dove C' & chiuso, e ¢ nulla su un aperto A contenente
C'. Allora T(p) = 0. Infatti in tal caso si ha Suppp CR\ A C R\ C (si usa qui il fatto che A & aperto!)
e pertanto T'(p) = 0.

1

EsEmPIO 4.8. Ogni funzione f € L, .(R) ha il medesimo supporto come funzione e come distribuzione,
cioe Supp(f) = Supp(T}y): ¢ il chiuso complementare degli aperti su cui f & quasi ovunque nulla.

ESEMPIO 4.9. La delta di Dirac concentrata in a ha come supporto {a}.

Definizione. Si dice che due distribuzioni S, T € D’ coincidono sull’aperto A C R se Supp(S—T) C R\ 4,
cioe se S(p) = T(¢) per ogni ¢ € D con Supp(p) C A.

L’insieme delle distribuzioni con il supporto contenuto in [0, 400 si indica con D/, = D’ (R); e
chiaramente un sottospazio vettoriale di D’.
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4.7 Traslata di una distribuzione

Se f € LL (R), ed a € R, la traslata 7, f opera su D nel modo seguente:

(Ty o) = / F(t— a)plt) dt = / F(B)pla+6)d6 = (Ty,7—ap).

Pertanto, se T € D/(R), ed a € R, si definisce la distribuzione 7,7 € D’(R), traslata di T' mediante a € R,
ponendo
(1aT), 90> = <T7 T,a(p>.

La traslata di a della delta di Dirac concentrata in 0 ¢ la delta di Dirac d(,) concentrata in a, come subito
si vede (1740(¢) = 6(7—a) = (¢(t + a))i=0 = p(a)). Una distribuzione si dice periodica se esiste 7 # 0
tale che sia 7,1 = T si dice in tal caso che 7 ¢ un periodo della distribuzione. L’insieme dei periodi, 0
incluso, € un sottogruppo additivo di R, come ¢ immediato vedere; se T non ¢ costante (nel qual caso,
banalmente, ogni numero reale & un periodo) il gruppo dei periodi ¢ I'insieme dei multipli di un 7 > 0,
periodo fondamentale, minimo tra i periodi strettamente positivi.

4.8 Simmetrizzata

Similmente, la simmetrizzata T di una distribuzione T € D’(R) &, per definizione:

<Ta 30> = <T7 @)7

dove ¢(t) := p(—t) ¢ la simmetrizzata di ¢. Una distribuzione T si dice pari, risp. dispari, se coincide con
la sua simmetrizzata T (risp. con 'opposta della simmetrizzata, —T"). L’esempio che segue ¢ immediato
ma molto utile nel calcolo delle trasformate di Fourier nell’ambito delle distribuzioni, come vedremo in
seguito.

ESERcIZIO 4.1. Sia T una distribuzione pari e ¢ € D(R) dispari. Provare che T(¢) = 0.
ESERCIZIO 4.2. Sia T distribuzione pari e dispari. Allora T = 0.

4.9 Derivazione delle distribuzioni

Sia f una funzione di classe C' su R. La sua derivata prima f’ essendo continua ¢ una distribuzione, e
si ha, per ogni ¢ € D, se Supp(y) & contenuto nell’intervallo [a, b]:

b b
Ty, / P 0)elt) dt = / F(telt) dt = [ (b)) - / F(t)g () dt =

(si ricordi che & p(a) = p(b) = 0)

- / FOS (1) dt = (Ty, —').

Si & insomma visto che se f & di classe C! la sua derivata f’, pensata come distribuzione, opera su
© € D allo stesso modo in cui f, pensata come distribuzione, opera su —¢’. E questo induce a porre la
seguente:

Definizione. Sia T' € D'(R). La derivata DT =T’ di T & la distribuzione
(T',¢) = (T,—¢')  perogni ¢€D.

ESEMPIO 4.10. Come visto sopra, ogni funzione di classe C! ha per derivata distribuzionale la sua derivata
classica. Pill generalmente una funzione f continua e C! a tratti ha come derivata distribuzionale la sua
derivata ordinaria: infatti anche per tali funzioni e possibile applicare la formula di integrazione per parti,
come si ¢ piu volte fatto. Ad esempio, verifichiamo direttamente che la derivata della funzione [¢] & la
funzione sgn t:

(DT, = =) = [ (-
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(al solito, a,b € R sono tali che sia Supp(p) C [a, b]; qui supponiamo in pilt che sia a < 0 < b)

0 b 0 b 0
/X%www»w+luﬂﬂmmzjﬁwwm—ﬁtwwﬁ:wwm—/wmﬁ—mw%+

(si ricordi che, al solito, ¢(a) = ¢(b) = 0)

/oaso(t) dt = — /aow(t) dt + /Oaw(t) dt = /ab sgntp(t) dt = (sgn, ¢).

EsEmMPIO 4.11. Consideriamo lo scalino di Heaviside H = g, , che ¢ una funzione di classe C! a tratti,
ma discontinua. Si ha

(H',p) == (H,—¢") /H ) dt z—/omw’(t)dt:

—A¢WMh>w I = 0(0) — p(b) = 0(0) = (5. 0),

in altre parole
H =54
La derivata distribuzionale dello scalino di Heaviside € la delta di Dirac concentrata in 0.
Pit1 generalmente, avendo una funzione f : R — C localmente di classe C' a tratti, tale cioe che la
sua restrizione ad ogni intervallo compatto [a,b] sia di classe C! a tratti secondo la definizione data in
Analisi Due, 13.5.5, I'insieme dei punti di salto di f puo essere indiciato in modo strettamente crescente,
J + a;, mediante un segmento di Z, sia esso J = {n € Z: a < n < 3}, dove «, § sono numeri reali non

interi, oppure @ = —o0, e 3 = +00, od entrambi; si ha allora, detta f’ la derivata classica di f, esistente
inR~{a;:j€J}

T} =Ty + Z(f(a;r) - f(a;))‘s(aj)'

JjeJ
Sia infatti ¢ € D; se nellintervallo [a,b] contenente il supporto di ¢ cadono i punti a;(),...,a;jn), per
semplicita scritti a; < --- < ap, in cui f ha dei salti, si ha:

(T}, o) /f (—¢'(t) dt = —/bf(t)w’(t) dt =
—/a f(t) dt—Z/aHl t) dt — / @) 1o / F()p(t) dt—
= 2 We®lay + Z /aw

gli integrali si accorpano fra loro, e risulta

b
fdt - Uummm+/‘f@¢oﬁ:

N-1

/ F(#)p(t) dt — Z (a1 e(arsr) — flaf)o(ar)) + fla)elan) =

k=1
N N

/Rf/(t)@(t) dt — Z Flap)elar) + Y flad)elar) = (T, e) + Y (f( a;))e(ar).
k=1 k=1 k=1

La distribuzione ¢ —  _, (n) ¢ la derivata distribuzionale della funzione f(t) = [t], parte intera di .

EsempIO 4.12. Sia f: R — C di classe C™ a tratti, come sopra. Si ha allora, per le successive derivate
della distribuzione T':

T} =Ty + Z(f(aj) - f(aj_))é(aj)

jeJ
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T¢ =Tpr + > (F'(af) = £'(a) )3, + Y _(f(a) = £(a;))6a,

JjeJ jedJ

m = m— m— k
T;. ) = Trom) + Z (Z FPal) = £ ))5((%)1))

jeJ \k=1
In particolare, sia g € C™(R); alteriamo la g ponendola d’autorita uguale a 0 su | — oo, 0[, consideriamo
cioe f = Hg; si ha (c’¢ un unico salto in ¢ = 0):
(Hg)' = Hgy +g(0%)d
(Hg)" = Hge) +¢'(07)8 + g(07)&'

(Hg)™ = Hy” + gD (07)5 + g D(0%)8" + -+ g(0")s ),

dove a primo membro sono le derivate distribuzionali di Hg, a secondo membro H gél) ¢ invece il pro-

dotto dello scalino di Heaviside H per la derivata k—esima classica di g; & la parte funzionale della
derivata distribuzionale di Hg, e coincide con (H g)(k), intesa nel senso delle distribuzioni, sull’aperto
R \ {0}: la differenza ¢ infatti la distribuzione Zf;ll g*=(0%)6U) che ha {0} come supporto; tutte
queste distribuzioni sono ovviamente nulle su | — oo, 0[.

EseMPIO 4.13. La funzione ¢ — log|t| (prolungata ad arbitrio in ¢ = 0), & localmente sommabile in R
e quindi definisce una distribuzione. La derivata ordinaria esiste per ¢ # 0 ed & 1/¢, non sommabile su
nessun intorno di 0. La derivata distribuzionale si chiama ”valore principale di 1/¢” e puo essere descritta

come (L0} T (/—5 @dt-&- /:Oo (pfft)dt> .

e—0t — 0

Infatti si ha

—+o0 —€ —+o0
Drogl#le) = - [ ol Oar =~ tim ([ ogle@ars [ gl 0t

— 00

Un’integrazione per parti porge

. - -
/ log|t]¢'(2) dt+/ log [t|¢'(t) dt = [loglt\w(t)tio*[ e gy

oo i
o +oo t e s too ;
poglee(l? — [ At = —toge(ole) — p-en — ([ Ears [T EY dt)
Per concludere basta provare che si ha lim,_, o+ loge(p(e) — p(—¢)) = 0, che & immediato:

p(e) - <p( £)

lim loge(p(e) —¢(—¢)) = lim (5 log 5) =0-(2¢(0)) =0

e—0+ e—0+

(& ben noto che lim,_ g+ eloge = 0).

4.9.1 Derivata di ¢: il dipolo

La derivata della distribuzione § ¢ ¢'(¢) = —d(¢’) = —¢’(0). Come la ¢ viene raffigurata massa
concentrata in 0, cosi la sua derivata §’ ¢ raffigurata come dipolo posto in 0.

Si ricorda che un dipolo elettrico ideale € una versione idealizzata del campo generato da due cariche di
egual valore assoluto e segno opposto, molto vicine fra loro. Spieghiamoci: due cariche —q, ¢ piazzate in x1, 2
rispettivamente sull’asse delle ascisse sono un dipolo di momento g(z2 — 1) (rispetto all’asse x); per fissare le idee
sia 1 = 0 ed 22 = d > 0, di modo che il momento & gd. Facciamo ora tendere d a 0T, in modo che il momento
resti costante, cioe che la distanza fra le cariche diventi ed e le cariche siano +¢/e. Un carica concentrata in un
punto z, di valore ¢, & schematizzata con cd(,); il dipolo ¢ quindi dato da —(q/€)d(0) 4 (¢/€)d(cay = (q/€)((ca) —9);
testandolo contro una ¢ € D'(R) e passando al limite per ¢ — 0% si ha

5ty — 80) = L(pted) — 0(0)) = 0 ZED—EO () 5(0) per e — 0.

E poiché ¢'(0) = — (&', ¢) si ha:
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. La distribuzione (qd) 8" ¢ un dipolo ideale di momento —qd piazzato nell’origine.

Le successive derivate di § sono distribuzioni di ordine via via piu elevato.

4.9.2 Formula di Leibnitz
. Sia v € C*(R), T € D'(R). Dimostrare che si ha
(aT) =d'T + aT'; (aT)" =a"T +2d/T" + oT";
(in generale, vale la formula di Leibnitz (aT)™ = 3" (Zl)a(mfk)T(k)).
Risoluzione. Si ha
(0T, p) = —(aT,¢') = —(T,a¢’)

Dalla formula di Leibnitz per funzioni si ha (ap)’ = /¢ + ay'; sostituendo nella precedente (ap) — o’
in luogo di ay’ si ottiene

(@), @) = —(T, (ap) — &/ p) = (T", ap) + (T, 0/ p) = (aT", 0) + (&' T, p),

e la conclusione e raggiunta. La formula per la derivata seconda, e successive, si ottengono poi per
induzione, esattamente come visto per le funzioni. O

Esercizio 4.3. Dimostrare che traslazione e derivazione commutano, cioe che per ogni a € R ed ogni
T € D'(R) si ha
(raT)" = 7a(T)";

applicazione: la derivata di t — H(t —a) € d(q)-

4.9.3 Derivate di funzioni continue e distribuzioni

Introducendo le distribuzioni non si sono fatti sprechi. Secondo le linee programmatiche tracciate all’ini-
zio, tutte le funzioni continue devono essere distribuzioni, e tutte le distribuzioni devono essere derivabili
quante volte si vuole. Si puo dimostrare il seguente

Teorema 4.11. Ogni T € D'(R) é localmente derivata N—esima di una funzione continua: cio significa
che data T € D'(R) ed un aperto A C R a chiusura compatta esistono una funzione continua f : R — C
ed un naturale N tali che la derivata N—esima di f nel senso delle distribuzioni coincida con T su A.

Il teorema & conseguenza della proposizione seguente, la cui dimostrazione ¢ omessa:

Proposizione 4.12. Se T € D'(R) ¢ distribuzione di ordine m esiste f € C(R) tale che sia T = Tjm+2).

4.10 Limiti di distribuzioni

La topologia sulle distribuzioni e quella debole.

Definizione. Una successione di distribuzioni (T)gen converge ad una distribuzione T' € D’(R) se per
ogni ¢ € D(R) si ha
Jin (T, 0) = (T’ ).

Analogamente, si dice che una serie di distribuzioni g T, converge a S se la successione delle ridotte

k=0
Sn =Ty + ... + 1, converge a S.

Le convergenze nelle norme studiate precedentemente implicano la convergenza in distribuzione.
Premettiamo alla dimostrazione di questa affermazione una ulteriore definizione di convergenza.

(R) converge ad una funzione f in L;

Definizione. Si dice che la successione f,, di funzioni di L} loc

loc (R)
se per ogni intervallo [a, b] si ha

b
lim / \fu(t) — ()| dt = 0.

n—-+4oo
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Lasciamo al lettore la facile la facile dimostrazione del seguente importante esempio.

EsEMPIO 4.14. Sia f, una successione di funzioni in L{. .

della successione implica la convergenza della stessa in L

(R). La convergenza uniforme, o in L', o in L?

1
loc*

Proposizione 4.13. Sia f,, una successione di funzioni convergenti ad f in Li (R). Allora f, converge

ad f in D'(R). Di conseguenza la convergenza uniforme o in LP (p = 1,2) implica la convergenza in
distribuzione.

Dimostrazione. Sia ¢ € D(R) con supporto contenuto in [a, b]. Allora

b
< el [ Vnla) = Fla)do

| r@se@ o= [ @)t do

da cui la conclusione. O

Ecco un esempio di convergenza in distribuzione che non € una convergenza uniforme o in LP.

EseMPIO 4.15. Una d—sequenza & una successione di funzioni di L{, (R) che tende alla distribuzione di
Dirac (concentrata in 0). I mollificatori (definiti in 2.4.5) sono d—sequenze (esercizio successivo), ma le
ipotesi sono piu restrittive di quanto occorre per essere una J—sequenza.

Verifichiamo che, ad esempio, la successione di funzioni

keN

& una §—sequenza, anche se sint/t ¢ L'(R). Se ¢ € D e ¢(t) = 0 per |t| > a > 0 si ha

oo™ = L[ o™ e = L[ (o(t) - p10) + o) T a1 -

™ t T J_. t T J_ . t
a _ ka _:

1 / p(t) = (0) sin(kt) dt + £(0) / s ds;

T J_a t T J_ka S

poiché t — (p(t) —¢(0))/t appartiene ad L' ([—a, a]), il lemma di Riemann-Lebesgue mostra che il primo integrale
tende a 0; e ricordando che [ _sin(kt)/t = , il secondo integrale tende a ¢(0) = (¢), sempre al tendere di k a
+00. Si noti che la derivabilita di ¢ in ¢ = 0 & importante.

ESsERrcCIzI10 4.4. Ricordiamo la definizione di famiglia di mollificatori data nella sezione sulla trasforma-
zione di Fourier: si prende g € L'(R), con [, g =1, e per A > 0 si pone gx(t) = Ag(At). Al tendere di A
a +oo la distribuzione g, tende in D’ alla ¢ di Dirac; anzi, se ¢ : R — C & continua e limitata si ha

lim RgA(t)go(t) dt = ¢(0).

A—o00

Risoluzione. Si scrive
/mwﬂoﬁszmmwﬂmz@mmmzmz/ﬁwww»m=
R R R
Aﬂ@ﬂ@w=wwﬁ

infatti limy— 100 ©(0/X)g(0) = ¢(0) g(#) per ogni § € R (perché ¢ & continua in 0), tutte queste funzioni
essendo dominate da |¢||so|g(#)|, funzione che sta in L'(R). O

. . . . — 2
ESEMPIO 4.16. Si consideri la successione u,(z) = v/ne”"* , n € N.
(a) Provare che u,, converge quasi ovunque ad una funzione u da determinare;
(b) E vero che u,, converge a u in L'(R)?

(¢) Mostrare direttamente (cio¢ fare il calcolo!) che u, converge in D'(R) ad una distribuzione da
determinare.
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Risoluzione. La successione u,(z) converge a 0 se  # 0 a +oo altrimenti; essa quindi converge a 0 q.o.
Si ha poi

+oo 5 +oo 2
ln— 0= [ Ve dz = (t = \/ﬁx)/ o dt = /7

— 00

che non tende a 0 per n — +oo: u, non converge a 0 in L'(R) (e non converge quindi in L' a nessuna
funzione f, altrimenti una sua sottosuccessione convergerebbe q.o. a f, da cui f = 0 ma si ¢ appena visto
che cid non accade). Infine, se ¢ € D(R) si ha

—+oo

+oo 5
| wm@et@)de == viw) [ ot/ dr
Per ogni ¢ si ha poi  lim e Cot)vn) = e p(0) ed & e p(t//n)] < e [lllee € L'(R): per il

teorema di convergenza dominata si ottiene

+oo +oo 2
tin [ wnle)ele) do = 0) [ e dt = VAp(0) = VRi(e):

n—too J_ —o0
la successione u,, converge a /78 in D'(R). O

EsEMPIO 4.17. La successione §,, converge a 0 in D’(R): infatti se ¢ € D(R) si ha d,,(¢) = ¢(n) = 0 per
n sufficientemente grande.

EsERrcizio 4.5. Sia u,, la successione definita da

n

U,n(ﬂf) = 1+ n2z2

i) Dire se (un)n converge q.o., calcolarne il limite in caso affermativo.
ii) Dire se (uy)n converge in L' (R), calcolarne il limite in caso affermativo.
iii) Dire se (uy, ), converge in D’'(R), calcolarne il limite in caso affermativo.

Dalla definizione risulta subito che ha sempre luogo, per le distribuzioni, il passaggio al limite sotto il
segno di derivata. Cioe:

Proposizione 4.14. Se (Tj)ren converge a T in D', allora (T})ken converge a T in D’.

Dimostrazione. Infattisiha (T}, p) = (T}, —¢'), e per definizione di convergenza della successione (T})ren
si ha limg o0 (Tk, —¢') = (T, —¢") = (T", ). O

ESEMPIO 4.18. La distribuzione ¢ +— ), ©(n), derivata della funzione parte intera, puo essere indicata
come somma della serie ), 6(y), dove ogni §(,,y ¢ una delta concentrata nell'intero n; la funzione parte
frazionaria, che per definizione ¢ frac(t) = ¢ — [t] ha quindi per derivata la distribuzione 1 — 3" _, 6.

Esempio 4.19. 1l lemma di Riemann—Lebesgue implica subito che se f : R — C & periodica limitata
localmente sommabile, la successione f,(t) = f(nt) converge nel senso delle distribuzioni alla costante
p= [, f(t)dt/7, media di f su un periodo. In particolare le successioni di funzioni e, cos(nt), sin(nt)
convergono tutte a 0 nel senso delle distribuzioni, pur non convergendo né puntualmente né in alcun altro
senso (fra quelli a noi sinora noti).

Si puo dimostrare che

Proposizione 4.15. Se (Ti)ken € una successione di distribuzioni di D'(R), e per ogni u € D(R) il
limite limy, oo Ti(u) esiste finito, allora la formula

T(u) = lim Tg(u) u € D(R),

k—o0
definisce una distribuzione su R.

In altre parole, il funzionale limite 7' & automaticamente continuo su ogni D ; la dimostrazione, qui
omessa, usa un teorema di Analisi funzionale noto come “teorema della limitatezza uniforme*.
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ESEMPIO 4.20. Sia ¢; una successione di numeri complessi. Allora >~ ¢xd; converge in D'(R). Infatti
se ¢ € D(R) e Suppp C [-M, M], M € N, si ha

[e'S) M
> cwdilp) =D (k)
k=0 =0

la proposizione precedente permette di concludere.

ESERCIZIO 4.6. Si consideri la successione di funzioni

e’ —1
er 1/n<lz|<n
fn(x)_{ * P /n < o] <

0 per altrimenti.

(i) Si calcoli il limite puntuale f di f, e si dica se la convergenze ¢ uniforme in R;
(ii) sidicase f € L (R), f € L'(R), f € L*(R);
(iii) si dica se f,, converge a f in L'(R), in L?(R), in D'(R).
EsEMPIO 4.21. Come ulteriore importante esempio non banale di successione di funzioni che converge nel

senso delle distribuzioni, ma non in senso funzionale, consideriamo la successione dei nuclei di Dirichlet

Dy (wt) = Y00 e*! dove w = 2m/7, con 7 > 0 fissato. Come successione di funzioni non si ha

convergenza puntuale in alcun ¢t € R, ed anzi D,,(nwt) = 2m + 1 — +00, per ogni n € Z. Ebbene

. Nel senso delle distribuzionsi, la successione dei nuclei di Dirichlet in periodo T converge alla distribu-
zione Ty 10 O(kr)-
Dimostrazione. Sia ¢ € D e sia N € N tale che Supp(y) C [-7/2 — N7, N7 + 7/2]; si ha allora, per ogni m € N
Nt+71/2 N kT+T7/2
/ Dy (wt)p(t) dt = / Do (wt)p(t)dt = Y / D (wit)(t) dt;
R PV

—7/2—NT1 T—7/2

dimostriamo che per ogni k tra —N ed N si ha
kT+1/2
lim Dy, (wit)p(t) dt = Tp(kT)

m—+00 kt—71/2

il che conclude la dimostrazione. Traslando, basta provare la cosa per k = 0. Si ha ora

T/2 T/2 m )
/ Do (wit)p(t) dt = / > et lo(t)dt =

—7/2 77—/219:7177,

di i
o[ = 3 et
k=—m 7"—/2 T k=—m

dove o & la funzione ottenuta prolungando in periodicita 7 la funzione uguale a ¢ su [—7/2,7/2[, e c_r(p0) ne &
il coefficiente di Fourier di ordine —k. Tale funzione & di classe C' a tratti, e nei punti di continuitd la sua serie
di Fourier converge alla funzione stessa, in particolare cio accade per ¢t = 0. La dimostrazione & conclusa. O

4.11 Primitive

Una primitiva di una distribuzione 7' € D’(R) ¢ una distribuzione S € D’'(R) tale che sia S’ =T'. Si pud
dimostrare:

Proposizione 4.16. Ogni distribuzione T € D'(R) ammette primitive; e due primitive differiscono per
una costante.

Accettiamo questo teorema la cui dimostrazione ¢ svolta sotto.
Una funzione ¢ € D ha una primitiva in D se e solo se ngo = 0; in tal caso ne ha solo una, che ¢ data da

P(t) = f p(6)df. Cido & immediato; si ricordi infatti che tutte le primitive di ¢ si ottengono in questo modo:
() =k+ f ©(6) db; con ¢ € R fissato ad arbitrio, al variare di k nell’insieme delle funzioni costanti. Sia al solito

[a,b] un 1ntervallo compatto che contiene il supporto di ¢; posto (t) = fjoo p(0)do = fat »(0)do, ¢ & 'unica
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primitiva di ¢ che sia nulla su | — 0o, a[ ed & quindi 'unica eventuale primitiva a supporto compatto; d’altra parte
si ha (t) = ¥(b) = f: w(0)do = fR o per ogni t > b; ne segue che 1 ¢ a supporto compatto se e solo se flR p=0,
come asserito. In generale, se ¢ € una funzione di D fissata una volta per tutte, con f]R wo =1, ogni ¢ € D si
scrive
= (/ g0> wo +u, con u, € D che ha primitiva appartenente ad D:
R

cio e ovvio perché definendo u, := ¢ — ( fR ap) o la funzione u, sta in D ed ha integrale nullo. Si noti che inoltre
la funzione ¢ — wu, € lineare e continua di D in se stesso.

Dimostrazione. (della proposizione sulle primitive) Sia T' € D'(R); S & una primitiva di T" se e solo se

<S,aﬂa> = (S, _QOI> = (T, §0>

"t

(S,0) = (/ch) k+ (T, —v,).

E immediato vedere che S’ = T; la conclusione e lasciata al lettore. O

per ogni ¢ € D. Scritto ¢ come sopra, posto v, (¢) = [ u,(0)db, e fissato k € C, si definisce

4.12 Convoluzione di distribuzioni

La convoluzione di distribuzioni non sempre ¢ possibile, come non sempre lo era quella tra funzioni.
Al solito ci ispiriamo alle funzioni; la convoluzione tra funzioni (ad esempio in L'(R)) & f * g(t) =
Jg f(t —0)g(0) db; essa opera su p € D(R) come segue:

raer= [ ([ 50-01000)d0) ott) e -

usando il teorema di Fubini

/R (/R F(t—=0)e(t) dt) 9(8) do =

/]R (/R fu)p(d +u) du) g(0)do = /R<Tf,7794p>g((9) d0 = (Tye, (Ts, T_0%)),

dove Ty ¢ indica che la distribuzione T, opera sulla funzione 6 — (T, 7_gp), che ¢ 'azione di f sulla
traslata di ¢ mediante —f. Possiamo quindi definirla nel modo seguente, quando esiste:

S*T(p) = (S, (T, 7-6%),);

naturalmente 7_g & la funzione di D(R) cosi definita: ¢t — (0 + t).
Nel caso in cui T o S sono funzioni di D(R) la convoluzione T * S & particolarmente semplice; la
seguente proprieta puo essere assunta come definizione di convoluzione in questo caso particolare.

Definizione. Siano T' € D'(R) e S € C°(R). La convoluzione di T con S ¢ la funzione definita da
vz € R (T*S)(x)z/T(y)S(x—y)dy

Si osservi, nella definizione precedente, che y — S(z—y) & un elemento di D’(R); la formula precedente
& quindi ben posta.

Ci limitiamo a menzionare alcuni fatti sul prodotto di convoluzione tra distribuzioni, senza dimostra-
zione:

e La convoluzione tra due funzioni localmente sommabili coincide con 1'usuale convoluzione data con
Iintegrale, quando questa e definita.

e Se S x T ¢ definita, allora ¢ definita anche T'x S, esiha S+«T =T % S.
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e Se S x T ¢ definita, allora anche S’ * T ed S * T' sono definite, e si ha

(S*T) =8"+«T=8«T".

e Se una delle due distribuzioni ¢ a supporto compatto, la convoluzione tra esse ¢ definita. In
particolare, per ogni distribuzione T' € D’(R) si ha

§«T=Tx6=T; &«T=T; ..., 6®s«7 =10,

cio¢, la ¢ di Dirac ¢ elemento neutro per la convoluzione (questa ¢ una delle sue origini!); e la
convoluzione di T" con le derivate della § equivale a fare la derivata della distribuzione T'. Si ha
anche 0, * T' = 7,T(= T(t — a)) (la convoluzione con la traslata di J equivale a traslare T'), e

555)) xT = 7,7,

Tutte queste affermazioni si verificano facilmente con la definizione sopra data.

Verifichiamo ad esempio che si ha d xT'=T. Presa ¢ € D si ha

d x T(SD) - <507 <Ta 7_—990>7> - <T7 TOS0> = <Ta 50>a

per cui § * T = T'; controlliamo che ¢ T'x§ = T

T+ 6(p) = (T, (6, 7—00)) = (T, (0 + 0)) = T(0).

4.13 Funzioni a decrescenza rapida: lo spazio di Schwartz S(R)

Occorre considerare, fra le distribuzioni, quelle che “all’infinito non crescono troppo in fretta“: esse sono
le uniche a cui € possibile applicare la trasformazione di Fourier, e servono per definire le trasformate di
Fourier e di Laplace delle distribuzioni stesse. Le distribuzioni temperate sono il duale di uno spazio piu
grande di D, con una topologia meno forte di quella di D, e di conseguenza sono meno di tutte le possibili
distribuzioni su R.

4.13.1 Funzioni a decrescenza rapida

Lo spazio funzionale di cui parliamo ¢ lo spazio di Schwartz S = S(R) delle funzioni a decrescenza rapida:
chiamiamo cosi quelle funzioni u € C*°(R) che tendono a zero all’infinito, assieme alle loro derivate, pit
rapidamente di qualsiasi polinomio, tali cioe che sia
lim t*u®(t) =0 per ogni k,l € N.
t—+oo
OSSERVAZIONE 19. Essendo, per u € S, lim;_, 1+ o (1+t%)u(t) = 0, la funzione (1+¢2)|u(t)| ha un massimo
assoluto M (u); si ha quindi
M (u)
t) <

(o) < 19
da cio segue che u € LP(R) per ogni p, 1 < p < +o00; inoltre, se (tx)ren € una successione di reali che
diverge abbastanza in fretta (ad esempio se |t;| > k per k abbastanza grande), allora la serie Y ;- u(t)
¢ assolutamente convergente. Cio e utile poi.

per ogni t € R;

Non e difficile riconoscere che per una funzione u € C*° (R, C) supporre che le derivate siano tutte “o
piccolo“ di qualsiasi funzione razionale all’infinito & equivalente a supporre che sia

|l = max{||(1 + t2)"/2u® (1)

loo : k=10,...,m} < +00 per ogni v,m € N;

questa € una famiglia di norme che determina la topologia di §. Ma abbandoniamo questi tecnicismi.
Basta ricordare che in S una successione (u, )nen converge ad u € S se per ogni k,! € N la successione
tkugll ) converge a tful) | uniformemente su tutto R. Le funzioni di D sono chiaramente anche funzioni di S;
altre funzioni di S a supporto non compatto sono ad esempio le gaussiane t +— e—at’ (a > 0), la funzione
t— e*am, le funzioni sin te*tz, la secante iperbolica t — 1/ cosht, ecc. ecc. Si puo dimostrare che D
& denso in S; e ci si convince facilmente del fatto che la topologia di D e di fatto strettamente piu fine di
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quella indotta su D da S: se i supporti delle funzioni restano in un fissato compatto K le norme ||#||,.m
sono topologicamente equivalenti alle norme [|#|| (), pertanto su ogni Dk la topologia indotta da S &
proprio la topologia di Dk ; e di fatto la convergenza di una successione in D richiede che i supporti siano
contenuti tutti in uno stesso compatto K di R, cosa che invece la convergenza in S non esige.

Se ad esempio u € D(R) non ¢ identicamente nulla, la successione un(t) = u(t/n)/2" non tende a 0 in D(R)):
infatti, se [—a, a] & il minimo intervallo compatto che contiene il supporto di u, il minimo intervallo compatto che
contiene il supporto di u, € [—na,nal, e quindi i supporti di u, non sono tutti contenuti in uno stesso compatto.

Ma si ha u,(f)(t) =uW(t/n)/(n'2"); per ogni k,I € N si ha quindi:

k
na
Pl < PO )
(basta prendere |t| < na nella stima della sup-norma, dato che se [t| > na si ha u¥(t) = 0) quantita che

chiaramente ¢ infinitesima per n — +o00; quindi u, tende a 0 in S(R).

Sono utili alcune osservazioni: se u, € una successione di S(R) che tende a 0, cosi fa anche la
successione p(t)u,, qualunque sia il polinomio p(t): cid ¢ immediato per la definizione precedente; ed
altrettanto immediato ¢ il fatto che anche la successione ], delle derivate ¢ infinitesima in S(R) ; inoltre,
u, tende a 0 anche in LP(R), per ogni p con 1 < p < oo: infatti (1 + t?)u,, tende uniformemente a 0, e
se pin = |[(1 4+ t?)un||oo si ha, come osservato all’inizio:

1/p
Hn . dt
0] < {25 i luly < ([ i)

che prova quanto voluto, dato che lim,,_, o ttn, = 0.

E chiaro che Schwartz & stato indotto a definire lo spazio che porta il suo nome dalle formule per
la derivata della trasformata e della trasformata della derivata, viste nell’ambito della trasformazione di
Fourier: se t — t™ f(t) € L*(R) per ognim = 0,1,2,3, ..., allora Ff € C%®°(R) (e lim;_ .. (Ff)™ (&) = 0,
per ogni m € N); se invece f € C®(R), ed ogni f™ sta in L'(R) (e questo certamente accade se
t — (1 +t2)fM)(t) ¢ infinitesima all’infinito), allora F(f™)(&) = (2mi&)™F f(£); inoltre si ha, per
feSMR):

%}' (ak ((—27m't)lf)) ) per ogni k,l € N.

k M) (ey —
&N = G

Proposizione 4.17. La trasformazione di Fourier induce un isomorfismo, che topologicamente é un
omeomorfismo, di S(R) in se stesso, con lantitrasformazione F~1 come inversa.

Dimostrazione. E contenuta in quanto sopra detto. Sia infatti u, successione infinitesima in S(R). Si
ricordi che per ogni f € L'(R) si ha || Ff|loo < ||f]l1; ne segue

1
WH@’“ (tun) |13

6" (Fun)V(€)llc <
Come sopra osservato, se u, tende a 0 in S(R) cosi fanno anche t'u,, e 9% (t'u,,), successione che quindi
tende a 0 anche in L!(R), sempre per quanto sopra osservato; ne segue che la trasformata di Fourier di
quest’ultima successione, trasformata che & &*(F un)(l) (£), converge uniformemente a 0. Essendo cio vero
per ogni k,l € N; si ha che che Fu,, tende a 0 in S(R). Cio prova che F & continua; le stesse cose si
possono dire per I'antitrasformata, quindi F & omeomorfismo di S(R) in se stesso. O

4.14 Distribuzioni temperate

Definizione. Si chiama distribuzione temperata su R ogni forma lineare continua T : S(R) — C. Lo
spazio delle distribuzioni temperate, duale topologico di S(R), si indica con &’ = §'(R).

EsSEmMPIO 4.22. Non ogni f € Li_(R) ¢ temperata, ad esempio ¢t — e’ non ¢ temperata: infatti

loc
fR ete~V1H 4t non esiste finito, dato che la funzione tende ad 1 per t — +o0; occorre qualche limitazione
sulla crescita della funzione a +oo.

Esempio 4.23. Sia f € Ll _(R) tale che |f| < h con h temperata (cio¢ T}, temperata). Allora f &
temperata.
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Si vede subito che se T, S sono temperate anche T+ S, T”, le traslate di T' sono temperate.

Tutte le funzioni f a crescita non piu che polinomiale (per cui cio¢ esiste un polinomio p(t) tale che sia
|7 (®)] < |p(t)], almeno per |¢| abbastanza grande) definiscono distribuzioni temperate. Pili precisamente
si ha:

Proposizione 4.18. Sia f € L{. _(R) tale che

loc
@] < Ip(£)lg(t)

dove p ¢ un polinomio e g € L*(R), g > 0. Allora f ¢ una distribuzione temperata. In particolare una
funzione di L*(R) ¢ una distribuzione temperata.

Dimostrazione. Infatti, per quanto visto sopra ¢ sufficiente provare che |t|¥g(t) & temperata. Ora, per ogni
¢ € S(R), la funzione [t|*() & limitata (¢ continua e tende a 0 all’infinito), pertanto [t*|g(¢)p(t) € L1(R).
Inoltre, se ¢, tende a 0 in S(R) si ha

[ a0 0] < 10,0l [ o010

per n — +oo. O

EseEMPIO 4.24. I polinomi e le funzioni di L?(R) sono distribuzioni temperate. Infatti, se p & un polinomio
si ha
1
e
241 241

p(t) = (p(t)(#* + 1)) € L'(R),

ese f € L*(R) si ha
0= +2) (10757 )

241

ed & f(t)

71 € L*(R); in tutti i casi si conclude grazie all’esempio precedente.

EseMPIO 4.25. Provare che f(t)logl|t| € S'(R) (sugg.: usare il criterio precedente per vedere che
F(t)x[=1,1) e f(t)xr\[-1,1) sono temperate...)

ESEMPIO 4.26. Si pud dimostrare anche che ogni distribuzione a supporto compatto é temperata (nel senso
che la distribuzione, definita su D(R), si estende a S(R)).

La derivata di una distribuzione temperata € una distribuzione temperata, come si vede subito (la
derivazione & continua come funzione di S in se stesso).

EsemPIO 4.27. La funzione Hlog : R — R definita come H log(t) = 0 se t <0, H log(t) = logt se t >0
€ una distribuzione temperata. La sua derivata cos’e? E la distribuzione che si chiama “parte finita di
H(t)/t“

/R (H log t)'u(t) dt = /O " logt(—i/(8) dt = Tim ([—1ogtu(t)]j°°+ / m“(ﬂdt) _

e—0*t t

. 1 u(t) oo u(t)

Scrivendo ora

/:u(t)dt:/;MdtJF/:U(tO)dt:/:wdt—u(o)logg,

t

ed osservando che si ha lim. g+ (u(e) — u(0)) loge = 0, e che (u(t) — u(0))/t si prolunga per continuita in

t =0, si ha alfine
1 _ —+o00
/(Hlogt)’u(t) dt:/ de/ u®) g,
R 0 t 1 t

Indicando con H (t)/t questa distribuzione, si dimostri (esercizio) che si hav.p.(1/t) = H(t)/t—H(t)/t.
La funzione log |t| & temperata, e la sua derivata v.p.(1/t) & pure temperata.
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4.14.1 Moltiplicazione per funzioni C*

E chiaro che non & in generale possibile moltiplicare una distribuzione temperata per una funzione C'*:
la costante 1 & temperata, ma e/ = e’ - 1 non & distribuzione temperata. Si pud tuttavia moltiplicare
una distribuzione temperata per una funzione polinomiale o per una funzione di classe C*° con tutte le
derivate limitate (come t — e9?).

4.14.2 Convergenza in S'(R)

Definizione. Una successione di distribuzioni (T} )ren converge ad una distribuzione T' € S’(R) se per
ogni ¢ € S(R) si ha

lim (Ty, p) = (T’ ¢).

k—o00

Analogamente, si dice che una serie di distribuzioni E T, converge a S se la successione delle ridotte

k=0
Sn =1To+ ...+ T, converge a S.

OSSERVAZIONE 20. Si faccia attenzione al fatto che mentre una successione che converge in S’(R) con-
verge alla stessa distribuzione in D’(R), il viceversa ¢ falso in generale. Ad esempio, la successione di
distribuzioni temperate 2¥4;, converge a 0 in D’(R) ma non converge in &' (R).

Anche qui si puo dimostrare che vale la seguente proposizione.

Proposizione 4.19. Se (Ty)ken € una successione di distribuzioni di S'(R), e per ogni ¢ € S(R) il limite
limg oo Tx () esiste finito, allora la formula

T(p) = lim Ti(p) ¢ e SR),

definisce una distribuzione temperata su R.

ESEMPIO 4.28. Sia ¢;, una successione di numeri complessi tale che |cx| = O(k™) per & — 400, per
qualche m € N. Allora >, cxd), converge in §'(R). Infatti se ¢ € D(R) si ha

D ardile) =Y crplk)
k=0 k=0

che converge essendo ad esempio
lim |k%(ckp(k))| = 0.

k—-+oo
La proposizione precedente permette allora di concludere.
EsERrcizio 4.7. Sia u,, la successione
Un(JT) = nX[n,n-i-%]
i) Dire se u,, converge puntualmente e/o uniformemente; a quale funzione?
ii) Si supponga che u,, converga in L!(R); a quale funzione converge? (motivare la risposta); dire poi
se uy, converge effettivamente in L!(R).

iii) Definire la convergenza di una successione di distribuzioni T}, in D'(R) e in S’'(R).
iv) La successione data wu, converge in D'(R)? in S'(R)?

4.15 Trasformazione di Fourier delle distribuzioni temperate

E spontaneo ormai definire la trasformazione di Fourier per le distribuzioni temperate. Si ricordi la
formula di dualita: se f,g € L', allora fR fgt)dt = fR F(€)g(€)dE; se f & una funzione di L'(R), sia
f che fdeﬁniscono distribuzioni temperate per cui si ha <va @) = (T, ). Sipone pertanto la

Definizione. Se T' € §'(R) ¢ una distribuzione temperata, la sua trasformata di Fourier T ¢ la forma
lineare FT' =T : S(R) — C cosi definita
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Poiché ¢ — @ & un automorfismo di S(R), che & anche omeomorfismo, & evidente che anche T
¢ distribuzione temperata. L’osservazione che precede la definizione mostra che se f € L! allora la
trasformata di Fourier di f in senso classico e nel senso dato qui coincidono. La stessa cosa vale per
funzioni di L? e per la trasformata di Fourier—Plancherel.

EsemMPIO 4.29. Sia f € L?(R). Allora la trasformata distribuzionale di f (cio¢ come distribuzione
temperata) coincide con quella di Fourier—Plancherel. Per dimostrarlo useremo pilt volte il fatto che

se una successione vy converge a v in L?(R) allora, per ogni 1 € L?(R) si ha che lilgn/vkw = /m/}

(verificarlo!). Sia ora uy una successione in D(R) convergente ad f in norma L2. Allora per definizione
si ha che uy, converge alla trasformata f di Fourier—Plancherel di f. Si ha allora, per ogni ¢ € S(R),

/f(x)ap(x) dx = liin / ug(z)p(z) dx

Per il lemma di dualita si ha poi

Ti(e)p(e) da = [ Floyun(o) de

hm/ x)ug(x dm—/f Yo(x

T1(0) =157 = [ f@p(@)do = [ Flwyolo)do = T5(0)

ed e

da cui 'uguaglianza

ovvero j’; = Tf-

Valgono per la trasformazione di Fourier delle distribuzioni temperate le stesse formule che valgono
per la trasformata di Fourier delle funzioni, con il vantaggio che ora non ci si deve piu preoccupare
dell’appartenenza o meno ad L'(R) di derivate, di tf(t), eccetera. Pili precisamente si ha:

Proposizione 4.20. Sia T una distribuzione temperata. Allora

1. TV = i€T;

3. Se a € R allora @ = Taf;
4. Sea R allora 7,T = e~"7T.

Dimostrazione. Dimostriamo la formula (E“\’) = (z#)f

—

(T7),¢) = (T",3) = (T, — (2)') = (T, ~F ((—i#)p)) = (T (i#t)¢) = ((i#)T, ),

come si voleva. Le altre seguono allo stesso modo. O

Definizione. Ogni distribuzione temperata 7" ha un originale di Fourier, che & F 1T, definita da
(F7IT, ) = (T, F ).

Vale la formula di antitrasformazione, di immediata dimostrazione usando il fatto che la formula vale
per le funzioni a decrescenza rapida.

Proposizione 4.21. Sia T € S'(R). Allora F~Y(F(T))=T.
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ESEMPIO 4.30. Calcoliamo subito o:

@@zﬂ%ﬂzﬁ@zé@@fﬂﬁ:/wwﬁ:ﬂw%

R

La trasformata di Fourier della 6 di Dirac ¢ la costante 1. Inversamente la costante 1 si trasforma in
2md:

@@:@@:Amwﬁzéam@@:%wm

per la formula di inversione. Si ha anche
(0(a), @) = (0(a), @) = B(a) = [ p(t)e ™ dt = (e7# o),
R

che dice g(a\) = e~"#: le delta si trasformano in caratteri, inversamente i caratteri si trasformano in delta
e si ha ela# = 21§ (,).

ESERCIZIO 4.8. i) Si calcoli, usando le definizioni, la trasformata di Fourier e la derivata della distribuzione
oz —2).

ii) Si provi che T'(z) = (22 + 1)d(x — 2) & una distribuzione temperata e se ne calcoli la derivata (sugg:
cos’ ¢ (22 +1)d(z — 2))?.

iii) Si calcoli la trasformata di Fourier di 7.

Si ha rect’ = —d(1 /2y +9(_1/2), quindi la trasformata di Fourier di rect’ & —e~%/2 4 oi€/2 = 94 sin(£/2),
che ¢ infatti (i£/2) sinc(&/(27)).

EsEmPIO 4.31. Calcoliamo la trasformata di Fourier dello scalino di Heaviside H: esso ha § come derivata
distribuzionale; ne segue che si ha (si ricordi che se £S5 = 1 allora S ¢ della forma kd + v.p.(1/€)):

~ ~ ~ ~ 1
1=4i€H <= &H=1 dacui iH=kl+v.p.(l/#) H:cé—kgv.p.(l/#).

Per trovare la costante ¢ si_osservi che H + H = 1, dove H ¢ la simmetrizzata di H, e quindi che
Ig +H= 27d; inoltre I/N;T =H=c5— lv.p.(l/#), essendo v. p.(1/#) dispari; si ha quindi 2¢d = 270, e
cioe ¢ = 7. Si ha insomma !

H=né+ %V.p.(l/#).

~ 1
Alternativamente si poteva osservare che da H = ¢d 4+ = v.p.(1/#) si ricava che per ogni funzione test ¢
i
si ha )
[ Btz = cp0) + 3 vp 1))
R

in particolare, per ogni ¢ pari si ha

/Rﬂa(g) de = %/Rﬁ(&) d¢ = cp(0)

Utilizzando la formula di inversione si ha poi

/@@m=/@wmﬁz%wm
R R

e pertanto mp(0) = cp(0) per ogni funzione test ¢ pari, da cui ¢ = 7.
ESEMPIO 4.32. Imitando quanto fatto sopra per H, mostrare che sgn(§) = (2/4) v.p.(1/€).

ESEMPIO 4.33. Determinare la trasformata di Fourier di v.p.(1/t) in due modi diversi: i) utilizzando la
formula per la trasformata di sgnt, ii) utilizzando Pequazione tv.p.(1/t) = 1.

E spesso utile sapere a priori se la trasformata di una distribuzione ¢ una funzione; cio accade ad
esempio quando la distribuzione di partenza & una funzione sommabile o a quadrato sommabile: vediamolo
con degli esercizi.
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ESERCIZIO 4.9. Sia u(xz) = arctan(1/z), x # 0.

i) E vero che u € L*(R)? che u € L2(R)? Cos’¢ per definizione la trasformata di Fourier @ di u?

ii) Determinare la derivata v’ di w nel senso delle distribuzioni, determinare poi la trasformata di
Fourier di u/;

iii) Dedurre da ii) il valore di va(v);

iv) Dedurre il valore di %(v) (ricordare che se T' € D'(R) ¢ vT = 0 se e solo se T' = ¢ per qualche c e
chew € ... quindiu € ...... )

ESERCIZIO 4.10. Data la funzione

_ [ |sinz| per —w<z<m,
flo) = { 0 per |z]>m,

(i) si calcolino la derivata prima f’ e la derivata seconda f” di f nel senso delle distribuzioni;
(ii) esprimere f” in termini di f
(iii) mostrare che f & una funzione trasformabile alla Fourier; mediante ii) si calcoli la trasformata di
Fourier di f” (esprimendola in funzione di f) e se ne deduca il valore della funzione f ;
(iv) si provi che f & continua su tutto R e che f € L*(R);

(v) si deduca da f il valore dell'integrale

/+°° 1+ cos(ém)

R onle/ e

(vi) (facoltativo) si risponda alla domanda (i) relativamente alla funzione g(z) = | sin z|.

ESERCIZIO 4.11. Sia u(t) = sin [¢| = (sint)(sgnt).

(i) Mostrare che u € §'(R); determinarne la trasformata di Fourier 4. [Sugg. sgn = 2 v.p. %}

(ii) Provare che u soddisfa ad una equazione lineare del secondo ordine in D’'(R); dedurre il valore di
(1-¢)a
(iii) Verificare che effettivamente la trasformata di w trovata in (i) soddisfa alla relazione trovata in (ii).

La trasformata di Fourier si comporta bene con i limiti: & immediata la dimostrazione del risultato
che segue.

Proposizione 4.22. Sia (T},), una successione in S'(R) convergente a T € §'(R). Allora (T)))n converge
aT inS'(R).

4.15.1 Trasformata di Fourier di distribuzioni periodiche

Ad esempio, si potrebbe dimostrare che per d > 0 fissato, la serie

oo

Z Cn(s(nd) )

n=—oo

che rappresenta una distribuzione temperata non appena ¢, sia O4.(nP) per qualche reale p, ha per
trasformata di Fourier la distribuzione periodica di periodo 1/d

[eS) [eS)
E Cnefznd# _ E C_neznd#’

n=—oo n=—oo

che ha la successione c¢_,, come successione dei suoi coefficienti di Fourier in periodo 27 /d (prendendo
Pantitrasformata si troverebbe una distribuzione che ha i ¢, come coefficienti di Fourier). Ed inversa-
mente, una funzione periodica f localmente sommabile, di periodo 7 si puo scrivere (uguaglianza q.o.)
f) =520 7 ,..9, dove g(t) = f(t)rect(t/7), e pertanto si ha

o=3% e“”ﬂﬁa(&)a@)( 3 e“”ﬂﬁ);

n=—oo n—=—oo
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Si ponga d = 27 /7; si & dimostrato che (in D’(R); ma la stessa dimostrazione, con lievi modifiche, va bene
in §'(R)) siha 300 W/ dDé =qg$> (na)(§); inoltre si ha g € C*°(R) (g ¢ a supporto compatto),
e g ¢ infinitesima all’infinito; ha senso quindi fare il prodotto di § con una distribuzione temperata; si
ottiene

FO =dg€) Y Sumay(©) = > di(nd)da)(S),

n=-—oo n=—oo

infine si osserva che si ha (1/7)g(nd) = fT/2

/2 ft)e= T/t gt )1 = ¢, (f). Si e trovato:

. Se f € L., la sua trasformata di Fourier nel senso delle distribuzioni temperate & la distribuzione a
supporto discreto

NE

f=

n

C7L(f)6n(27r/7')7

— 00

formata da masse concentrate nei punti n27w /7, di valore pari ai coefficienti di Fourier di f.

Antitrasformando si trova, nel senso delle distribuzioni:

[ee)

f(t)z Z cn(f)€27ri(n/r)t;

n=—oo

ciog, ogni funzione di L! & somma della sua serie di Fourier, nel senso delle distribuzioni.

EseMPIO 4.34. Sia T € S’(R) periodica di periodo a > 0, cio¢ tale che 7_,T = T. Trasformando alla
Fourier ambo i termini dell’uguaglianza si ha

T =T

ovvero o
(1—e“$T =0.

. 2
Gli zeri di 1 — €% sono & = k=" al variare di k € Z e pertanto, in D'(R), si ha
a

= 27
.7:(T) = Z Ck(skw W = ;
k=—o00

per qualche (¢;); in C. Si pud dimostrare che la serie precedente converge anche in §’'(R). Ricordando

che F(ett“t) = 274}, si ha allora
+oo

_ Ck  ikwt
T = Z %e

k=—o0

ritrovando cosi parte di quanto e stato detto sopra.

4.16 Trasformata di Laplace nelle distribuzioni

Se per una distribuzione temperata 7' si ha Supp(T’) C [0, +oo[ (T' € D/, (R)), allora per ogni s € C con
Res > 0 & univocamente definito T'(e™*") = [;° T(t)e~!dt. Infatti, la funzione ¢ + e~*' certamente
non ¢ a decrescenza rapida, neanche se Res > 0, dato che per ¢ — —o0 non ¢ infinitesima. Tuttavia,
sul supporto Ry di T essa ¢ a decrescenza rapida e possiamo moltiplicarla per una funzione v che sia
C®°, che sia identicamente 1 su un intorno di [0,4o00[, e che tenda a zero a —oo in modo da rendere
il prodotto a decrescenza rapida; ad esempio, si puo prendere una funzione C*° che sia identicamente
1 su [—&,+00[, e che sia nulla su | — 0o, —2¢]. 1l valore T(ve™*!) non dipende da v; se w & un’altra
funzione C* che ¢ identicamente 1 su un intorno di [0, 40| e tale che w(t)e™*' sia a decrescenza rapida,
si ha T(we™*) = T(ve*') dato che (w — v)e*' & nullo su un aperto contenente [0,+o0|, e quindi
T((w—v)e *t) = 0. Si puo poi verificare che la funzione

AT(s) = T(v(t)e™®") & olomorfa in {s € C: Res > 0}.
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Definizione. Una distribuzione T € D', (R) si dice trasformabile secondo Laplace se esiste sy € C tale

che e™%9!'T sia temperata. Lo spazio delle distribuzioni trasformabili secondo Laplace ¢ indicato con
D (R).

Per quanto prima visto & immediato che se e™*°!T" & temperata, resta definita una funzione olomorfa
per Re s > Re sy dalla formula:

AT (s) = e *o'T(v(t)e” 520y,

dove v ¢ una funzione C*° che vale identicamente 1 su [—&,+oo[, ed ¢ nulla su | — 0o, —2¢]. Inoltre il
valore del secondo membro dell’'uguaglianza precedente non dipende dalla scelta di sy e di v con quelle
proprietd. L’estremo inferiore degli a € R tali che e T sia temperata & 'ascissa di convergenza p(T)
della trasformata di Laplace della distribuzione T

ESEMPIO 4.35. Se al solito 6(¢) indica la delta di Dirac concentrata in ¢t = 0, la distribuzione e™*!§(t)
¢ temperata per ogni s; si ha chiaramente (con v come sopra) Ad(s) = d(v(t)e ) = (v(t)e )= = 1.
Similmente, e~**§(¥)(t) & temperata per ogni s € C e si ha

A§H) () = 6® (v(t)e™") = 5((=1)" Dy (v(t)e™")) = ((=1)* (=) v(t)e " )1=o = 5"
In generale:

Proposizione 4.23. Se la distribuzione T é L—trasformabile, anche la sua derivata lo e, e si ha, se
Res > p(T)

AT’ (s) = sAT(s).
Dimostrazione. Si ha, dalle definizioni di AT” e di T”, per Res > p(T):
AT'(5) = T'(v(t)e ") = T(—=D(t)e ")) = T'(v(t)se ) — T(v'(t)e ") = sAT(s)
dato che v = 0 su un intorno di [0, +o0]. O

OSSERVAZIONE 21. Si ricordera che in generale una funzione puo essere assolutamente L—trasformabile
e di classe O, o addirittura C°°, senza che la sua derivata sia assolutamente L—trasformabile, come

ad esempio f(t) = H(t)sin (etQ*l/tQ)7 che ha ascissa di convergenza assoluta nulla, e la cui derivata

non & assolutamente L—trasformabile. La trasformata della derivata & comunque esistente nel senso
delle distribuzioni, e coincide (in questo caso) con la trasformata classica, a condizione di accontentarsi
(in questo caso) di convergenze semplici, non assolute; si ha in particolare Af’(s) = sAf(s); la cosa si
riconosce subito integrando per parti. In generale comunque si ha p(T¢) < p(f), se f € L (Ry) ¢
assolutamente L—trasformabile.

OSSERVAZIONE 22. Nel caso di una funzione f a supporto in [0, +00[, continua e C! a tratti su [0, +-o00[ con
derivata trasformabile alla Laplace, si € visto che la derivata distribuzionale di T & T' Jﬁ =Ty + f(01)6;
applicando il risultato precedente si ottiene

sATy(s) = ATj(s) = A(Ty) + £(07) = A(f') + £(0T),

in accordo con quanto trovato precedentemente nel caso di funzioni Laplace trasformabili.

EsERrcizio 4.12. Sia
t? +1setel0,2]
f@t)= {

0 altrimenti.

i) Determinare le derivate prime, seconde e terze di f nel senso delle distribuzioni (semplificare le
espressioni osservando che t0.(t) = ...);

ii) Determinare la trasformata di Laplace della distribuzione f";

iii) Calcolare, usando ii), la trasformata £(f) di Laplace di f; dire se si tratta di una funzione olomorfa
su C e se tale risultato si poteva prevedere senza fare calcoli.
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4.16.1 Immagini di Laplace

Per quanto appena visto, ogni funzione polinomiale ha un originale di Laplace che & una distribuzione:

m m
A (Z akd(k)> = Zakské
k=0 k=0
Si puo dimostrare che vale il seguente

Teorema 4.24. Sia F : Q — C olomorfa in un aperto Q di C contenente un semipiano destro {s € C :
Res > ¢}, per qualche ¢ € R; F ¢ immagine di Laplace di una distribuzione T € D} se e solo se esistono
meN, A>0,b> c tali che sia

|F(s)| < Als|™ per Res>b.

Dimostrazione. La omettiamo: in ogni caso la sufficienza sarebbe facile (se m & come nell’enunciato il
teorema di inversione mostra che F(s)/s™*? & trasformata di Laplace di una funzione continua f col
supporto contenuto in [0, +oo[, e quindi F & la trasformata di Laplace della derivata distribuzionale di
ordine m + 2 di tale f). La necessita ¢ un poco piu ardua. O

4.16.2 Traslazione

Vale ancora il teorema sulla trasformata della traslata in avanti: se T € D}, ed a > 0, si ha, per
Res > p(T)
AT, T(s) = e **AT(s),

come ¢ facile vedere (per definizione di traslata, 7,7 opera su e~ 5t come T opera su 7_,(v(t)e 5) =

v(t + a)e 5+ = e=say(t)e=5t, e T(e > (t)e ) = e T (v(t)e~*!) = e **AT(s). Si osservi che si ha

— p,—as, (k) _ k_—as
Aoy = e % A5(a) =s"e” %,

4.16.3 Convoluzione in D’ (R)

Dedichiamo un rapido cenno, senza nessuna dimostrazione, alla convoluzione tra distribuzioni col supporto
in [0, 4-o00[ il cui spazio ¢ indicato con D/, (R).

e Tra distribuzioni di D', la convoluzione ¢ sempre definita, ¢ associativa e commutativa. Inoltre, se
T,S € D!, sono entrambe non nulle, allora S * T" appartiene a D’, e non ¢ nulla.

e Se S,T € D! sono entrambe L—trasformabili, si ha A(T x S)(s) = AT(s)AS(s) per Res >
max{p(T), p(S)}; infatti

(T # S)(e™t) = Ty(Sy (e D)) = Ty(e %0 S (e™)) = Th(e *?AS(s)) = AT(s)AS(s).

e Si puo provare che se S & una funzione a supporto in [0,4o00[ allora T % S & la funzione definita

TxS(xz)= /T(y)S(w —y)dy.

Si noti come ’algebra di convoluzione D', abbia elemento neutro, §. Se un 7' € D’ ha un’inversa di
convoluzione in D/, una S € D/, tale che T x S = ¢, allora tale inversa ¢ unica: se infatti ¢ 7' % S =
TxS; = §, convolvendo a sinistra con S si ha S* (T *S) = S (T xS1) = Sxd = S; per associativita si ha
(S*xT)+xS=(S+«T)*S1; maS«T =TS =94, equindi § xS = § * S, che significa S = S; (si pud anche
usare I’assenza di zero—divisori per concludere che T+S =T S; < T*(S—51) =0 < S-S5, =0).
Cercare 'inversa di convoluzione di (™) + a,,, 1™ 1) + ... + a1’ + agd equivale a cercare la risolvente
dell’equazione differenziale y("™) + a,,_1y™= Y + ... a1y + agy = 6.

EseEMPIO 4.36. Cerchiamo l'inversa in D/, di §” +4; cerchiamo quindi £ € D/, tale che sia (6" +0)*xE = 0,
equivalentemente E” + E = §. Ammettiamo di poter trasformare alla Laplace; si ottiene (s 4+ 1)AE(s) =
1, da cui AE(s) = 1/(1 + s?), vera se e solo se E(t) = sintH (t).
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4.17 Equazioni lineari in D'(R)

Definizione. Siano ay, ..., a,—1 numeri complessi. Sia b € D'(R). Una soluzione di
u™ + apu™ 4t + agu = b(t)

in D'(R) & una distribuzione u che soddisfa ’equazione precedente.

EsemPIO 4.37. Sia b € L (R}) continua a tratti, u : [0, +oo[— C la soluzione dell’equazione lineare a
coefficienti costanti

u™ + ap_1u™Y 4o a4 agu = b(t)
con condizioni iniziali u(0%) = ag,u'(07) = a1,...,u" " D(0%) = a,_;. Allora l'estensione triviale
w=udiuaR (w=wusul0,4+oo[ew=0su]—o0,0[) &una soluzione in D'(R) a supporto in [0, +00[
dell’equazione

n k
u™ + a4, 1w 4o a4 agu = b(t) + Z ag Z aj_169)
k=1 j=1

In generale una equazione in D’(R) non ha una soluzione unica. Ad esempio I'equazione v’ = § ha
come soluzioni le funzioni H 4 ¢ con c¢ costante complessa. Vale pero un risultato di unicita nell’ambito
delle distribuzioni L-trasformabili.

Teorema 4.25. Data una distribuzione L-trasformabile b esiste una unica distribuzione L-trasformabile
che soddisfa

y(n) + an_ly(n—l) + 4 apgy = b(t)
Si tratta dell’unica distribuzione L-trasformabile u tale che

Ab(s)

A = .
u(s) s+ ap_18" 1+ ... +a1s+ag

Dimostrazione. E sufficiente osservare che una tale distribuzione esiste per il Teorema 3.16 dato che,

Ab
essendo |Ab(s)| < Als™| per Res > A, si ha | fg | < (A+1)]s™ ™| per Res
S+ an,_ 18"+ ... +a1s+ag
sufficientemente grande. O

E utile sapere che

Proposizione 4.26. Le soluzioni distribuzionali (in D'(R)) dell’equazione a coefficienti costanti
Yyt oy -+ ary’ + agy =0
coincidono (anche localmente), con le soluzioni classiche.

Omettiamo la dimostrazione, osservando solo che essa si puo ottenere abbastanza facilmente per
induzione su m.

Per m = 1: se a,b € C*(R,C), e T € D'(R) ¢ tale che sia T' 4+ aT = b, si moltiplicano ambo i membri per
e*® dove A & una primitiva di a, A’(t) = a(t) per ogni t € R; il primo membro ¢ allora la derivata di AT, e
quindi e*®T(t) = B(t), dove B & una primitiva di b(t)e“™®; ne segue T'(t) = e~ 2 B(t). Quindi la cosa & vera
per m = 1 (anche se i coefficienti sono funzioni C*° non necessariamente costanti). L’induzione si fa fattorizzando
Poperatore differenziale D™ + a1 D™ ' 4 -+ + a1 D + ao.

4.17.1 Condizioni iniziali e funzioni impulsive

Facciamo un esempio di un sistema meccanico per capire la problematica in questione. Si ha un punto
materiale di massa m libero di muoversi su una guida orizzontale liscia (I’ascissa si chiama y), con una
forza elastica di richiamo verso 'origine. La legge del moto insomma ¢

my = —ky + F(¢),
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dove F(t) & la componente lungo I’asse della forza attiva agente sul punto (sollecitazione esterna). Sup-
poniamo ora di voler comprendere come sia la risposta del sistema ad una martellata data nella direzione
dell’asse all’istante 0. Come simuliamo una martellata, che fornisca un impulso assegnato di intensita
APy = FyAty? Un’idea puo essere quella di studiare la risposta del sistema ad una sollecitazione che
vale costantemente (APy)/e per un tempo €, e poi cessa, e far tendere € a 0%. L’equazione differenziale
& quindi (supponiamo y(0) = 0, ma ¢(0) = vy non necessariamente nullo):

. AP .
mij + ky = ?0 Xp,e () y(0)=0,50)=vy  t>0.
Dividendo per m si ricava
§ 4w’y = SX[O’E] con condizioni iniziali y(0) =0, y(0) = vy. ()

avendo posto w = \/k/m e v = APy/m; si noti che w ha le dimensioni di un reciproco di un tempo, v di
una velocita; € & un tempo. Risolviamo (k) trasformando alla Laplace; si ottiene

9 9 vl—e %8 v 1—e%° Vo
A — A =-——- = A = - .
s°Ay(s) —vo +wAy(s) E B y(s) € 5(s2 + w?) + $2 + w2
Per antitrasformare scriviamo
1 1 w? - 1w2+527527 1 /1 s
s(s2+w?)  w?s(s24+w?)  w? s(s2+w?)  wll\s s2+w?)’

di modo che si ha (chiamiamo y. la soluzione, visto che dipende da ¢):

ye(t) = é ((1 — cos(wt))H(t) — (1 — cos(w(t —€))H(t —€)) + %0 sin(wt)H (t).
Questa ¢ la risposta ad una forza costante di intensitd APy/e = Fy(Atg/e), applicata per un tempo &
a partire dall’istante 0. La funzione limite di tale funzione per ¢ — 0T dovrebbe essere la risposta del
sistema ad una martellata che fornisce istantaneamente 'impulso AP, al sistema.
Cerchiamo il limite; il termine (vo/w) sin(wt)H (t) non dipende da e: si ha per gli altri termini, diciamoli uc(¢):
us(t) = 0 per t < 0, mentre &

1-— t
us(t) :EM perOStSa
w we
w(t) = v cos(w(t — ¢€)) — cos(wt) per t > e.
w we

Se ¢ ¢ tale che we < 7/2 si ha
0 <1—cos(wt) < 1—cos(we) < (we)?/2 per 0<t<e,

per cui si ha
Y= (t) = [y ()| < (v/w)(we)/2 0<t<e,

ed il primo pezzo di funzione tende uniformemente a 0 per € — 0%. Per il secondo si ha

cos(w(t —€)) — cos(wt) _ cos(wt) cos(we) + sin(wt) sin(we) — cos(wt)

we we
— cos(wt)(1 — cos(we)) + sin(wt) sin(we)
we B
— cos(wt)LS(wE) + sin(wt) (M — 1> + sin(wt),
we we
di modo che si ha, per t > e:
ue(t) — v sin(wt)’ < v (\ — Cos(wt)\l_Ls(wg) + | sin(wt)| sin(we) _ 1’) <
w w we we

S5
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Da quanto sopra fatto risulta che la funzione y. converge, per ¢ — 07, uniformemente su tutto R alla

funzione:
U+ Vo

y(t) = sin(wt)H ().

Tale funzione ¢ continua anche in ¢t = 0, ma la sua derivata, che & nulla per ¢t < 0, e pari a (v+v) cos(wt)
per t > 0, tende a v + vg per t — 0T, ed ha quindi un salto pari a v + vg in ¢t = 0, e differisce di v dalla
velocita che il punto materiale aveva in ¢ = 0 immediatamente prima della martellata. Si noti che per
t > 0 la funzione trovata & soluzione dell’omogenea associata §j + w?y = 0, esattamente quella soluzione
dell’omogenea associata corrispondente alle condizioni iniziali y(07) = 0, ¢/ (0") = vg + v. L'effetto della
martellata & quindi equivalente al supporre che il sistema, pur restando nella posizione y(0) = 0, abbia
acquisito una quantita di moto extra mv = AP, pari all’impulso fornito dalla martellata , ovvero una
velocita iniziale (in aggiunta a quella vy gia esistente) v = APy/m pari a tale impulso, diviso per la massa
del punto materiale.

Ci piacerebbe poter attribuire tale comportamente ad un termine forzante esterno, poter cioe scrivere
i+ w?y = f(t), con f: R — R a supporto in [0, +o0], tale che con condizioni iniziali nulle la soluzione
sia (v/w)sin(wt) per ¢ > 0. Trasformando alla Laplace si ha come al solito

Ay(s) = 57
52 +w?’
e la funzione a secondo membro si antitrasforma in (v/w) sin(wt)H(t) se e solo se Af(s) = v. Ma nessuna
funzione ha come trasformata di Laplace una costante non nulla: le trasformate delle funzioni tendono
a 0 per Res — 4o00. Un’altra considerazione da fare ¢ che la soluzione trovata ¢ nulla per ¢t < 0, e per
t > 0 & soluzione dell’omogenea associata 4j + w?y = 0; il termine forzante ipotizzato pud quindi essere
non nullo solo per ¢ = 0!
Si osservi invece che la convergenza uniforme di y. a y implica la convergenza di y. a y in L
in distribuzione a y. Ora, in D’(R) si ha

1

loc € quindi

T=ob T =yl

da cui v
y! + w?y. = vd + it

in D'(R). Ora, per e — 0 si ha
Ye =Y, Y. =y eXjoe — 0

in D'(R); di conseguenza y ¢ soluzione di
y' +w’y = (vo +v)d

in D'(R).

Chiaramente € oneroso ripetere il procedimento precedente per ogni singola equazione differenziale:
come calcolare ad esempio la risposta ad una martellata per il sistema precedente con aggiunta una re-
sistenza di tipo viscoso, mj = —ky — py + F(t)? occorre rifare tutto il procedimento di limite fatto? E
senz’altro meglio sviluppare una teoria che consenta di trattare tutti questi problemi in modo ragione-
volmente unitario. Questa e una delle principali ragioni che hanno condotto ad allargare I'insieme degli
oggetti matematici usati dalle funzioni alle funzioni generalizzate, o distribuzioni.

4.17.2 Equazioni in D'(R) con “dati iniziali”

Nella pratica si utilizzano spesso equazioni distribuzionali con dati iniziali. Esse fungono Fisica e
Ingegneria da modello per la descrizione dell’evoluzione di sistemi a seguito di fenomeni impulsivi.

Definizione (Equazione differenziale in D} (R) con condizioni iniziali). Se & assegnata un’equazione
lineare
Y™ +anay" Y 4t agy = b,

dove il termine noto b & una distribuzione di D (R), la sua soluzione in D7 (R) con “condizioni iniziali”

y(O) = QQ,..., y(n—l)(o) = Qp—1,
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¢ la distribuzione u € D} (R) definita da v = S + ¢ H dove S € D) (R) & l'unica distribuzione L-
trasformabile soluzione di
y(”) + an_ly("*l) + i tagy = b(t)’

e ¢ ¢ la soluzione dell’omogenea associata
y(") + an71y(n_1) + .4+ agy = 07

soddisfacente a
()0(0) = Qp, ..., w(nil)(o) = On-—1.

E immediato dimostrare che il problema precedente ha esistenza e unicita nell’ambito delle distribu-
zioni L-trasformabili.

OSSERVAZIONE 23. Applicando la trasformata di Laplace (in D} (R)) , da
S(n) + an—ls(n_l) + o+ CLOS = b(t)

si deduce
(5" + ano1s™ " 4+ a0)A(S)(s) = A(B)(s)

mentre, usando la trasformata classica, si trova al solito

<Za]5J>Agp zn:a <§aj_1skj) (an =1).

k=1
Pertanto la soluzione y = S + @H del problema soddisfa a

n

(ZQJSJ)Ay => a (lea] 15* )+Ab()

k=1

si tratta, formalmente, della stessa equazione trovata nella sezione (3.15) per trovare le soluzioni dell’e-
quazione differenziale nel caso in cui b & una funzione continua a tratti a supporto in [0, +-00[.

OSSERVAZIONE 24. La definizione precedente ¢ doverosa: non ha nessun senso infatti calcolare il valore
di una distribuzione in un punto! Si osservi peraltro che la soluzione di un’equazione del tipo illustrato
sopra ¢ in generale una distribuzione che non soddisfa I’equazione 3™ +a, _1y™ Y +- - -4 agy = b; se poi
anche la soluzione ¢ una funzione, essa in generale non soddisfa i dati iniziali. Ad esempio la soluzione in
D) (R) di y' +y = ¢ con “dato iniziale” y(0) = 1 &, come si vede subito usando la trasformata di Laplace,
la funzione 2e~*H (t) che in 0 vale 2 e che soddisfa, come distribuzione su R, all’equazione y’ + y = 2.

Si dimostra che una soluzione siffatta esiste sempre, e che essa ¢ unica.

Teorema 4.27. Data una distribuzione L-trasformabile b esiste una unica distribuzione L-trasformabile
u che soddisfa
y™ + a1y + -+ agy =b,

con “condizions iniziali”
y(()) = g, - .- ay(n_l)(o) = 0n—-1,

Per determinare la distribuzione u di cui alla precedente definizione usando le trasformate di Laplace
si segue quindi la procedura seguente: si trasforma la funzione incognita y come se fosse una funzione di
classe C™ su [0, +o00[ soddisfacente alle condizioni iniziali date, si scrive cioe¢ (a, = 1)

n

(Za]sJ>Ay => ax (;a] 15* >+Ab()

k=1

si ottiene poi come soluzione una distribuzione u(t) € D}, che anche quando é una funzione di classe
C"™ ([0, +00) in generale non soddisfa alle condizioni iniziali assegnate; si ha cioe in generale, anche quan-
do la cosa ha senso, lim;_, ¢+ u(j)(t) # oy; anzi questo quasi certamente accade quando la distribuzione
b(t) ha fra i suoi termini qualche distribuzione con supporto {0}, in special modo ¢ e/o le sue derivate; le
funzioni impulsive possono introdurre discontinuita nelle derivate della soluzione e nella soluzione stessa.
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Si e visto questo fatto nel sistema meccanico prima descritto; 'effetto di una martellata equivale ad
un salto della velocita iniziale. Come prima osservato, risolvere questo problema equivale a cercare le
distribuzioni u € D}, tali che sia

n k
u™ 4 ap u™ D £+ aou = b(t) + Zak(zajﬁ(’“_j)(t))
k=1 j=1

infatti u = S + pH, dove S € D/ (R) & soluzione di u(™ + an_lu("_%) + - 4 aopu =b(t), e p € C*(R),
soluzione dell’equazione omogenea associata con condizioni iniziali 37) (0) = oj,j=0,...,n—1, & quindi
tale che pH ¢ la soluzione di

n

k
u™ + an_lu(n—l) + - 4 agu = Z a ( Z aj_15(k_j)(t))-
j=1

k=1

Quando si risolve un problema con la trasformazione di Laplace si suppone che tutte le funzioni siano
nulle per ¢t < 0, la storia passata del sistema viene azzerata; ma le condizioni iniziali non possono essere
ignorate; se ne puo tener conto con la § e le sue derivate. Il loro significato non & pero piu a rigore quello
di condizioni iniziali, ma di condizioni subito prima dell’intervento delle funzioni impulsive.

EseMPIO 4.38. Riprendiamo il circuito RC' considerato nell’esempio 11 del fascicolo (Laplace). Suppo-
nendo u(0) = 0, vediamo la risposta del circuito ad un impulso ideale unitario all’istante t = a > 0: in
altre parole cerchiamo per ¢ > 0 la soluzione nulla in ¢ = 0 dell’equazione

Tu'(t) + u(t) = 6(t — a).

Trasformando alla Laplace si ha

e—G.S 1 e—as

TSAU,(S) —|— AU(S) = e_as da Cui AU(S) = m = Tm,

di antitrasformata immediata
—(t—a)/T

T

¢ H(t - a).

u(s) = rale Y TH() =
Quindi: il condensatore si carica all’istante ¢ = a, e poi si scarica con andamento esponenziale. Nell’e-
sempio 11 si & visto che la risposta a 6(t), impulso all’istante ¢ = 0, ¢ il limite delle risposte di impulsi
rettangolari di durata a (tra 0 ed a) ed intensita 1/a, al tendere di a a 0F. Qual’® la risposta ad un treno
di impulsi agli istanti 0, a, 2a, 3a, . ..?7 dobbiamo risolvere ’equazione

Tu'(t) +u(t) = i 5(t — na) t>0; u(0T) =0.
n=0

Trasformando si ha

- —nas __ 1 : — 1/T
TsAu(s) + Au(s) = nz:%e =—— dacui Au(s)= (1/T + s)(1 — e—%)’

1—eas

La funzione Au ha un polo del primo ordine in s = —1/T'; si ha, per la parte singolare in tale polo

Res(Au, —1/T)  1/(T(1 — /7)) da cu
s+1T s+ 1)T a e

1/(T(1—e¥/T) 1 1 ea/T 1 4 ¢—as
Au(s) s+1/T - T(1 - ea/T) (s + 1/T)(1 — e—as)’ che porge

_ 1 1 (= — e *CVD) /(s = (=1/T))
Auls) = T = ey (s T " T >
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Ricordando ora la formula per la trasformata di una funzione periodica, cerchiamo 'antitrasformata di
(e=® —e~o(=1/T)) /(s — (=1/T)), ottenendo

_ e—as _ e—a(—l/T) B " _
A 1( s—(-1/T) )ZT“ (7T H () — /T TH(r) =

e COT(H(t —a) — H(t) = —e~ " Txpg 4.
Questa ¢ una funzione con il supporto [0, a]; ne segue che Au(s) ¢ trasformata della funzione

et e—(t—na)/T e_t/T I
= X val(t) = e H (1),
u( ) . T(ea/T — 1)X[ ,(n+1) [( ) T(ea/T — 1) ( )

n=

La prima funzione ¢ periodica di periodo a.
1 1

ESEMPIO 4.39. (a) Determinare le funzioni f e g tali che Af(s) = m,Ag(s) = Gragid

Dire poi quali sono le ascisse di convergenza di f e di g.

(b) Determinare la soluzione L-trasformabile dell’equazione y” — 6y’ + 13y = §

(c¢) Usando (a) trovare loriginale di Fourier di (€ € R) e poi quello di

1
(i€+3)2+4°
1 B 1
(i€ —3)2+4  (i&)2 —6i¢ + 13’

(€R)

(Sugg: attenzione alle ascisse di convergenza di f e di g; confrontare con il risultato ottenuto
nell’Esercizio 1, per chi lo ha fatto!)

(d) Dedurre poi qual ¢ la soluzione temperata di y” — 6y’ + 13y = 4§, y € S'(R).

Risoluzione. (a) Essendo

1 1 1
= = 13A(=sin2tH (¢
(s—3)2+4 “s2+a (3 sin2eH(?))
si ha 1 )
f(t) = A_l m = EeBt sin QtH(t)
con ascissa di convergenza 3; analogamente
U 1ty
g(t)=A e > sin2tH (t)

(s+3)2+4 2

con ascissa di convergenza —3. Applicando la trasformata di Laplace ad ambo i termini dell’equazione

differenziale si trova
(s — 65+ 13)Ay(s) = 1
1

ed essendo s? — 6s + 13 = (s — 3)? + 4 si ha y(t) = f(t) = 3¢ sin 2tH (t).
(c) Dato che Rei€ =0 > —3 si ha

1

g(§) = Ag(i§) = GE+37+4

o~

Non si puo invece scrivere che f(§) = Af(i€) dato che i£ non appartiene al dominio di convergenza
assoluta di f; si osservi tuttavia che dalla formula per la trasformata di g si ricava che

1

g(=¢) = Ge—3)7+4

ed essendo §(—¢) = (&) (G(t) = g(—t) si ricava che §(t) = 163 sin—2tH(—t) = —4e3' sin2tH (—t) &

loriginale di Fourier di in accordo con quanto trovato nell’Esercizio 1. Ragionando come

1
(i€ —3)2+4’
sopra, applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione differenziale proposta in
(d), si trova che questa ¢ 'unica soluzione temperata dell’equazione data. O
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4.18 Esercizi ricapitolativi

ESERCIZIO 4.13. Sia b(t) = 0 per t < 0, b(t) =t per t € [0,T], b(t) = T per t > T; T & una costante,
T > 0.

(i) Trovare la trasformata di Laplace di b, precisandone ’ascissa di convergenza assoluta.
(ii) Descrivere le derivate distribuzionali prime e seconde di b, e trovarne le trasformate di Laplace.
(iii) Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale
y' +wy=0b(t)—-TH(t—-T)
che siano distribuzioni di D, .

Risoluzione. (i) Se Res > 0 l'integrale di Laplace converge:

+oo T 0
/ b(t)e *t dt:/ te st dt+/ Te s dt =
0 0 T

_ gt t=T T et t=+o0
) a2
—Sli=0 S Jo =S le=r
675T 1— efsT efsT 1— 678T
-T + 2 +T - 2
S S S S

Se Res < 0 l'integrale non converge perché l'integrando si mantiene lontano da zero in un intorno di

infinito. Si ha insomma
1—eT
Ab(s) = —a Res > 0.
OSSERVAZIONE 25. Volendo evitare le integrazioni si pud procedere nel modo seguente: si scrive b(t) =
tx[0,71(t) + Trr H(t); si ricorda facilmente che & Axpor1(s) = A(H — 70 H)(s) = 1/s —e™*T /s, da cui

d (1—e T —sTe T 4 (1 — 5T
A(txp.m)(s) = s ( 5 > = 52( );

—sTe T + (1 —eT)  Te 5T 1 —e=5T
2 + = 2

Ab(s) =

S S S

I’ascissa di convergenza assoluta e poi chiaramente nulla.

(ii) La funzione b & continua e C! a tratti; la sua derivata distribuzionale coincide con la ordinaria ed
¢ pertanto
B(t)=0 per t<0, t>T; V({t)=1 per 0<t<T.

Insomma b’ ¢ la funzione caratteristica di ]0, 7] ed ha quindi trasformata di Laplace

AV (s) = /T e Tdt =
0

si noti che per Res > 0 si ha Ab/(s) = sAb(s). La derivata seconda distribuzionale di b, essendo b’
funzione C! a tratti, & b = § — §(7. La trasformata di Laplace di b” & Ab”(s) =1 —e™*T.
(iii) Si ha, trasformando alla Laplace ambo i membri (al solito si ammette che cio sia possibile)

l_esT

S

s € C;

1— efsT efsT 1— efsT _ STefsT
2 2 _ : —
s*Ay(s) + w Ay(s) = R T . da cui Ay(s) = 27 w7

Decomponiamo in frazioni semplici (forma reale)

1 1Pt s 1)w? 1/w? s 1Pt 1/w? s/w?
s2(s2 +w?)  w? s2(s2+w?) 82 24+ w2’ s2(s2+w?)  w? s(s24w?) s §2 4+ w?’
Ne segue

1—e T — sTe™sT 1 T 1 + sT
= — € =
$2(s% 4+ w?) $2(s% 4+ w?) $2(s2 4+ w?)  s2(s?2 4 w?)
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1/w? 1jw* o—sT <l/w2 R N T/w? s(T/wz))

52 52 + w2 52 52 4+ w? S 52 4+ w?

In tale forma I'antitrasformata e facile; si ha

y(t) = (t B sin(wt)) H) (tT _sin(w(t —T)) + r %cos(w(t —T))) H(t—T).

w? w3 w? w3 w?

EsERcIzIO 4.14. Trovare in R le soluzioni dell’equazione
y' 42y + 2y = 0(t — ),
con condizioni iniziali y(0) = 0,%'(0) = 0.

Risoluzione. Banalmente la soluzione & nulla in | — 0o, 0], dove 1’equazione si riduce a y” + 2y’ +2y =0
(anzi, cio & vero anche in | — oo, 7[) e le condizioni iniziali nulle impongono allora che in tale intervallo la
soluzione sia nulla. Per ¢ > 0, ammesso che si possa trasformare alla Laplace si ottiene

—TS —TSs

(& e

2 __ ,— TS 3 — — .
s°Ay(s) + 2sAy(s) + 2Ay(s) = e dacui Ay(s) = 12572 GrIETl

I’antitrasformata ¢ immediata e porge

y(t) = o(e tsintH(t)) = e~ sin(t — 7)H(t — 7).

Figura 4.3: La funzione y(t) = e=~™ sin(t — 7)H(t — 7).

Tale ¢ ad esempio la risposta di un circuito LC'R, con convenienti L, C, R che all’istante 7 ha ricevuto
un impulso unitario. Il grafico ¢ come in figura (in realt4 si & preso e~ (*=™/% anziché e~(*~™) per mostrare
pitd oscillazioni).

Esercizio 4.15. Trovare, nella semiretta [0, +00[, le soluzioni delle equazioni indicate

y' +dy =6(t—m) —o(t — 2m); y(0) =0; ¥'(0) =0
y'+2y +y=0t)+ H(t-2m);  y(0)=0;4'(0)=1
Y —y=26(t—1); y(0) =1; 4'(0) =0
y" +2y + 3y =sint + 6(t — 7); y(0)=0; 4'(0) =1
Y+ wly =6t —m/w); y(0) =1; 4'(0) =0
y' +y=06(t—m)cost; y(0)=0; 4/ (0) =1

Esercizio 4.16. (i) Scrivere l'originale di 1/(y/s(s — 1)) (non & esprimibile con funzioni elementari,
ma come funzione integrale di funzioni elementari).
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(if) Dedurne l'originale di Laplace di

(iii) Risolvere I’equazione di convoluzione

/

w k' = (uxu) w(0T) =1 (t>0).

(R: (i) H(t)e' /0 t f/;% d0; (i) H(t)e' (1 - /0 t \8/;9 de); (i) come (ii).

EsERCIZIO 4.17. Ricordando che &, per ogni z € C,

1 1 ezzt
To(z) = ;/_1 S

calcolare, in termini di Jp, la trasformata di Fourier della funzione f(t) = arcsint per [t| < 1, f(t) =0
per [t| > 1. Sapreste dire se Jy appartiene o meno ad L?(R)? e ad L}(R)?

Risoluzione. La derivata distribuzionale di f &

s xj—117(t) 7
510 = =58 + 2~ 50

trasformando alla Fourier si ha allora

e e %
FI(©) = —m5 +mdo(§) -7

= —mcos(&) + mwJo(£),

e da Ff'(§) = (i§)F (&) si ottiene

(si noti che £ = 0 & una singolarita eliminabile: sia cos che Jy valgono 1 in 0; la funzione trovata &
olomorfa intera, come deve essere dato che loriginale ¢ a supporto compatto). O

ESERCIZIO 4.18. Cercare Doriginale di Fourier f di F(€) = cos(¢)e=¢'/2 Pensando che esso ¢ una
convoluzione di . ..

Risoluzione. E una convoluzione di \/%efﬁm, originale di Fourier di 6762/27 con l'originale di Fourier di
cos(§) = (e +e7%)/2, che & (§(_1)+0(1))/2; convolvere con §,) equivale a traslare di a, quindi I'originale

e
]_ ef(t+1)2 + 67(t71)2

V2 2

ft) =

ESERcCIZIO 4.19. Si calcoli la trasformata di Fourier di

¢ df
f(t):[mm,

precisando in che senso vada intesa (sugg.: interpretare f come convoluzione).

Risoluzione. La funzione & la convoluzione dello scalino di Heaviside con la lorentziana g(t) = 1/(1 +t2):

t

wazéwawmwa/gww;

— 00
ne segue che &

67‘5‘

FO) = HOme ¥l = 7 (7r5 + :V.p.(l/f)> e 1€ = 726 4+ 1 — v.p.(1/€).

7
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La trasformata non puo che essere intesa nel senso delle distribuzioni temperate: la funzione f non sta
né in L}(R), né in L%(R). Si pud anche procedere come segue (& sostanzialmente la stessa cosa): si ha
ft) = fi)oo dt/(1+t%)+ fot dt/(1+1?) = /2 +arctant; la derivata di arctan & 1/(1+t2) che si trasforma

in 7e~¢l; ne segue
me” €l = igarctan(¢) da cui arctan(§) = kd + =~ v.p.(1/9),
con k costante conveniente; per disparita di arctan si ha k = 0; si riottiene quindi
J(€) = 725 + arctan(¢) = 75 + 741 T v.p.(1/¢)
O

ESERCIZIO 4.20. Trovare l'originale di Laplace di tanh s, osservando anzitutto che esso non € una funzione
di L%OC(RJF); si suggerisce di sviluppare tanh s in serie di esponenziali.

Risoluzione. Essendo lim Rtanhs =1, loriginale non & una funzione. Si scrive poi, per Res > 0
s§—+00,8€

es—e* 1—e%

_ _ —2s —2s\n __
tanhs-es+6_s—1+€_25—(1 e )nZ:O(—e =
Z(_l)n(e—Qns _ e—2(n+1)s) _ Z(_l)ne—Zns + Z(_l)n+1e—2(n+1)s _
n=0 n=0 n=0

(posto nella seconda somma n + 1 =k, si ha)
Z(*l)n672ns +Z(71)k672ks _ 1+2Z(71)l67215.
n=0 k=1 =1

L’originale di Laplace ¢ quindi
A~ tanh(t) = 6(t) + > 2(—1)'6(t — 21).
=1

O
Esercizio 4.21. Servendosi della trasformazione di Fourier, trovare quelle soluzioni dell’equazione (in
tutto R)

y' —y =34,

che sono distribuzioni temperate; trovare poi tutte le soluzioni dell’equazione stessa (si ricorda che le
soluzioni distribuzionali di ¢y’ — y = 0 sono quelle classiche). Esistono soluzioni in D} (R)?
Risoluzione. Si ha (i€)?y(¢) — y(¢) = 1, da cui
—[t]

2

e

y(&) e dalle tavole y(t) = —

1
1482
Questa & quindi 'unica soluzione temperata dell’equazione data; I’omogenea associata ha per integrale
generale a cosht + bsinh ¢, e quindi tutte le soluzioni sono date dalla formula

~ It
y(t):—e2 4+ acosht 4+ bsinht (a,b e C).

Imponendo ad una soluzione di essere nulla per ¢t < 0 si trova

e a+b, a-b
—5‘1' 9 e + 5

da cui @ = b= 1/2; ¢’¢ un’unica soluzione col supporto in R che &

e'=0 pert<0 < a-b=0 a+b—1=0,

t_ et
y(t) = % = sinhtH ().

Naturalmente questa soluzione si trova subito anche con la trasformata di Laplace. O
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ESERCIZIO 4.22. Trovare le inverse, in D/, (R), delle distribuzioni H 4 6" e e'H(t) 4+ ¢'.
Risoluzione. Sono quelle distribuzioni T tali che sia

(H+6")«T =6 (e'H(t) + )+ T = 6;
vediamo la prima; trasformando alla Laplace si ha

s
1483

(i + 32> AT(s) =1 <= AT(s) =

Per antitrasformare s/(1 + s3) usiamo la formula di Hermite:

()

-1 e—iTr/?)

—t 1—iv/3)t/2 _
o2im/3 3(—1)2°¢ T 3e=2in/3 e / ) H(t) =

( (1+i\/§)t/2+
3
% ( et 1 emim/3¢t/24itV3/2 e+iw/36t/26—it\/§/2) H{t) =

¢ H(t)
—e~ +26/2COS(t\[/2 /))T_

H(t

(—e*t tetl? (cos(t\/?j/z) +V3 sin(t\/§/2))) %

Questa ¢ la richiesta distribuzione T'. Per la seconda: la trasformata ¢
1 s—1
— AT(s) =1 AT(s) = ———.
<S_1+s) (s) = (s) st o2
e si ha
s—1 s—1 B s—1/2 1/2

L—s+s2 (s—1/22+3/4 (s—1/2)2+(V3/2)2 (s—1/2)2+ (V3/2)?

che si antitrasforma subito in
3
et/? <cos(t\/§/2) - % sin(t\/§/2)> H(t),

che ¢ la richiesta inversa. O

ESERCIZIO 4.23. Sia f: R — R la soluzione dell’equazione differenziale
y' =3y +2y=4t+12¢"  y(0)=6; y'(0) = —1.

Posto g(t) = f(t)H(t), scrivere un’equazione differenziale del secondo ordine a cui g soddisfa nel senso
delle distribuzioni; trovare poi g, ed f.

Risoluzione. Siha ¢/(t) = f'(t)H(t) +64(t) e g7 (t) = f"(t)H(t) + 60’ (t) — 6(t); si ha (omettendo l'indice
d dalla derivata distribuzionale):

g"(t) = 3g'(t) + 29(t) = (f" () H () + 65"(t) — 6(t) — 3f' () H () — 180(t) + 2f () H(t) =
(f7(t) = 3f'(t) + 2f (£)) H (t) + 60" (t) — 195(t),

ma dato che f & soluzione dell’equazione data si ha f”(t) — 3f'(t) + 2f(t) = 4t + 12¢™" per ogni t > 0,
quindi
g"(t) — 3¢’ (t) +2g(t) = (4t + 12e ") H(t) + 64" (t) — 195(t)

¢ 'equazione a cui g soddisfa nel senso delle distribuzioni. Per trovare g usiamo le trasformate di Laplace,
ottenenendo (U(s) = Ag(s)):
9 4 12
s°U(s) —3sU(s) +2U(s) = — +?+65719 —
4(s+1)+12s% + (65 —19)s*(s+1)

Uls) = 2(s + 1)(s — 1)(s — 2)
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by e 4 b
s 2 s—1 s+1 s-2
Si ha: 6 19 04
c¢=Res(U,1) = :—223; d=Res(U,—-1) = EZZ; h =Res(U,2) = _1—2:—2

Inoltre b = lim,_ s2U(s) = 4/2 = 2; e per il teorema del valore iniziale si ha 6 = f(0) = lims_,, sU(s) =
a+c+d+h=a+3+2—-2,dacui a=3. Siha quindi
3 2 3 2 -2
Us)=-+—
(s) s+52+571+s+1+572
g(t) = (342t +3e" +2e7" — 2" H(t) quindi f(t) = 9+ 2t + 3e' — e — 22",

ESERCIZIO 4.24. Sia f: R — R la soluzione dell’equazione differenziale
v =3y 43y —y =t y(0) =1 ¥/ (0) =0; y'(0) = -2

Posto g(t) = f(t)H(t), scrivere un’equazione differenziale del terzo ordine a cui g soddisfa nel senso delle
distribuzioni; trovare poi g, ed f.

Risoluzione. Si ha
ga(t) = f(OH(t) +0(t);  gq(t) = f"OH) +6"(t) +05(t); g5’ (t) = f" () H(t) + " (t) — 25(t)

da cui, omettendo d’ora in poi 'indice d:

g"(t) —3g"(t) + 39’ (t) — g(t) =
" OH(E) + 6" (t) —25(t) — 3f"()H(t) — 38" (t) + 3f () H(t) + 36(t) — fF(H)H(t) =
(f"(t) = 3f"(t) + 3f'(t) — F(O)H(t) + 8" (t) — 36" (t) + 6(t) = t2’ H(t) + 6" (t) — 38" (t) + &(¢t).

La richiesta equazione ¢
g"(t) —3¢"(t) + 3g'(t) — g(t) = t2e" H(t) + 6" (t) — 38" (t) + 5(t).
Posto U(s) = Ag(s) si ha

2
(s —1)%

2 52—33—1—1.
(s=1)%  (s—=1)3 "~

s3U(s) — 352U (s) + 3sU(s) — U(s) = +8°=3s+1 <= U(s) =

Scrivendo (s2 —3s+1)/(s — 1) = (s> = 2s+1—35)/(s —1)3 = 1/(s — 1) — s/(s — 1) si antitrasforma
subito:

_ 2.5, ¢ S ld 5y _ et ¢ (2t )e!
o(t) = S P H() + CH() — 3 % (P H ) = " H() + e H () - S

H(t).
ESERCIZIO 4.25. Siano a,b > 0 reali.

(i) Servirsi dell’originale di Laplace di 1/((s 4+ a)? + b*) per calcolare 'originale di Fourier di F(¢) =
1/(i€ + a)? + b?); trovare poi l'originale di Fourier di G (&) = 1/(i& — a)? + b?).

(ii) Usare la trasformazione di Fourier per trovare le eventuali soluzioni dell’equazione
y//_2y/+2y:5

che siano distribuzioni temperate. Trovare poi tutte le soluzioni dell’equazione data, in particolare
quelle in D} .



4.18. ESERCIZI RICAPITOLATIVI 121

Risoluzione. (i) L'originale & e~% sin(bt)H (t)/b; poiché tale funzione sta in L(R), il valore della sua
trasformata di Laplace in i€ € la sua trasformata di Fourier; essa ¢ pertanto 'originale di Fourier voluto.
Questo metodo non si applica a G, perché e sin(bt)H (t)/b non sta in L'; ma basta vedere che si ha

1 1

Al oy Rl 7 e

= F(¢),

per avere —e® sin(bt)H(—t)/b come originale di Fourier di G.
(ii) Sia T soluzione temperata; trasformando alla Fourier ambo i membri si ha, posto U(§) = FT'(€):
1 B 1
(i€)2 —2i¢+2  (iE—1)2+1°

((i€)* 21 +2)U(€) =1 = U(€) =

La soluzione temperata & quindi —e! sin tH (t). le soluzioni sono date da questa, pid le soluzioni dell’o-
mogenea associata: B
y(t) = e'(cicost + cysint) — et sintH (t).

Prendendo ¢y = 1, ¢; = 0 tale soluzione & nulla per ¢ < 0, e sta quindi in D} ; essa & quindi e’ sintH (¢). O
EsERrCI1Z10O 4.26. Si consideri ’equazione
Y — 4y +8y = cod(t) +c18'(t) +b(t) be Li (Ry).

Determinare ¢y, ¢; in modo tale che la soluzione in D} (R) di tale equazione sia (in ]0, +o0o[) una funzione
f(t) tale che lim;_,o+ f(t) = yo, limy_o+ f'(t) = y1; risolvere poi 'equazione nel caso b(t) = x[o,-), 7 > 0
fissato, e cg = ¢; = 0.

Risoluzione. Togliamo a secondo membro il termine distribuzionale. Usando yg,y; come condizioni ini-
ziali, e servendosi delle trasformate di Laplace si trova (u(s) = Ay(s)):

(8% — 4s + 8)u(s) — yos — y1 + 4yo = Ab(s) <= (5% — 4s + 8)u(s) = yos + (y1 — 4yo) + Ab(s);
trasformando Pequazione originaria (con y distribuzione) si trovava
(52 — 45 + 8)u(s) = co + c15 + Ab(s).

Tale equazione coincide con la precedente se e solo se si ha co = y1 —4yo e c1 = yo. Se b(t) = x[o,- si ha
Ab(s) = (1—e77%)/s, da cui
1 . e*TS

U= Gy )

Decomponiamo in frazioni semplici:

1 as+b 1/8_(as+b)s+((5—2)2+4)/8.

s((s—2)24+4) (s—2)2+4 s s((s—2)2+4)
Uguagliando i numeratori, e posto s = 2 + 2¢ si ottiene
1=2(144)(2a(1 +1i)+b) =4a2i+ 20+ 2bi =2b+2(b+ 4a)i <= b=1/2,ea=—1/8.
Si ha quindi
1 18 1 (s—2)—2 1/8

I 1os-2 12
s((s—2)2+4) s  8(s—22+4 s 8(s—2)2+4 8(s5—2)2+4’

Quindi

() 1/1 s—2 n 2 (1—e ™)
u(s) == - — —
8\s (s—2)24+4 (s—2)2+4 ’
che si antitrasforma in
1

y(t) = ¢ (1= *(cos(2t) — sin(26)) H(t) - % (1= e (cos(2(t = 7)) = sin(2(t — 7)) ) H(t — 7).

O
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ESERCIZIO 4.27. i) Determinare la distribuzione T € D/, (R) tale che
T"—3T"+2T =6 -4¢".

Mostrare che esiste una funzione u a supporto in [0, +o00[ tale che T,, = T e determinarla;
ii) Determinare a,b € R affinché u (del punto precedente) sia la soluzione distribuzionale di

y' =3y +2y =46, y(0)=a,y(0)=0b.

f(x):{l—xzsemgl

EsERrcIzIO 4.28. Sia

0 se |x| > 1.

i) Determinare la derivata prima e la derivata seconda di f nel senso delle distribuzioni;
ii) Determinare la trasformata di Fourier della distribuzione f”;
iii) Calcolare, usando ii), la trasformata f di Fourier di f;
iv) Dire se fe L'(R) e se vale la formula di inversione per f;
v) Usando i punti precedenti determinare il valore dell'integrale

T weosu — sinu u
I= ———5—cos 5 du.
U 2

— 00

EsERcIzIO 4.29. Determinare le soluzioni L—trasformabili di
y'+2y +y =0

Determinare poi tutte le soluzioni dell’equazione precedente.

Esercizio 4.30. i) Determinare, usando il fatto che L(costH (t))(s) = %5 e che L(sintH(t))(s) = ﬁ,

I’antitrasformata di Laplace di m; determinarne 1’ascisse di convergenza assoluta.
ii) Dedurre da i) lfantitrasformata di Fourier v di f(§) = W
iii) Sia g(§) = W(: —f(=£)). Dedurre da ii) I'antitrasformata di Fourier di g. (F(u(—t)) = ...).

iv) Usando la trasformata di Fourier, determinare la distribuzione temperata y tale che
y// _ 4y/ +5y = 5.

Determinare poi tutte le soluzioni in D'(R) dell’equazione precedente.

EsSERC1zIO 4.31. Sia F(s) = =7
i) Mostrare che F ¢ la trasformata di Laplace di una funzione u da determinare;
ii) Determinare ', u” nel senso delle distribuzioni;
iii) Provare che u soddisfa ad una equazione differenziale lineare di ordine 2 in D'(R).

EsSERCIzIO 4.32. i) Servendosi della trasformata di Fourier, determinare la distribuzione temperata che
soddisfa
y' +6iy —13y =20 *)

i) Determinare tutte le soluzioni in D'(R) di (x);
iii) Determinare le soluzioni di (x) con supporto in [0, +00[;
iv) ritrovare il risultato di iii) utilizzando la trasformata di Laplace.

EsERrcIzIO 4.33. Determinare le soluzioni L—trasformabili di
y//+2y/+y:5.

Determinare poi tutte le soluzioni dell’equazione precedente nello spazio delle distribuzioni.
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Tabella delle trasformate di Fourier

Funzione /() F1(©) = [ foea of ) = [ e de
R R

rect(t) := xj-1/2,1/2] sinc(§/2) = smg(/§2/2) sinc(vm) = s1n7£:u)

(1= vo snc?(§) = L/ sinc?(vm)
(a > O) e_at2 \/?6_52/(4(0 \/?6_772’/2/0‘

a a
a ; Ee*a\ﬁ\ 2751
(a>0) a? + t2 a a® + (2702
—alt| 2a 2a/h

(a>0) e t TP TR

Traslazioni diventano moltiplicazioni per caratteri:

rof () =f(t — a) e F£(6)
Moltiplicazioni per caratteri diventano traslazioni:
(a€R) e f(t) TaFf(§) =Ff(§—a) Ta/(2m)®f (V) =@ f (v — a/(27))
Derivata della trasformata (ovvero trasformata della moltiplicazione per t):

S

£ (1) i0cF () Zomi A )
Trasformata della derivata
duf(t) =f'(t) (@) F f(€) (2miv)® f(v)
Distribuzione
1) 1 1
1 270 1)
6((1) e—ia# e—27ria#
(a €R) e 276, O(a/2r)
" L v p(1)8) + 70 L (1) 12
— V.DP. iy — V.D. -
7 P omi P 2
2 1 1 1
sgn - V.p. = — V.D. —
¢ ¢ g v
FORMULA DI PLANCHEREL
|FfllLew) = 27| fll L2 m) [ fllL2®) = I fll2®)

ANTITRASFORMATA

Funzione f(t) f*lf(g) :%/Rf(t)ei& dt (I)flf(y) :/Rf(t>627riut dt
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Formule per le trasformate di Laplace

Con L{ (Ry) si indica il sottospazio lineare di L] (R) consistente delle (classi di) funzioni q.o. uguali
a funzioni identicamente nulle sulla semiretta {¢ € R : ¢ < 0}; per ogni f € Li _(Ry), p(f), ascissa di
convergenza assoluta di f, coincide con p(f) = inf{p € R:t+— e P f(t) € L}(R)}.

Trasformata

Af(s) = /;C>o e SF(t) dt < /+Oo e S f(t) dt> Res > p(f)

— 00

Antitrasformata

xo+ioco
ANg(t) = 1/ $(0)eSt d¢

270 Sy —ioo

Convoluzione

—+o00 t
frglt) = / £t~ )g(r) dr = / f(t = r)g(r) dr fog€ LL(RL)

— 00

Derivata n—esima della trasformata

+oo
D"Af(s) = (*1)”/0 e f(t)dt (= A((=#)"f(#))(s))  Res > p(f)

Trasformata della derivata m-esima

m

A(f(m))( ) =s"Af(s) Zsm I =N (0" Re s > max{p(f™),0}

Jj=1
Traslata della trasformata
A f)(s) = Af(s = N); p(e™ f) = p(f) + Re A

Trasformata della traslata in avanti, (7,f(¢t) = f(t —a)), a >0

Amuf)(s) = A1 (s) @ 0; Res > p(f)
Cambio scala
AFOR)(s) = 2 X > 0: p(FO) = Molf)

Convoluzione (la trasformata ¢ il prodotto delle trasformate)

A(f*g)(s) = Af(s)Ag(s) Res > max{p(f),p(g9)}
A_l(e_ash(s))(t) = TaA_lh(t> = A_lh(t —a) a > 0;
AN (mah)(t) = eMATT () A€ G

Valore finale: se lim;_, ;o f(t) =a € C, e 0 < a < 7/2, allora

111% sAf(s) =a (in particolare, lin%) pAf(p) =a)
s— -
IInb <tana ;GRJr

Valore Iniziale: se lim;_,o+ f(t) =a € C, e 0 < a < /2, allora

lim  sAf(s)=a (in particolare, hr—? pAf(p) = a)
§— 00 pP—T00

Ims
s

|<tan « p€R+
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Equazione lineare di ordine n

n
ant™ + ap_qu™ Y 4+t apd + agu = Z apu® = b(t),
k=0

Condizioni iniziali u(0%) = ap,u’'(0%) = a1,...,uV(0") = a,_1; x(s) = Y p_oars®, polinomio
caratteristico;

B D k1 Ok (Z?:l sk_jajfl) N Ab(s)
- x(s) x(s)
Posto @a(s) = > 1, ak (Z§=1 sk*jaj,1> /x(s) si ha, per t > 0:

ult) = A pa (t) + 1% b(2),

dove n(t), risolvente dell’equazione data, & la preimmagine di Laplace di 1/x(s).

Au(s)

Tabella di trasformate di Laplace

Funzione Trasformata Ascissa di conv. ass.
1
H -
(#) . 0
1
H(#)ew# Rew
s—w
S
H#) ooswt) oo [fm |
. w
H(#) sin(w#) 2o [Tm w|
S
H (#) cosh(w#) 2.2 |Re w|
. w
H (#) sinh(w#) R |Rew|
n n!
H(#)(#) " 0
H(#) ™ 0
V# s
ed in generale, se Rea > —1
o [(a+1)
H(#)(#) Teatl 0
1) 1 — 00
5 s — 00
5m) s™ — 0
Funzione di Bessel Jy
1
H(#)J, 0
Funzione periodica f di periodo 7
"e%0f(6) do
H(#)f(#) Jo IO d0 0

1 . e—ST

(ricordiamo che & Jy(t) = (1/7) fil (e /1= 62) do =37 ((—1)"t*" /(2% (n!)?))
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