MATEMATICA 1
Ingegneria Edile e Civile
Prof. P. Ciatti, Prof. C. Sartori

TEMA A Padova 13/12/2006

1) Studiare la funzione

flz) = carctg(V3|z?~1[)

(Dominio, limiti notevoli di f e f’, crescenza e decrescenza, massimi e min-
imi, asintoti. Abbozzo del grafico. Non ¢ richiesto lo studio della convessita.)

SOL. f ¢ pari. Domf =R. lim f(z) =e?Z,

xr—+00

2
carctg(V3|z 4”14-3?@;% se |z| > 1
fl(x) =
_earctg(ﬁ\xz—l‘)% se |CL“ <1

La funzione & crescente per z > 1 e —1 < x < 0 decrescente altrove. x = 0
pto di max , f(0) = e™/3, x = 1 punti di minimo f(+1) =1, lim f'(z) =
r—1~

—2/3, lim+f’(:z;) = 2v/3. Asintoto orizzontale y = e™/2.
r—1

2) Sia
r 1
F(z) = / log(1 + 5752) — 1+ costdt,
0

si calcoli il primo termine non nullo della formula di Taylor in x = 0 e si
decida la natura del punto x = 0.

SOL. Si ha log(1+4t%)—1+cost = 31> —1 (%t2)2—1+1—%t2+%t4—|—0(t4) =
— 5ttt + o(th) per t — 0 da cui F(z) = —g52° 4+ o(z®) per . — 0. z =0 &

punto di flesso con tangente orizzontale.

1



3) Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile e ¢ € (a,b). Dimostrare che
se ¢ & punto di massimo per f allora f’(c) = 0.

4) Sia f : [a,b] — R una funzione continua tale che f(a) < a? e f(b) > b2
Dimostrare che esiste un punto ¢ € (a,b) in cui il grafico della funzione
incontra quello della parabola y = 22 cioé un punto tale che f(c) = 2.

SOL. Si applica il teorema sugli zeri delle funzioni continue alla funzione

g(z) = f(x) - 2*.

5) Calcolare

2
esin :c_l_xQ

1 — 2
a;—>Oesmx —1—z— %

SOL. Si ha

2 ? 3112 2 14 4
sin :c:(x—y%— (x°) == — 3¢ +o(z%),
4 ay 2 4
. © 1

esin®x _ x?— - fo(x?) 1+(x2_z_)+_ % — L +0($4) = 1+$2+m—+0($4)a
3 2 3 6

da cui

esinfe 1 42 1+ 2%+ ga* + o(z?) — 1 — 22

im — — = lim P — 1 .=
=0 esine — ] —gp -5 0 14+ 5 % to(at) - 1—-2— 3z

. %x‘l 4
lim T = ——
ar—>0—§x4 3

6) Si dimostri che una funzione crescente e continua in un intervallo ha
inversa che & crescente e continua.



TEMA B Padova 13/12/2006

1) Studiare la funzione
f($) — efarctg(g\x271|)‘

(Dominio, limiti notevoli di f e f/, crescenza e decrescenza, massimi e min-
imi, asintoti. Abbozzo del grafico. Non ¢ richiesto lo studio della convessita.)

(NE]

SOL. f ¢ pari. Domf =R. lim f(z)=e" 2,

xr—+00

f
—arct 2_1 22
arc g(\/ ‘I D] T :c2 g se ‘$| >1

fi(z) =

—arctg(§|12—1|) 2?1

m Se|[L‘|<1

[§]

La funzione e crescente per 0 < x < 1 e z < —1 decrescente altrove. x = 0
pto di min , f(0) = e~™/6, z = £1 punti di massimo f(#1) =1, lim f/(z) =
rz—1—

2“[, lim f'(x) = —2¥3 Asintoto orizzontale y = e~™/2,
z—1t 3

y
10

o o
I

P
N

2) Sia
1
F(z) = / —et’ - 3 + cos(t) dt,
) 2 2

si calcoli il primo termine non nullo della formula di Taylor in x = 0 e si
decida la natura del punto x = 0.

SOL. Siha Let’ —3+4cos(t) = L (1 + 2+ 1t4) = 34+ (1— 162+ Lt +o(th)) =



Ltt+o(th) per t — 0 da cui F(z) = 1352° +0(2°) per x — 0. = 0 & punto
di flesso con tangente orizzontale.

3) Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile e ¢ € (a,b). Dimostrare che se
¢ ¢ punto di minimo per f allora f/(c) = 0.

4) Sia f : [a,b] — R una funzione continua tale che f(a) < a/2 e f(b) > b/2.
Dimostrare che esiste un punto ¢ € (a,b) in cui il grafico della funzione
incontra quello della retta y = x/2 cioe un punto tale che f(c) = ¢/2.

SOL. Si applica il teorema sugli zeri delle funzioni continue alla funzione

g(x) = f(z) — /2.

5) Calcolare
log(1 + sin? z) — 22

1
=0z (log(1l + sinx) — x + %)

SOL. Si ha
sin

log(1 + sin® z) = log(1 + 22 — % +o(z*)) = (:U2 -5+ 0(3:4)> —1 (:U2 -5

x? — % + o(z*),

log(1 + sinx) = log (1 + (w — g—? + 0(3:3)>> =
. 2

(w — g—f + 0(x3)) -3 (x - "’é—? +0(:c3)) +

da cui
log(1 + sin? z) — 22 i — 2% + o(2*)
= J1m =
=0 z(log(1+sinz) —z+ %) @0 4 (x — 12242 4 o(x3) —z + %2)
5.4
-2z
lim —5- = -5
z—0 _|_F

6) Si dimostri che una funzione decrescente e continua in un intervallo ha
inversa che ¢ decrescente e continua.



TEMA C Padova 13/12/2006

1) Studiare la funzione

flz) = earctg(\/g\a::“—l\) )

(Dominio, limiti notevoli di f e f/, crescenza e decrescenza, massimi e min-
imi, asintoti. Abbozzo del grafico. Non e richiesto lo studio della convessita.)

SOL.Domf =R. lim f(z)=e3,

r—+00
3_ 2
parctg(V3le 1')% se x> 1
() =
— 37 2
_e—arctg(V3le 1')% se x < 1

La funzione ¢ crescente per x > 1 decrescente altrove. x = 0 pto di flesso
a tangente orizzontale , f(0) = ¢™3, 2 = 1 punto di minimo f(1) = 1,
lim f'(z) = —3/3, lim+f’(x) = 3v/3. Asintoto orizzontale y = ¢™/2.

rz—1~ rz—1

y
5

4

2) Sia
F(x) = / e’ —1+ sin(¢?) dt,
0

si calcoli il primo termine non nullo della formula di Taylor in x = 0 e si
decida la natura del punto x = 0.

SOL. Si ha ¢ — 1 —sin(t?) = 1+ ¢ + L1t* + o(t?) — 12 + L6 4 o(t%) =
$th+o(t*) per t — 0 da cui F(z) = &5+ o(2®), per z — 0. 2 = 0 & punto

di flesso con tangente orizzontale.



3) Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile. Dimostrare che se f'(x) = 0
Vz allora f & costante.

4) Sia f : [a,b] — R una funzione continua tale che f(a) < a® e f(b) > b3.
Dimostrare che esiste un punto ¢ € (a,b) in cui il grafico della funzione

incontra quello della funzione y = 2® cio¢ un punto tale che f(c) = c3.

SOL. Si applica il teorema sugli zeri delle funzioni continue alla funzione
9(a) = f(z) — 2°.
5) Calcolare

. log(1+ (1—cosz)?) — Lot

lim

e—0  22(logcosz + 122)

SOL. Si ha

(1-— cosx)2 = (%xQ — %f‘ + 0(:54))2 = ix‘i — %mﬁ + O(:L‘G),

log(1+ (1 —cosz)?) = ja — §25 4 o(29),

log(cos ) = log (1 — (“72—2 — 0(3:4))) =
z? z? 4 1 (22 z? 4 2 4 1.2 z? 4
—(7—1—%0(3: )>—§<7—I+o(m )) +o(z%) = —52° — 5 + o(x*)
da cui
i log(1 — (1 — cosz)?) — 1zt y — 525 + o(2F)
T = lim : =
2—=0  z2(log(cosz) + 32?) 2—0 4.2 (—%aﬂ — g o(at) + 1x2>
1,6
lim —at 1
x—>0—%x6 2

6) Si dimostri che una funzione decrescente e continua in un intervallo ha
inversa che & decrescente e continua.



TEMA D Padova 13/12/2006

1) Studiare la funzione

—arct, (ﬁ x3—1>
fa) = 7S,
(Dominio, limiti notevoli di f e f’, crescenza e decrescenza, massimi e min-
imi, asintoti. Abbozzo del grafico. Non é richiesto lo studio della convessita.)

SOL. [ & pari. Domf =R. lim f(z)= e 3,

V3.3
—arctg( %2 |z —1| V3 22
e ( 3 )71“/3(;,,_1)2 sex <1
fi(a) =
_earctg(§|x3—1|) V3 z2

T35 -n? Ser>1

La funzione e crescente per x < 1 decrescente altrove. x = 0 pto di flesso
a tangente orizzontale , f(0) = ¢~™/% z = 1 punto di massimo f(1) = 1,
lim f'(z) = V3, lim+f’(3:) = —+/3. Asintoto orizzontale y = e~ ™/2,

r—1~ z—1

2) Sia N
F(x)—/ log(1 + t?) — sin(¢?) dt,
0

si calcoli il primo termine non nullo della formula di Taylor in x = 0 e si
decida la natura del punto x = 0.

SOL. Si ha log(1 + t2) —sin(t?) = 2 — 34 + o(t) — 12 + 10 4 o(t%) =
—3t* + o(t*) per t — 0 da cui F(z) = —552° + o(2®), per z — 0. =0 ¢&



punto di flesso con tangente orizzontale.

3) Siano f, ¢ : [a,b] — R due funzioni continue, derivabili in (a,b). Di-
mostrare che se f(a) = g(a) e f'(z) < ¢'(x) Yz € (a,b) allora f(z) < g(x)

Vz € (a,b).

4) Sia f : [a,b] — R una funzione continua tale che f(a) < a/3 e f(b) > b/3.
Dimostrare che esiste un punto ¢ € (a,b) in cui il grafico della funzione in-
contra quello della retta y = /3 cioé un punto tale che f(c) = ¢/3.

SOL. Si applica il teorema sugli zeri delle funzioni continue alla funzione

g(x) = f(x) —z/3.

5) Calcolare

— 2+ %x‘l + o(z?),

- 2
1+ 122+ Lat + o(z)

da cui )
' l—cos“x _ 1 _$2
ilg(l) Qe %x2 =
i 1+x2+%+0(:v4)—1—x2 %
om0 1+ 1oz Lat4o(zt) —1— 322 Lat

1
el—cos T 14 (:L'Q _ %CLA + 0(1'4)) + %(172 _ %$4 + O(IE4))2 +o
el—cosz e%ﬁ—%x“-&-o(:{:‘l) =14 (%x2 o l,1'4) + 1 (%.’L‘Z - %x

=2

6) Si dimostri che una funzione crescente e continua in un intervallo ha

inversa che € crescente e continua.



