SOLUZIONI

TEMA A Padova 13/12/2007

1) Studiare la funzione
=1 5,

fz) = e

x
(Dominio, limiti notevoli di f, crescenza e decrescenza, massimi e mi-nimi,
asintoti. Abbozzo del grafico. Non ¢ richiesto lo studio della convessita.)

SOL. Dom f = {z € R,z # 0}. limy 4o f = 0, limy,_o f = +o00,

. . oz _ _
lim, o+ f = —o00, lim,_g- f = +oo. f/ = Z2ER2u4L o2 g1 5 g0 1543 <
r<0,0<zx< 1‘*'2—‘/5 T = % pto di minimo, x = 1+2\/§ pto di max.

(172\/5) _ (\/§2+1)2 671+\/§’ max— f(1+2\/§) _ (\/5271)2 6717\/5_

min= f

2) Si calcoli, al variare di o > 0,

x(3za) 2

I —1—sin“z
im 4
e—0+  log(l+ 222)




SOL. Osservo che per a > 0, z%logz — 0 per x — 0, da cui

. x(gza) —1—sin’z ) e(?ma ose) _ 1 —sin’z
lim = lim =
a—0+t  log(1 + 222) 0+ log(1 + 222)
. 14+32%logz — 1 — 2% + o(x*log x) + o(z?)
lim =
a—0+ 222 + o(x?)
(0% (0%
lim 3z*logx + o(z*log x) _ oo sea<?
z—0+ 222 + o(x?)
2 2
. —x° 4 o(z?) 1
lim —————> = —— 2.
amb 222 + o(x?) p =

3) (Orale) Si enunci e dimostri il teorema della media integrale per funzioni
continue.

4) Sia f una funzione con derivata seconda continua tale che limg_, o f” =
—2. Si calcoli

a) lim f/, b) lim f.

T——+00 T—+00

5) Scrivere la formula di Mac Laurin del sesto ordine delle funzioni
a) f(x) = 1—cosz, b) g(x) = e(1—cosz—ga®)

Dire se g & concava o convessa in un intorno di z = 0 e calcolare ¢(©)(0).
SOL.

1 1 1
f(ﬂf) = (1 — COSJI) = 51;2 _ I‘/LA + aIﬁ + 0($6);

2 3
_ 1—cosm—i,w6 _ 1 2 1 4 1 1 2 1 4 1 1 2 1 4 6\ __
g(x) = el o) — 14 <§x —u® )—1—5 3% — 4 —1—6 3% % +o(x”) =

1 1 1/1 1 11 1 1
14 -2 — —g4 = (Z:c‘l - Ilﬁ) +6 3 254 0(20) = 1+§x2+ﬁx4+0($6).

La funzione & convessa vicino a = = 0 e ¢(®(0) = 0.

6) Tra tutte le primitive di e%fﬁ calcolare quella che vale 1 in z = 0.
SOL.

e 11 1 ) 1 e
i §T%df2110g(t +1)+C = Jlog(e™ +1)+C.
e2w—¢

Si trova poi C =1 — ilog 2.
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TEMA B Padova 13/12/2007

1) Studiare la funzione

_lfx o

fz) = e

x
(Dominio, limiti notevoli di f, crescenza e decrescenza, massimi e mi-nimi,
asintoti. Abbozzo del grafico. Non & richiesto lo studio della convessita.)
SOL. Dom f = {z € R,z # 0}. limp— 4o f = 0, limy, o f = —o0,

. . 2 941 _
lim, o+ f = +o0, lim,_,o- f = —oo. f/ = h2&=2z=1 xgz le=2z 1> 0sex <
1—2\[§’ T > 1+2\f§. Tr = 1_2—\/§ ptO di max, r = % ptO di min. max=

f(1—2\/§) = _(1-&-;/5)2 6_1+\/§7 min= f(1+2\/§) _ _(1_§/§)2e_1_\/§'

2) Si calcoli, al variare di o > 0,

, log(1 + 222)
lim 32%) -
o0t g — 1 —sin

2y



SOL. Osservo che per a > 0, z%logx — 0 per z — 0, da cui

log(1 2 log(1 2
lim og(1+2x )2 — lim og(1+ 2x%) _

-0t 2% 1 —gin2z  a—0t %Y 1 _gin?y

) 222 + o(2?)
lim =
a—0+t 1+ 3x%logzr — 1 — 22 + o(z®log ) + o(x?)
222 + o(x?)
z—0 32 log x + o(z%log x)
2 2 2
limmz—Q se o > 2.
a—0 —22 + o(x?)

=0 sea<?2

3) (Orale) Si enunci e dimostri il teorema fondamentale del calcolo integrale.

4) Sia f una funzione con derivata seconda continua tale che lim, .~ f” =
3. Si calcoli

a) lim £/, b) lim f.

r——+00 x——+00

5) Scrivere la formula di Mac Laurin del sesto ordine delle funzioni
1
a) f(z) = cosz, b) g(z) = log <cos:17 + a$6> .

Dire se g & concava o convessa in un intorno di z = 0 e calcolare ¢(©)(0).
SOL.
f(@)=cosz=1- logy Lo Loy o(z%);
2 4l 6! ’

1 1 1 1/ 1 1\ 1/ 1 AN
g(z) = log <cosx + a:vG) = <—§x2 + E:Jc‘l) —3 <—§$2 + Ew4> +§ (—5362 + Ix‘l) Ho(z%) =

1 1 1/1 1 11 1 1 1
— it <—x4 - —x6>—— —566-1—0(336) = ——332——$4—_376+0(x6)'

2 4! 2 \4 4! 323 2 12 48
La funzione & concava vicino a z = 0 e f(6)(0) = —ff—é = —15.

3z .
egziﬂ calcolare quella che vale 1 in x = 0.

6) Tra tutte le primitive di
SOL.

/ A /1 L g = Liog2 4 1)+0 = Liog(e" + 1)+
R I TR A 6 8
e T =t

Si trova poi C =1 — %log 2.



MATEMATICA 1
Ingegneria Edile
Prof. C. Sartori

TEMA C Padova 13/12/2007

1) Studiare la funzione

fle) = €O

Cr—1
(Dominio, limiti notevoli di f, crescenza e decrescenza, massimi e mi-nimi,
asintoti. Abbozzo del grafico. Non ¢ richiesto lo studio della convessita.)
SOL. Dom f = {x € R,z # 1}. limy 400 f = 0, limy, o f = +o0,

hmm—>1+ f = +007 hm:p—d* f = —OQ. f/ = %67633. f/ >0 se % <
T < —3+6\/§. T = —3+6\/§ pto di max, x = % pto di min, max= f(3+6\/§) -

(3+%/§)2€_3_\/§, min= f(%) — (\/56,3)2 e_3+\/§.

y

2) Si calcoli, al variare di o > 0,

. e@) —1
lim %)

z—0t g — COS X



SOL.

) @) 1 ) 2 + 0(:p2)
lim G = lim - T =
z—0t 7" —cosx z—0+ e3z¥logr _ 1 4 §x2 + O(xz)
) 22 + o(x?)
lim 1 =
z—0t 1+ 3z2logx + o(x®logx) — 1 + 522 4 o(x?)
. z2+o(2?) _ .
hmu’0—>0+ 3z log z4o(z*logx) — 0 sea<?2
lim Cror’) _ 9 g6 0> 2.

+
z—0 %124_@(12)

3) (Orale) Si enunci e dimostri il teorema fondamentale del calcolo integrale.

4) Sia f una funzione con derivata seconda continua tale che limg_, 4 f” =
—2. Si calcoli

a) lim f/, b) lim f.

Tr——+00 T—+00

5) Scrivere la formula di MacLaurin del quarto ordine delle funzioni

1 1
a) f(x) =e"—1, b) g(x) = cos (ex —1- gx?’ - Ex4> .
Dire se g & concava o convessa in un intorno di z = 0 e calcolare g (0).
SOL. f(z) = (e® — 1) = a + 2% + J2® + Lzt + o(z?);

1 1 1
_ e _q_ +.3_ L a)_ 12 4y _
g(z) = cos (e 1 TR > = cos <m—i— 5% + o(x )) =

1 1 ! 1 *
1§(x+§x2+o(x4)> +I<x+§x2+o(:p4)> =

1 1 1 1 1 1
=1- 5 <x2 + 23+ Zm“) + Ew4 +o(z!) =1— 5372 - 5363 - ﬁafl + o(zh).
4!

g e concava vicinoarz =0 e 9(4) (0) = —5=-2.

6) Tra tutte le primitive di % calcolare quella che vale 0 in x = 1.
SOL.

e 3 1 1 1 5 1 6
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TEMA D Padova 13/12/2007

1) Studiare la funzione

fle) = 7€

1z
(Dominio, limiti notevoli di f, crescenza e decrescenza, massimi e mi-nimi,
asintoti. Abbozzo del grafico. Non ¢ richiesto lo studio della convessita.)
SOL. Dom f = {x € R,z # 1}. limp 100 f = 0, limy, o f = —o0,

. . 2_ _ _
lim, 1+ f = —o0, lim,_,;- f = +oo. f/ = %e bz f'>0sex < %
el>x>%,x>1.x:?’ﬁfﬁptodimin,m:%ptodimax,

min= f(3+6\/g) = (3+(\3/§)2 e=3-V3 max= f(3*6\/§) = (\/5673)2 e=3+V3,

y

2) Si calcoli, al variare di o > 0,

(32%)
hm X , — COS X
z—0t e@®) — 1



SOL.

2% _cosa _edrtloRT 1 4 2a? 4 o(a?)
lim ————— = lim =
a—0+  el@®) — 1 20+ 3 + o(x3)
. 14 32%logz + o(z®logz) — 1 + 322 + ¢(2?)
lim =
20+ a3 + o(x3)
. 3291 o1
lim, o+ =% Oifjoo((fg) %8%) — 5 se <2
B %Jz2+¢(ac2)

lim$_>0+ “Bto(@?) =400 sea > 2.

3) (Orale) Si enunci e dimostri il teorema della media integrale per funzioni
continue.

4) Sia f una funzione con derivata seconda continua tale che lim,_, 4o, f” =
—2. Si calcoli

a) lim f/, b) lim f.

T—+00 T——+00

5) Scrivere la formula di MacLaurin del quarto ordine delle funzioni

1 1
a) f(x) =log(1+x), b) g(x) = cos <log(1 +zx)— §x3 - Z:v4> :
Dire se g & concava o convessa in un intorno di z = 0 e calcolare g (0).
SOL. f(z) =log(l+z) =z — 22 + %x?’ — 12t + o(2%);
L 1, L o 4
g(z) = cos | log(1l + x) — 3% g% ) =cos{z—gu +o(z%) ) =
1 1 ! 1 :
1-— 5 <x - 5:1:2 + 0(3:4)) + 1 (:1: — §x2 + o(x4)> =
1 1 1 1 1 1
=1- 5 <x2 — a3+ Zx‘l) + EmA‘ +o(zt)=1- 5372 + 5303 - ﬁw4 + o(z%).
g & concava vicino a z = 0 e g™ (0) = —% = -2
6) Tra tutte le primitive di % calcolare quella che vale 0 in x = 1.
SOL.
e 2 11 1 5 1 4



