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1) Data la forma differenziale

ω = φ(x2 + y2)
[
(x − x2 − y2) dx + y dy

]
,

dove φ : R → R è una funzione di classe C1,

a. si determini φ in modo che la forma sia chiusa;

b. si calcoli
∫
γ ω dove γ è la circonferenza x2 + y2 = R2, percorsa in senso antiorario;

c. si deduca da a. e b. che ω è esatta;

d. si calcoli una primitiva di ω.

SOL. a) Detta ω = F1 dx + F2 dy, da ∂F1
∂y = ∂F2

∂x si ha (x2 + y2)φ′ = −φ da cui
φ′

φ = − 1
x2+y2 e integrando si ha φ = 1

x2+y2 e

ω =
(

x

x2 + y2
− 1

)
dx +

y

x2 + y2
dy.

b) Si ha γ di equazioni parametriche x = R cos θ, y = R sin θ, da cui∫
γ
ω =

∫ 2π

0
−R2 cos θ sin θ

R2
+ R sin θ +

R2 sin θ cos θ

R2
dθ = 0.

c) facile
d) Una primitiva

V (x, y) = log(
√

x2 + y2) − x.

2) Si consideri l’insieme

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ 2
3
x2}.

a. Si scriva D in coordinate polari.



b. Si calcoli ∫
D

x

x2 + y2
dx dy.

SOL. La parabola e la circonferenza si intersecano in (
√

3/2, 1/2). In coordinate polari D
corrisponde a D′ = {(ρ, θ) : 0 ≤ θ ≤ π/6, 3

2
sin θ
cos2 θ

≤ ρ ≤ 1}. Si ha∫
D

x
x2+y2 dx dy =

↑
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

∫
D′ cos θ dθ dρ =

∫ π/6
0 cos θ − 3

2
sin θ
cos θ dθ = 1

2 − 3
2 log

√
3

2 .

3) Si dimostri la formula di Green-Gauss∫
Ω

fx(x, y) dx dy =
∫

∂+Ω
f(x, y) dy

nel caso in cui Ω sia un dominio della forma

Ω = {(x, y) : a ≤ y ≤ b, φ1(y) ≤ x ≤ φ2(y)},

con φ1, φ2 ∈ C1([a, b]), specificando sotto quali ipotesi su f e Ω è valida in generale.

Compito B

4) Data la forma differenziale

ω = φ(x2 + y2)
[
x dx + (y − x2 − y2) dy

]
,

dove φ : R → R è una funzione di classe C1,

a. si determini φ in modo che la forma sia chiusa;

b. si calcoli
∫
γ ω dove γ è la circonferenza x2 + y2 = R2, percorsa in senso antiorario;

c. si deduca da a. e b. che ω è esatta;

d. si calcoli una primitiva di ω.

SOL. a) Detta ω = F1 dx + F2 dy, da ∂F1
∂y = ∂F2

∂x si ha φ′

φ = − 1
x2+y2 da cui integrando

si ha log φ = − log(x2 + y2) che implica φ = 1
x2+y2 e

ω =
x

x2 + y2
dx +

(
y

x2 + y2
− 1

)
dy.

b) Si ha γ di equazioni parametriche x = R cos θ, y = R sin θ, da cui∫
γ
ω =

∫ 2π

0

R2 cos θ sin θ

R2
− R cos θ − R2 sin θ cos θ

R2
dθ = 0.



c) facile
d) Una primitiva

V (x, y) = log(
√

x2 + y2) − y.

5) Si consideri l’insieme

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 2
3
y2}.

a. Si scriva D in coordinate polari.

b. Si calcoli ∫
D

y

x2 + y2
dx dy.

SOL. La parabola e la circonferenza si intersecano in (1/2,
√

3/2). In coordinate polari D
corrisponde a D′ = {(ρ, θ) : π/3 ≤ θ ≤ π/2, 3

2
cos θ
sin2 θ

≤ ρ ≤ 1}. Si ha∫
D

x
x2+y2 dx dy =

↑
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

∫
D′ sin θ dθ dρ =

∫ π/2
π/3 sin θ − 3

2
cos θ
sin θ dθ = 1

2 − 3
2 log

√
3

2 .

6) Si dimostri la formula di Green-Gauss∫
Ω

fy(x, y) dx dy = −
∫

∂+Ω
f(x, y) dx

nel caso in cui Ω sia un dominio della forma

Ω = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)},

con φ1, φ2 ∈ C1([a, b]), specificando sotto quali ipotesi su f e Ω è valida in generale.


