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SOLUZIONI
1) Calcolare

/ V 2z — y|dx dy
D

dove D = {(z,y) € B2 : [a] < 1,]y| < 3}.

SOL. Si ha
20—y = 20 —y se y <2z,
vV—2x +y se y>2x.
Quindi

Jp V12x —y|dedy = fil dwfzgy/Qx — ydy—kfil al:z:fj,r V=2r +ydy =

=3
S - 3( y+2$)3/2] 'y de + /4 O 237)3/2]3:21: dz =

2 [ (34 20)%2 + (3 — 20)%2dw = 2 [(3+ 20)7/2 — (3_233)5/2]1_ -
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2) Si considerino I'aperto 2 = {(x,7) : y < 2%} e la forma differenziale

o= ( 2 - ycos(xy)) du + (xz_l - (wy) — 1) dy.

xr2 —

a) Si disegni 2 e si dica se & convesso, connesso, semplicemente connesso;
b) si provi che w ¢ esatta in € e se ne calcoli un potenziale;
c) si calcoli I'integrale fv w, dove v ¢ la curva parametrizzata da

sinh(#?
r(t) = (1 + si:}(ltl)’ cos(m(t* + 1))) , t e [0,1].

SOL. a) Q non & convesso, & connesso e semplicemente connesso.

b) Indicando con F = Igfy (zy) e Fy = xgly (xy) — 1 si ha

6F1 8F2 2q .
dy oz (aZ—y)? cos(xy) + y sin(zy).

La forma ¢ chiusa in un semplicemente connesso quindi ¢ esatta. Un potenziale in ) ¢
dato da
V(z,y) = log(z? —y) —sin(zy) —y.



c) Sihar(0)=(1,-1)er(l) =(2,1) e r(0),r(1) € Q. Quindi

/w =V(r(1)) = V(r(0)) = logg —sin2 —sinl —2.

3) Sul semipiano zy, > 0 sia data la curva cartesiana y = g(z) con g € C!([a,b]). Si
consideri la superficie ottenuta dalla rotazione di tale curva attorno all’asse delle y. Si
scriva ’equazione parametrica di tale superficie e e se ne calcoli 'area.

SOL. Sia v la curva sul piano zy. Sia P(x, g(z),0)un punto della curva che ruota attorno
all’asse y. Sia A(0,g(z),0) e P'(2,y’, 2’) il punto ottenuto dalla rotazione di P con centro
in A. Sia 6 Pangolo formato da AP’ con AP. Si ha |AP| = |AP'| = x e 'equazione della
superficie S ¢

0<6<2rea<az<b Il vettore normale N(zg'cost,—x,xg'sinf) e [N| = /1 + g'2,
Area:/ da—/ a?\/1+g'2da:d0—27T/xds—27m?3l(’y)
S 0€[0,27],z€a,b] ~y

dove zp € la prima ccordinata del baricentro di 7 e [(7) la lunghezza di ~.

Compito B
SOLUZIONI

1) Calcolare

/ V0T + 2yl dx dy
D

dove D = {(z,y) € R?: |z| < 1]y < 3}.

SOL. Si ha
27y = V2i+y se y>-—x/2,
V=2r—y se y<-—z/2.
Quindi

Jp V12e —y|dedy = fil dx :;/2\/—2y—xdy+f711 dazfi)’m/2 V2y+axdy =

Pl = K2y =P e [ By a2 e -

f_11(6 —2)32 4 (64 2)3?dx = 1—25 [(6+ 2)3/2 — (6 — 3:)5/2] 1_1 _

Q=

14_5 (75/2 _ 55/2)



2) Si considerino I'aperto 2 = {(x,y) : > —y?} e la forma differenziale

1 2y
w = + ysin +1) dz+
( ysin(zy) ) X <y2

o +z sin(a;y)) dy.

X

a) Si disegni 2 e si dica se & convesso, connesso, semplicemente connesso;
b) si provi che w ¢ esatta in € e se ne calcoli un potenziale;
¢) si calcoli 'integrale f7 w, dove v ¢ la curva parametrizzata da

r(t) = (cosh(t2)/cosh 1,sin (th)) ) te[0,1].

SOL. a) Q non ¢ convesso, ¢ connesso e semplicemente connesso.

b) Indicando con F} = ﬁ +ysin(zy) + 1 e Fy = yfﬂx + xsin(zy) si ha

aF"l o 8F2 o 2y )
oy 0z  (y2+2)? + sin(zy) + zy cos(zy).

La forma ¢ chiusa in un semplicemente connesso quindi ¢ esatta. Un potenziale in ¢
dato da
V(z,y) = log(x + y*) — cos(xy) + =.

¢) Siha r(0) = (1/cosh1,0) e r(1) = (1,1) e r(0),r(1) € Q. Quindi

/w — V(r(1)) — V(r(0)) = log(2cosh1) — 1/ cosh1 — cos 1 + 2.

3) Sul semipiano zy, y > 0 sia data la curva cartesiana x = g(y) con g € C!([a,b]). Si
consideri la superficie ottenuta dalla rotazione di tale curva attorno all’asse delle z. Si
scriva l’equazione parametrica di tale superficie e e se ne calcoli 'area.

SOL. Sia 7 la curva sul piano zy. Sia P(g(y),y,0) un punto della curva che ruota attorno
all’asse . Sia A(g(y),0,0) e P'(2',y/,2’) il punto ottenuto dalla rotazione di P con centro
in A. Sia 6 'angolo formato da AP’ con AP. Si ha |[AP| = |AP’'| =y e 'equazione della
superficie S ¢

z’' = g(y)
Yy = ycosf
2/ =ysinf

0<6<2rea<y<b. Il vettore normale N(y, —g'ycosf,—g'ysinf) e |[N| = y\/1 + g2,
Area = / do = / yv1+g2dydd = 27T/yds = 2mypl(7)
S 0€(0,27],y€[a,b] ~

dove yp & la seconda coordinata del baricentro di v e [(7y) la lunghezza di ~.



