MATEMATICA 1
Ingegneria Edile
Prof. C. Sartori

Secondo compitino

TEMA A (Scritto) Padova 4/11/2002

SOLUZIONI

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

1 1
¥ ——=

5¢2 x

al variare di A € R.

SOL. L’equazione ¢ equivalente a

1 —
3 5% _
V. 5ad

La funzione f(z) = { 15_% ha come dominio R \ {0}, lim f(x) = 0,
T—Fo00
2
lim f(z) = +oo, lim f(z) = —ocoe f'(z) = % (157’3;1)3 el z=1¢un
z—0t z—0~ T

punto di minimo e f (1) = —4\3/%. Si ha

A< —432 N>0, 1, sol.
A= —43/2 2 sol.

—43/% <X <0, 3 sol.

2) Dimostrare o smentire la seguente diseguaglianza
142 z-1
> .

< 1.
2 logz’ o

(Suggerimento: Prima di risolvere la diseguaglianza la si riconduca ad una
della forma logx > --- oppure logz < --- .)

SOL Sia f(x) = logz —logy con z > 0 ey > 0e g(z) = 222, Si ha

T4y

fy)=gly)=0e f'(z) = % e g (x)= (xf‘;)Q ed & immediato notare che &
f'(x) > g (x) perx >0ey >0.



Questo comporta f(x) > g(x) per x >y e f(z) < g(z) per x < y cioe

logx—logy>2ﬂ, per x >y (A)
r+y
e
logz —logy < 2u, per x < y. (B)
r+y

La diseguaglianza del TEMA A ¢ equivalente a

logm<2? perz <1

z—1
x
che si ottiene ponendo y = 1 in (B) e quindi la diseguaglianza ¢ VERA.

3) Determinare il pitt grande a > 0 tale che la funzione

1

fw) =

sia invertibile in (0, a] e determinare (f _1), 0/2).

Fa)=ot (- 57

z 2

SOL. Si ha

quindi f/(z) > 0 per 0 <z <e, f'(x) <0 per z > e; quindi a = e.
Si ha

—1y/ o 1

1
dove z¢ & tale che f(xg) = (zg)*0 =+/2. Essendoy/2 = 22, 29 = 2 e quindi

22

(FHv2) = T log2’

TEMA A (Orale)

Enunciare e dimostrare il teorema su segno della derivata seconda e conves-
sita di una funzione f: R — R.

SOL. Vedasi testo.



TEMA B (Scritto)

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

1 3

—— ==z

~ o3 = Al
al variare di A € R.
(Suggerimento: Dividere per |x| e ricordare cheva? = ---).
SOL. L’equazione e equivalente a

22 -3
— = A
x

La funzione f(x \/ 3 ha come dominio {z € R: +/3 <z <0,z >

5

V), lim f(z) = ,mlggff( ©) = +ooe f/(z )_g(wg_g)i N

un punto di massimo e f§/5) = 5\/\} Si ha

A <0, nessuna sol

_ V2
A=0, A= i 2 sol.

0<\< *{ﬂ 3 sol.

Y
)\>5\[, 1 sol.

2) Dimostrare o smentire le seguenti diseguaglianze

2 1—logz
< g

; T <e.
e+x e—x

(Suggerimento: Prima di risolvere la diseguaglianza la si riconduca ad una
della forma logx > --- oppure logz < --- .)

SOL. La diseguaglianza e equivalente a

10gx—1<2x_ per z < e.
x

+e



Si veda la soluzione dell’es. 2 del tema A e si ponga in (B) y = e. La
diseguaglianza & quindi VERA.

3) Determinare il piu grande a > 0 tale che la funzione

sia invertibile in (0, a] e determinare (f _1), (V/3).

SOL. Si ha )
f() = <1> (—1— loga);

X

quindi f/(z) > 0per 0 <z <e !, f/(x) <0 perz>e!; quindia=e 1

Si ha )
—1\// 3 _

dove xg ¢ tale che f(zg) = (%)xo = /3. Essendo V3 = 3%, To = % e quindi

x

1

—1\// 3 _
(V) = V3(—~1+1og3)

TEMA B (Orale)

Data f : R — R continua e derivabile, si dimostri che se esiste A € R tale
che lim f(z) = lim f(z) = A, allora esiste un punto ¢ € R tale che f'(¢) = 0.

Tr— 400 T——00

Supporre che f(0) = B > A.

SOL. Per definizione di limite fissato ¢ = BT_A esiste K > 0 tale che se
|| > K |f(x) — A| < |BT_A|, cioe —?’AT_B < flz) < AJ’TB. Per il Teorema
di Weierstrass esiste x); € [—K, K| punto di massimo per f. Si ha x €
(-K,K) infatti f(za) > f(0) = B > 488 > f(2) per |z| > K e in
particolare per |z| = K. Quindi f'(zp) =0 e xpr = £ & il punto richiesto.



TEMA C (Scritto)
1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

3 1
i

al variare di A € R.
(Suggerimento: Dividere per |x| e ricordare cheva? = ---).

SOL. Si proceda come nell’esercizio 1 del Tema B. Si ottiene un’equazione
f(x) = X dove f & la simmetrica rispetto all’asse y della funzione del tema
B. Le soluzioni sono le stesse.

2) Dimostrare o smentire la seguente diseguaglianza

2 2—}-56'

; T < 2.
10g% 2—x

(Suggerimento: Prima di risolvere la diseguaglianza la si riconduca ad una
della forma log% > ... oppure log% <)

SOL. La diseguaglianza & equivalente a

2—x
2—— < log2 —1 , < 2.
Dy og ogx, perx

Si veda la soluzione dell’es. 2 del tema A e si ponga in (B) y = 2 moltipli-
cando ambo i membri per —1. La diseguaglianza & quindi VERA.

3) Determinare il pitt grande a > 0 tale che la funzione
fx) = (22)*

sia invertibile in (0, a] e determinare (f_l), ({/3).

SOL. Si ha
f'(x) = (22)" (log(22) + 1) ;



e 1

quindi f/(z) <0 per 0 <z < %, f'(z) > 0 per z > %; quindi @ = &-.
Si ha

8
o
Il
o=
@

1
dove xg ¢ tale che f(xg) = (2z9)" = i"/g Essendo i"/g = (%)3
quindi

1 1

(f—l)/<6 g) _ ]
Q/g(—log?)—i-l)

TEMA C (Orale)

Data f : R — R continua, si dimostri che se lim f(z) = lim f(x) = +o0,
T——+00 T——00
allora f ha minimo.

SOL. Dalla definizione di limite si ha che esiste K tale che f(z) > f(0) +1
per |x| > K. Nell'intervallo [—K, K] esiste, per il Teorema di Weierstrass,
un punto x,, di minimo per f. Tale punto da il minimo richiesto. Infatti

flzm) < f(0) < f(0)+1< f(x) per |z| > K

e quindi f(x,,) € il minimo di f in R.



TEMA D (Seritto)

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

3/ 1 )
2 AN
al variare di A € R.
SOL. L’equazione e equivalente a
3 X — 5
=\
26
La funzione f(z) = {/%Zz> ha come dominio R\ {0}, lilil f(z) = 0,
T—00
2
. . 6\3 _ .
lim () = —o0. lim () =~ ¢ 7o) = § ()7 2 0 62
un punto di massimo e f(6) = 5. Si ha
A<0,0< A< 5, 2 sol.
)\:O,)\:%, 1 sol.
A > 3—16, nessuna sol.

2) Dimostrare o smentire la seguente diseguaglianza

log -2

<= <1.
1—z z+1 °

(Suggerimento: Prima di risolvere la diseguaglianza la si riconduca ad una
della forma logz > - oppure logz < ---.)

SOL. La diseguaglianza ¢ equivalente a

-1
logw<2§—+1 per z < 1.

Si veda la sol. dell’es.2 del TEMA A e si ponga y =1 in (B).



3) Determinare il piu grande a > 0 tale che la funzione

sia invertibile in (0, a] e determinare (f _1), (2).

SOL. Si ha

P =@ (5 - 257

2
quindi f/(z) > 0 per 0 <z <e, f'(x) <0 per z > e; quindi a = e.

Si ha
1

~ f'(x0)

dove zg ¢ tale che f(xo) = (z09)*0 = 2. Si ha 9 = 2 e quindi

('@

1

(f (@2 = T log2’

TEMA D (Orale)

Enunciare e dimostrare il teorema di Lagrange nel caso particolare di una
funzione f : [0,a] — R con a > 0 e tale che f(0) =a e f(a) =0.

SOL. Vedasi testo.



