SOLUZIONI

TEMA A (Scritto) Padova 25/11,/2002

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

1

— =
logz — 2 o

al variare di A € R.

Sol. Sia f(z) = m. L’equazione data € equivalente a f(z) = A\. Dom

f={x>0, z#e%}. lir%f(:c) = —00, lin;_f(a:) = —00,

lim f(z) = +oo,
T—e z—e2t

liI_E flz) =0. fl(x) = 962(110_;%. f'(x) =0 per x =e. x =e ¢ punto di
massimo. f(e) = —1/e. Quindi

A< —1/e 2 sol.
A=—1/e 1 sol.
—1/e<A<0 no sol.
A>0 1 sol..

2) Sia f(z) =22+ |z — 1].
a) Determinarne il dominio.

b) Determinarne gli asintoti.

Sol. a) Domf = R.
b) Siha lim {2 =1,

xT

r—+00

. IS . [T 1 e — T r—1 _ 1
xgl}rloof(x) :U xEIJPoo Zte-l-z xkinoo\/ 22 —z41+x ta

lim {2 — 1
z——o00 ¥ ’

i = i 2 _ — 1 1z _ 1
O R e
Quindi ’asintoto destro e y = = + %, I’asintoto sinistro ¢ y = —x + %



3) Determinare il polinomio P(x) di secondo grado tale che

esinx _ P(l’)

5 =0.

lim
x—0 €T

Sol. Sia f(z) = €%, Allora P(z) = f(0) + f'(0)x + @x? Quindi

1
Plz)=14+x+ 5352.

4) Determinare al variare di p > 0 il carattere della serie

S (5w 1))

n=1

Sol. Per p > 0 la serie ¢ asintotica a
+oo 1 2p B 1 +oo 1
Z 2n2p T Z n 4"
n=1 n=1
Quindi
4p? > 1 & p > % converge
4p2 <1 S 0<p<L % diverge.

5) Determinare

T gsin 1 —cost)dt
lim fm ( 5 )
r—7 (l’— 5)

Sol. Applicando la regola di De L’Hospital si trova

oz f% sin(1 — cost) dt ) f% sin(1 — cost) dt — zsin(1 — cos )
lim —= ) = =

TEMA A (Orale)
Sia (an)n una successione di numeri reali con a,, > 0. Dimostrare che

lim 2ntl =L<1l = lim a, = 0.

n—-+oo an n—-+4o0o

Vedasi testo.



TEMA B (Scritto)

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

1 A

2 —logz «x

al variare di A € R.

Sol. Sia f(x) = 3557 L’equazione e equivalente a f(z) = A. Si ha Dom
f={x>0, z+#e*}. limf(x) = hm f(z) = +oo, hm f( ) = —o0,
= z—e2 z—e?
luf f(z) = —o0. fl(x) = (lig;‘)g; f'(z) =0 per x = e3. x = 3 & punto
di massimo. f(e?) = —e3. Quindi

A< —ed 2 sol.,

A= —e? 1 sol.,
—e3<A<0 no sol.,
A>0 1 sol..

2) Sia f(x) =\/a% + |4z — 8.
a) Determinarne il dominio.

b) Determinarne gli asintoti.

Sol.
f(2) Va2 +4x — 8 se x> 2
Va2 —4x +8 sex < 2
Quindi
a) Domf = R.
b) Siha_lim % =1,
I‘-’ oo
_ — 1/ 2 _ Q — _ 4x-8 8
lim &) — 1
z——o00 T ’
. _ \/7 _ —de48 o
xgrfloof( ) +a= hm dr+8+x = hm | Tt 2
Quindi I'asintoto destro & y = x + 2, I’asintoto sinistro ¢ y = —z + 2.



3) Determinare a, b, ¢ € R tali che

i esine _ [a(x — %)2 +b(x—7%)+ c]

TG (l’ — %)2

4) Determinare al variare di p > 0 il carattere della serie

o] 1 2p+1
Z <1 — COoS —) .
npb

n=1

Sol. Per p > 0 la serie ¢ asintotica a

+o0 2p+1 +00
1 1 1
Z 2n2p - 922p+1 Z n4p2+2p’
n

n=1 =1

Quindi
4p? +2p > 1 = p >v/5 — 1 converge
4p? +2p <1 & 0<p<v5—1diverge.
5) Determinare
.« [2arctg(l — cost)dt

lim

S @3

Sol. Applicando la regola di De L’Hospital si trova

%act 1 —cost)dt
i £ 08— cont it _
5 (@-3)

—00 ser — %+
— z
2

+00 sexr —

TEMA B (Orale)

Sia (an)n una successione di numeri reali con a,, > 0. Dimostrare che

. An+1 .
lim 2L =L>1 = lim a, = +oo.
n—+o0 Ay n—-+4oo

Vedasi testo.



TEMA C (Scritto)

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

1 A

2+logr =
al variare di A € R.

Sol. Sia f(x) = TTiogz- L/equazione ¢ equivalente a f(z) = A. Si ha Dom
f={x>0, z#e2}. limf(:c): hm f(z) = —o0, hm f( ) = 400,

r—e r—e

rll)rfoof(:c) = +o0. fl(z) = (ligiof;2 f(z ) =0perz =1/e. x =1/e ¢ punto

di minimo. f(1/e) = 1/e. Quindi

A<0 1 sol.,

A=0 nessuna sol,
0<A<1/e no sol.,
A=1/e 1 sol.,
A>1/e 2 sol..

2) Sia f(z) =22+ ]2 — z|.
a) Determinarne il dominio.

b) Determinarne gli asintoti.

Sol.
f(2) V2 —x+2 sex <2
€T =
Va2 +x—2 se x> 2
Quindi
a) Domf = R.
b) Siha lim {& =1,

T—+00

lim —z= limvVe2—z+2—2z= lim —==2£2 — =1
z—>+oof( ) T—~400 + x—>+00m+x 27

lim & —
z——o00 T ’

lim f(:c)—i—:n: lim \/iL‘2—|-:B— +z = lim 29”;2 =1
T——00 r— —00 +r—2—2x 2
Quindi lasintoto destro ¢ y = x — 3, 'asintoto sinistro ¢ y = —x + 1/2.



3) Determinare a, b, ¢ € R tali che

i 1080+ c08@) — [a( = §) + b — §) + ]

g (z—3)*

=0.

Sol. Sia f(x) = log(1 4 cosx). Allora ¢ = f(5), b= f'(§) ea = f”é%).
Quindi
_ L b=-1,¢=0
a=-5,b=-Lc=0.

4) Determinare al variare di p > 0 il carattere della serie

o] 1 1 2p+1
Z (— — sin —> .
np np

n=1

Sol. La serie & asintotica a

+o00 1 2p+1 1 2p+1 +0oo 1
S (om) -(G) o
n=1 n=1

Quindi

6p +3p > 1 & p > @Q_ 3 converge
6> +3p<1 & 0<p<E3 diverge.
5) Determinare
$f% el+cost dt
lim —=%

ey (@—3)

Sol. Applicando la regola di De L’Hospital si trova

T f% el+COSt dt f% el-l—coscc dt — mel—i—cosw
lim —%———— = lim =% =
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TEMA C (Orale)

Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Sia maxf = 1 e min f = —1.
Dimostrare che esiste £ € [a, b] tale che f(£) = 0.

Sol. Sia x)s tale che f(xp) = 1 e zp, tale che f(x,,) = —1. Si applica il
teorema degli zeri delle funzioni continue all'intervallo [zas, zp,] € si ottiene
la tesi.



TEMA D (Scritto) Padova 25/11,/2002

1) Determinare il numero di soluzioni dell’equazione

1

=
3—logx *
al variare di A € R.

Sol. Sia f(z) = j- L’equazione data & equivalente a f(x) = A. Dom

z(3— logm
f={x>0, z#e} limf(r) = +oo, hm f(z) = 400, lim f(x) = —oo,
z—0 z—e3 z—e3T
mEToof(x) =0. f'(z) = ﬂlgg_%. f'(x) = 0 per x = 2. z = ¢? & punto di
minimo. f(e?) = %. Quindi
A<0 1 sol.

OS/\<ei2 no sol.
)\:e% 1 sol
)\>ei2 2 sol..

2) Sia f(x) =+/222 + |1 — 2z|.
a) Determinarne il dominio.

b) Determinarne gli asintoti.

Sol.
V2r2 —2x +1 ser<4i
Flay =V z
V2x4 4+ 2x — 1 sex >3
Quindi
a) Domf = R.
b) Siha lim {&) —/3
T—+00
1 _ 2 _ — 2x—1 1
xgrfoof(:v) V2r = hm LV 222 4 2z —/2x thoo\/me 7
lim @ = —\/5,
r——00
: _ 2 _ 24l 1
Jm f@) +o= limy2e? -2z +1+vV2e = lim sl o = .
Quindi Pasintoto destro ¢ y =v2z Jr\T’ I’asintoto sinistro ¢ y = —/2x +\%



3) Determinare a, b, ¢ € R tali che

elteos? _ gz —m)2 +b(x —7) +c

- =0.

I
e (x —m)

Sol. Sia f(z) = e!*°s% Allora c = f(n), b= f'(7) e a = @ Quindi
a=1/2,b=0,c=1.

4) Determinare al variare di p > 0 il carattere della serie

S (e —1)"

n=1

Sol. La serie ¢ asintotica a

+o0o 1 p+2 +oo 1
> () X

n=1 n=1

Quindi

pr+2p>1 & p > 1+v/2 converge
pP’+2p<1 & 0<p<1+V2 diverge.

5) Determinare

1 .
x | arctg(sint) dt
lim fx glsint)

N

Sol. Applicando la regola di De L’Hospital si trova

T %arct sint) dt %arct sint) dt — zarctg(sinx
i 2L OO [ avtgin)dt_socging)

T —

TEMA D (Orale)

Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Sia maxf = 2 e minf = 0.
Dimostrare che esiste £ € [a, b] tale che f(£) = 1.

Vedasi Tema C.



