
    

MATEMATICA 3
Ingegneria Civile e Ambientale

Prof E. Gonzalez e Prof. C. Sartori
SOLUZIONI

TEMA A Padova 28/4/2004

1) Sia z(x, y) la funzione implicitamente definita da

z3 + zx2 + 2y = 0

in un intorno di P (0, 4,−2).
a) Determinare zx, zy in un intorno di P.
b) Determinare la direzione di massima crescita di z(x, y) in P.
c) Determinare il Laplaciano ∆z = zxx + zyy in P.

Sol. a)

zx = − 2xz
3z2 + x2

, zy = − 2
3z2 + x2

.

b)
(
0,−1

6

)
.

c)

zxx(P ) =
1
3
, zyy(P ) =

1
36

, ∆z(P ) =
13
36

.

2) Determinare massimi e minimi assoluti di f(x, y) = ex
2−2y2

su

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 10y2 ≤ 7}.

Sol. fx = 2xex
2−2y2

, fy = −4yex
2−2y2

. Unico punto critico è (0, 0).

detHf (0, 0) =
(

2 0
0 − 4

)
= −8

quindi (0, 0) è un punto di sella.

f|bordo = e7−2y2
, −

√
7
10 ≤ y ≤

√
7
10 .

max f = e7 in (
√

7, 0), (−
√

7, 0)

min f = e−
7
5 in

(
0,

√
7
10

)
,
(
0,−

√
7
10

)
.

3) Calcolare ∫
D
y dx dy

dove D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ ρ ≤ cos θ, 0 ≤ θ ≤ π
2 }.
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Sol. ∫
D y dx dy =

∫ π
2

0

(∫ cos θ
0 ρ2 sin θ dρ

)
dθ =

=
∫ π

2
0

cos3 θ
3 sin θ dθ = − cos4 θ

12

]π
2

0
= 1

12

4) Calcolare l’area della superficie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 =
1, x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1/2}.

Sol. Σ =
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1
2

}
=

=
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 3
4 ≤ x2 + y2 ≤ 1

}
,

dσ =
√

1 + z2
x + z2

y = 1√
1−x2−y2

.

Area =
∫
Σ dσ =

∫
3
4 ≤ x2 + y2 ≤ 1
x ≥ 0, y ≥ 0

1√
1−x2−y2

dx dy = π
2

∫
√

3
2
≤ρ≤1

ρ√
1−ρ2

dρ =

−π
2

√
1 − ρ2

]1
√

3
2

= π
4 .

5) a) Calcolare, al variare di α > 0, l’integrale generale dell’equazione

y′′ − 4y = eαt.

b) Determinare il polinomio di Taylor di terzo grado della soluzione del
problema di Cauchy {

y′ = arctgy + x2

y(0) = 0.

Sol. a)
y(t) = c1e2t + c2e−2t + η(t).

η(t) =
1

α2 − 4
eαt, seα �= 2

η(t) =
1
4
te2t seα = 2.

b)

P (x) =
x3

3
.
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MATEMATICA 3
Ingegneria Civile e Ambientale

Prof E. Gonzalez e Prof. C. Sartori

TEMA B Padova 28/4/2004

1) Sia z(x, y) la funzione implicitamente definita da

z3 + zy2 + 4xy = 0

in un intorno di P (1/2, 1,−1).
a) Determinare zx, zy in un intorno di P.
b) Determinare la direzione di massima crescita di z(x, y) in P.
c) Determinare il Laplaciano ∆z = zxx + zyy in P.

Sol. a)

zx = − 4y
3z2 + y2

, zy = −2zy + 4x
3z2 + y2

.

b) (−1, 0) .
c)

zxx(P ) =
3
2
, zyy(P ) =

1
2
, ∆z(P ) = 2.

2) Determinare massimi e minimi assoluti di f(x, y) = ex
2−2y2

su

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + 4y2 ≤ 4}.

Sol. Unico punto critico è (0, 0) che è un punto di sella.
max f = e4 in (−2, 0) (2, 0)

min f = e−2 in (0,−1), (0, 1).

3) Calcolare ∫
D

√
x2 + y2 dx dy

dove D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ ρ ≤ 1 + θ, 0 ≤ θ ≤ π}.

Sol. ∫
D

√
x2 + y2 dx dy =

∫ π
0

(∫ 1+θ
0 ρ2 dρ

)
dθ =

=
∫ π
0

(1+θ)3

3 dθ = (1+θ)4

12

]π
0

= (1+π)4−1
12
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4) Calcolare l’area della superficie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 =
1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 1/2}.

Sol. Σ =
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 1
2

}
=

=
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 3
4 ≥ x2 + y2

}
,

dσ =
√

1 + z2
x + z2

y = 1√
1−x2−y2

.

Area =
∫
Σ dσ =

∫
3
4 ≥ x2 + y2

x ≥ 0, y ≥ 0

1√
1−x2−y2

dx dy = π
2

∫
√

3
2
≥ρ

ρ√
1−ρ2

dρ =

−π
2

√
1 − ρ2

]√3
2

0
= π

4 .

5) a) Calcolare, al variare di α > 0, l’integrale generale dell’equazione

y′′ − 9y = eαt.

b) Determinare il polinomio di Taylor di terzo grado della soluzione del
problema di Cauchy {

y′ = tgy + 3x2

y(0) = 0.

Sol. a)
y(t) = c1e3t + c2e−3t + η(t).

η(t) =
1

α2 − 9
eαt, seα �= 3

η(t) =
1
6
te3t seα = 3.

b)
P (x) = x3.
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MATEMATICA 3
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Prof E. Gonzalez e Prof. C. Sartori

TEMA C Padova 28/4/2004

1) Sia z(x, y) la funzione implicitamente definita da

4z3 + z2y − 2x2y = 0

in un intorno di P (0, 4,−1).
a) Determinare zx, zy in un intorno di P.
b) Determinare la direzione di massima crescita di z(x, y) in P.
c) Determinare il Laplaciano ∆z = zxx + zyy in P.

Sol. a)

zx =
2xy

6z2 + zy
, zy = − 2x2 − z2

12z2 + 2zy
.

b)
(
0,−1

4

)
.

c)
zxx(P ) = 4, zyy(P ) = 0, ∆z(P ) = 4.

2) Determinare massimi e minimi assoluti di f(x, y) = ex
2−2y2

su

D = {(x, y) ∈ R2 : 3x2 + y2 ≤ 10}.

Sol. Unico punto critico è (0, 0) che è un punto di sella.

max f = e
10
3 in

(
−

√
10
3 , 0

) (√
10
3 , 0

)
min f = e−20 in (0,−

√
10), (0,

√
10).

3) Calcolare ∫
D
xy dx dy

dove D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ ρ ≤ sin θ, 0 ≤ θ ≤ π}.

Sol. ∫
D xy dx dy =

∫ π
0

(∫ sin θ
0 ρ3 cos θ sin θ dρ

)
dθ =

=
∫ π
0

sin5 θ
4 cos θ dθ = sin6 θ

24

]π
0

= 0
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4) Calcolare l’area della superficie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 =
1, y ≥ 0, z ≥ 1/3}.

Sol. Σ =
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : y ≥ 0, z ≥ 1
3

}
=

=
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : y ≥ 0, 8
9 ≥ x2 + y2

}
,

dσ =
√

1 + z2
x + z2

y = 1√
1−x2−y2

.

Area =
∫
Σ dσ =

∫
8
9 ≥ x2 + y2

y ≥ 0

1√
1−x2−y2

dx dy = π
∫

2
√

2
3

≥ρ

ρ√
1−ρ2

dρ =

−π
√

1 − ρ2
]2

√
2
3

0
= 2π

3 .

5) a) Calcolare, al variare di α > 0, l’integrale generale dell’equazione

y′′ − α2y = e2t.

b) Determinare il polinomio di Taylor di terzo grado della soluzione del
problema di Cauchy {

y′ = log(1 + y2) + 4x2

y(0) = 0.

Sol. a)
y(t) = c1eαt + c2e−αt + η(t).

η(t) =
1

4 − α2
e2t, seα �= 2

η(t) =
1
4
te2t seα = 2.

b)

P (x) =
4x3

3
.
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TEMA D Padova 28/4/2004

1) Sia z(x, y) la funzione implicitamente definita da

−4z3 + zx2 − xy2 = 0

in un intorno di P (2, 0, 1).
a) Determinare zx, zy in un intorno di P.
b) Determinare la direzione di massima crescita di z(x, y) in P.
c) Determinare il Laplaciano ∆z = zxx + zyy in P.

Sol. a)

zx =
y2 − 2xz
x2 − 12z2

, zy =
2xy

x2 − 12z2
.

b)
(

1
2 , 0

)
.

c)

zxx(P ) = 0, zyy(P ) = −1
2
, ∆z(P ) = −1

2
.

2) Determinare massimi e minimi assoluti di f(x, y) = ex
2−2y2

su

D = {(x, y) ∈ R2 : 5x2 + y2 ≤ 3}.

Sol. Unico punto critico è (0, 0) che è un punto di sella.

max f = e
3
5 in

(
−

√
3
5 , 0

) (√
3
5 , 0

)
min f = e−6 in (0,−

√
3), (0,

√
3).

3) Calcolare ∫
D

(x2 + y2) dx dy

dove D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ ρ ≤ θ2, 0 ≤ θ ≤ 2π}.

Sol. ∫
D x2 + y2 dx dy =

∫ 2π
0

(∫ θ2

0 ρ3 dρ
)
dθ =

=
∫ 2π
0

θ8

4 dθ = θ9

36

]2π

0
= 128

9 π9
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4) Calcolare l’area della superficie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 =
1, x ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1/3}.

Sol. Σ =
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : x ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1
3

}
=

=
{

(x, y, z) : z =
√

1 − x2 − y2 : x ≥ 0, 8
9 ≤ x2 + y2 ≤ 1

}
,

dσ =
√

1 + z2
x + z2

y = 1√
1−x2−y2

.

Area =
∫
Σ dσ =

∫
8
9 ≤ x2 + y2 ≤ 1
x ≥ 0

1√
1−x2−y2

dx dy = π
∫

2
√

2
3

≤ρ≤1

ρ√
1−ρ2

dρ =

−π
√

1 − ρ2
]0

2
√

2
3

= π
3 .

5) a) Calcolare, al variare di α > 0, l’integrale generale dell’equazione

y′′ − α2y = e3t.

b) Determinare il polinomio di Taylor di terzo grado della soluzione del
problema di Cauchy {

y′ = sin y + 12x2

y(0) = 0.

Sol. a)
y(t) = c1eαt + c2e−αt + η(t).

η(t) =
1

9 − α2
e2t, seα �= 3

η(t) =
1
6
te3t seα = 3.

b)
P (x) = 4x3.
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