COMPITO di LOGICA PER INFORMATICA (A)
23 giugno 2004

Nome: Matricola:

Esercizio 1.1
Sia c: vy exp, r:avarea:aexp.

1. Dimostrare che FV(c[x := a]) C (FV(c) — {z}) UFV(a).
2. Esibire un esempio in cui I'inclusione e propria.

Soluzione. La prova e per induzione sulla definizione ricorsiva dell’algoritmo di sosti-
tuzione.

e FV(z[z :=a]) = FV(a) C (FV(z) — {z}) UFV(a)
¢ (=)
FV(yle = al) = FV(y) = y} € (FV(y) — {=}) UFV(a)
« (=)
FV(ei(e)lr =) = FV(ale = (el =)

FV(ci[z := a]) UFV(co[z :=
((FV(er) = {x}) UFV(a)) U (
((FV(er(e2)) = {x}) UFV(a))

al

)
(FV(er) —{x}) UFV(a))

Iin 1

o (c=A\x.cq)

FV((Az.c1)[x :=a]) = FV(Az.c;) = FV(c1) — {z} C (FV(Az.c1) — {z}) UFV(a)

o (c=)\y.cy)

FV((\y.c1)[z := a]) FV(Ay.ci[x := al)

FV(cile :=d]) — {y}

((FV(er) —{z}) UFV(a)) - {y}
(FV(A\y.c1) —{z}) UFV(a)

NNl

Dalle precedenti inclusioni si nota che si puo ottenere un semplice esempio di inclusione
propria ponendo ¢ =y : 0, 2 : 0 e a = z : 0. Infatti in tal caso si ha che FV(c[z := a]) =
FV(y[z := 2]) = FV(y) = {y} S {y. 2} = (FV(y) — {z}) UFV(z) = (FV(c) — {z}) UFV(a).



Esercizio 1.2
Si consideri il seguente insieme di formule

O = {Vo.R(x,x),JxTyIz.~R(x,y) AN —R(z,2) N =R(y, 2)}

Dimostrare che ® ¢ soddisfacibile ma non ¢ soddisfacibile in alcuna struttura con meno
di tre elementi.

Soluzione. Per rendere vere tutte le formule in ® basta considerare una struttura con
almeno tre elementi ed interpretare il simbolo R nella relazione di identita. Infatti in tal
caso abbiamo una relazione riflessiva (prima formula) e tre elementi uno diverso dall’altro
(seconda formula).

D’altra parte, se abbiamo meno di tre elementi e R deve essere interpretato in una relazione
riflessiva allora non possiamo rendere vera la seconda formula perché se =R(x,y) viene
interpretato in vero allora 'interpretazione di x deve essere diversa dall’interpretazione di

Y.



Esercizio 1.3
Dimostrare che ?U{a — [} ¢ confutabile se e solo se PU{—a} e PU{F} sono confutabili.

Soluzione. Se ® U {—a} e ® U {5} sono confutabili allora possiamo costruire un albero
di confutazione per ® U{a — (3} semplicemente attaccando gli alberi di confutazione per
O U {—-a} e ®U {3} alle foglie dell’albero che si ottiene espandendo la formula oo — (.
D’altra parte se & U {a — [} ¢ confutabile allora esso non ¢ soddisfacibile (teorema di
correttezza) e quindi o ® non ¢ soddisfacibile, e quindi anche PU{-a’} e PU{3} non lo sono
e percio sono confutabili (teorema di completezza), oppure @ — 3 non & soddisfacibile e
quindi una qualsiasi valutazione rende vero « e falso 3 e quindi non soddisfa ne ® U {-a’}
ne ® U {3} che sono quindi confutabili (teorema di completezza).



Esercizio 1.4

Dimostrare che
Ve((aw — ) A Jz.a) F Jx. 8

Soluzione. Per definizione Va((a — () A Jz.ar) = Jx. 3 vale se e solo se
{Vz((a — B) A Tz.x), =35}
¢ confutabile. Ecco un possibile albero di confutazione:
{Vz((a = B) A Fz.cx), =35}
(v — B) AN Jz.«r

{a — B, 3x.a}



Esercizio 1.5

Costruire una macchina di Turing che, agendo su un nastro contenente un input costituito
da un numero n > 0 del solo simbolo S; e che contiene altrove solamente Sy, si arresta
se e solo se tale input e costituito da esattamente un S;. Fornire quindi la formula del
primo ordine che ne rappresenta l’arresto. (Nota bene: non verranno considerate risposte
che non spieghino il funzionamento della macchina)

Soluzione. La macchina che cerchiamo si puo realizzare con il seguente programma

g% So So @
w0 S1 R ¢
@ S1 ST @

che entra in loop immediatamente se il nastro € vuoto e altrimenti controlla che ci sia un
unico S; entrando in un loop nel caso ne trovi piu di uno.
La formula che ne esprime 'arresto e quindi

H=3t3x.(tQrx ANt Spx)



Esercizio 1.6
Si supponga che l'insieme ® = {ay — f1,...,0, — [Bn,...} sia insoddisfacibile. Di-
mostrare che esiste un numero naturale k tale che la formula 3; A ... A (i € confutabile.

Soluzione. Per il teorema di compattezza, ® = {ay — (1,..., @, — B, ...} € insoddis-
facibile se e solo se esiste un suo sottoinsieme finito che ¢ insoddisfacibile. Ma allora esiste
un massimo indice k tale che la formula oy — [y appartiene a tale sottoinsieme finito e
quindi anche I'insieme {o; — (1, ..., ax — Bx} € insoddisfacibile in quanto sovrainsieme
di un insieme insoddisfacibile. Ma allora per qualsiasi valutazione non puo accadere che
tutte le formule 3y, ..., Bx siano interpretate in vero e quindi la formula 8; A ... A G deve
essere interpretata in falso; pertanto la formula 5; A ... A [ e insoddisfacibile e quindi
confutabile per il teorema di completezza.



COMPITO di LOGICA PER INFORMATICA (B)
23 giugno 2004

Nome: Matricola:

Esercizio 2.1
Sia e una espressione di arieta .

1. Sapendo che, per ogni ¢ : v exp, ogni x : « var e ogni a : « exp, FV(c[z := a]) C
(FV(c) — {z}) UFV(a), dimostrare che FV(nf(e)) C FV(e).

2. Esibire un esempio in cui l'inclusione ¢ propria.

Soluzione. La prova ¢ per induzione sulla definizione ricorsiva dell’algoritmo di normal-
izzazione.

e (a# 0 e x nuova)
FV(nf(e)) = FV(Az.nf(e(z)))
FV(nf(e(m)) —{z}
FV(e(x)) — {x}
FV(e)

FV(nf(e)) = FV(nf( (a1) .- (an)))
= FV(z(nf(a1))... (nf(an)))
= {z}UFV(nf(ay))U...UFV(nf(a,))
C {z}UFV(a))U... U FV(an)
= FV(z(a1)...(an))

.. UFV(a,)
FV(a1) U...UFV(ay,)

i
-
<
o

Dalle precedenti inclusioni si nota che si puo ottenere un semplice esempio di inclusione
propria ponendo e = (Ay.z)(z) : 0 supponendo che y : 0, x : 0 e z : 0. Infatti in tal caso si
ha che FV(nf(e)) = FV(nf((A\y.x)(2))) = FV(2) = {z} C{z, 2z} = (FV(z) —{y}) UFV(2) =
FV((A\y.z)(z)) = FV(e).



Esercizio 2.2
Si consideri il seguente insieme di formule

¢ = {Vz.R(z,x), Jx((Vy.R(x,y)) — (3x.~R(x,x)))}

Dimostrare che ® ¢ soddisfacibile ma non ¢ soddisfacibile in alcuna struttura con meno
di due elementi.

Soluzione. Per rendere vere tutte le formule in ® basta considerare una struttura con
almeno due elementi ed interpretare il simbolo R nella relazione di identita. Infatti in
tal caso abbiamo una relazione riflessiva (prima formula) e quindi tale che 3x.—~R(x, z) &
interpretato in falso per cui la seconda formula viene interpretata in vero.

D’altra parte, se abbiamo un solo elemento e R deve essere interpretato in una relazione
riflessiva per soddisfare la prima formula allora non possiamo rendere vera la seconda
formula perché se = R(z,y) viene interpretato in vero allora 'interpretazione di x deve
essere diversa dall’interpretazione di y.



Esercizio 2.3
Dimostrare che ® U {—=(a — )} ¢ confutabile se e solo se ® U {«a, =3} ¢ confutabile.

Soluzione. Se ® U {«, —3} & confutabile allora possiamo costruire un albero di confu-
tazione per ® U {—(a — [)} semplicemente attaccando ’albero di confutazione per
¢ U {a, 4} alla foglia dell’albero che si ottiene espandendo la formula —(a — (3).
D’altra parte se ® U {—(a — ()} ¢ confutabile allora esso non ¢ soddisfacibile (teorema
di correttezza) e quindi o ® non & soddisfacibile, e quindi anche ® U {«, =3} non lo &
e percio & confutabile (teorema di completezza), oppure =(a — [3) non & soddisfacibile
e quindi una qualsiasi valutazione o rende falso a o rende vero 3 e quindi non soddisfa
® U {a, 5} che ¢ quindi confutabile (teorema di completezza).



Esercizio 2.4

Dimostrare che
Ve((ao — ) A Jz.=f) F Jz.—a

Soluzione. Per definizione Vz((a — () A Jz.—=03) F Jz.—a vale se e solo se
{Vz((a — B) A Jx.—03), =Fz.—a}
¢ confutabile. Ecco un possibile albero di confutazione:
{Vz((aw — B) A Jz.=(), =Fz.—~ac}
(v — B) A Jx.—p
{a — 8,320}
—flz = y]
(@ = B)[z =yl Az.—p

{alz :=y] = Bz = yl, Fz.-5}

—alz =y Bla = y]
——alr = y] X
X

10



Esercizio 2.5

Costruire una macchina di Turing che agendo su un nastro contenente un input costi-
tuito da una sequenza di lunghezza n > 0 del simbolo S; e contiene altrove solamente
Sp si arresta se e solo se n ¢ pari. Fornire quindi la formula del primo ordine che ne
rappresenta l'arresto. (Nota bene: non verranno considerate risposte che non spieghino il
funzionamento della macchina)

Soluzione. La macchina che cerchiamo si puo realizzare con il seguente programma

% S1 R @
@ So So ¢
an S1 R g

che si arresta nello stato ¢y dopo aver scandito un numero pari di S; oppure entra in loop
nello stato ¢; nel caso il numero di 5] sia dispari.
La formula che esprime ’arresto e quindi

H=3t3x.(tQox ANt Spx)
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Esercizio 2.6
Si supponga che l'insieme ® = {ay — f1,...,0, — [Bn,...} sia insoddisfacibile. Di-
mostrare che esiste un numero naturale k tale che la formula a; V...V ay € una tautologia.

Soluzione. Per il teorema di compattezza, ® = {ay — (1,..., @, — B, ...} € insoddis-
facibile se e solo se esiste un suo sottoinsieme finito che ¢ insoddisfacibile. Ma allora esiste
un massimo indice k tale che la formula oy, — [y appartiene a tale sottoinsieme finito e
quindi anche l'insieme {o; — (1, ..., ax — Bi} € insoddisfacibile in quanto sovrainsieme
di un insieme insoddisfacibile. Ma allora per qualsiasi valutazione non puo accadere che
tutte le formule a4, ..., ai siano interpretate in falso e quindi la formula a7 V ...V a4
deve essere interpretata in vero. Quindi essa ¢ una tautologia.
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