MATEMATICA DI BASE
ALGEBRA
15 novembre 2004

NOME e COGNOME in stampatello:

Esercizio 4
e Si risolva la seguente congruenza

22 =1 mod 3

Soluzione. Visto che il massimo comun divisore tra 2 e 3 € 1 e che divide
quindi 1, vale a dire il termine noto della congruenza, per un teorema nelle
dispense sappiamo che la congruenza ammette esattamente una soluzione
individuata da un numero intero e costituita da tutti i numeri interi ad
esso congrui modulo 3. Tale soluzione sara individuata da un numero
intero x tale che 2x diviso per 3 abbia resto 1, vale a dire che 2z — 1 si
deve dividere per 3 e quindi z = —1 & un possibile valore. Ne segue che
I'insieme delle soluzioni ¢ {z € Z |z = -1+ 3k, k € Z}.

e Per quali valori di n la congruenza
nx =1 mod 3

ammette soluzioni?

Soluzione. Affinche la congruenza ammetta soluzione & necessario e suffi-
ciente che il massimo comun divisore tra 3 e n divida 1, ma questo accade
se e solo se 3 e n sono primi tra loro e quindi, visto che 3 ¢ un numero
primo, se e solo se n non € un multiplo di 3.



Esercizio 5

Sia data la funzione
g:C —C

r — 3xT

dove il simbolo ~ denota il complesso coniugato.

1. Dimostrare che I'immagine di g € contenuta in R
Soluzione. Sia x = a + ib un generico numero complesso dove a,b € R.
Allora 32T = 3(a + ib)(a — ib) = 3(a? — i%b?) = 3(a? + b?) ed & quindi un
numero reale.

2. Dimostrare che g non ¢ iniettiva.

Soluzione. Per dimostrare che g non ¢ iniettiva basta esibire due diversi
numeri complessi 21 e zo tali che g(x1) = g(z2). Ad esempio, preso
1 =a+ibe xy = a — ib otteniamo che g(x1) = 3(a? + b2) = g(z2).

3. E vero che I'immagine di g coincide con R? Se si, fornire una dimostrazione,
altrimenti, dare un controesempio.
Soluzione. L’immagine di g non coincide con R visto che per ogni numero
complesso x = a + ib abbiamo che g(x) = 3(a? + b?) ed & quindi sempre
un numero maggiore o uguale a 0 e quindi qualsiasi numero negativo non
appartiene all'immagine di g.

4. Calcolare g(1+ 3i), g(1 + 3i), e |g(1 + 37)|.
Soluzione.
g(1+ 3i) = 3(1% + 32) = 30,
g(1+3i) = g(1 — 3i) = 3(1%2 + 3%) = 30,
lg(1 + 3i)| = |3(1 + 3?)| = |30] = 30



Esercizio 6
Siano Y e Z due insiemi e si definisca

YAZ={yeY|ygZ}U{z€Z|2¢Y}
Si dimostri che per ogni insieme X
XNYAZ)=(XNY)A(X NZ)

Soluzione. Indichiamo con Y — Z I'insieme di tutti gli elementi che stanno
in Y ma non stanno in Z. Allora possiamo scrivere YAZ come (Y —Z)U(Z-Y)
ed ottenere

reXN(YAZ) sse z€XexeYAZ
sse ze€Xexe(Y-2)U(Z-Y)
sse z€Xe((zeY—-2Z)o(zeZ-Y))
sse (xe€XexeY—-Z)o(zeXexeZ-Y)
sse (zre(XNY)exdZ)o(ze(XNZ)exdY)
sse (xe(XNY)—Z)o(ze(XNZ)-Y)
sse ze(XNY)—-2)u((XnZ)-Y)
sse z€(XNY)A(XNZ)



MATEMATICA DI BASE
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NOME e COGNOME in stampatello:

Esercizio 4
e Si risolva la seguente congruenza

4r =1 mod 5

Soluzione. Visto che il massimo comun divisore tra 4 e 5 ¢ 1 e che divide
quindi 1, vale a dire il termine noto della congruenza, per un teorema nelle
dispense sappiamo che la congruenza ammette esattamente una soluzione
individuata da un numero intero e costituita da tutti i numeri interi ad
esso congrui modulo 5. Tale soluzione sara individuata da un numero
intero x tale che 4x diviso per 5 abbia resto 1, vale a dire che 4z — 1 si
deve dividere per 5 e quindi z = —1 & un possibile valore. Ne segue che
I'insieme delle soluzioni ¢ {z € Z | x = —1 + 5k, k € Z}.

e Per quali valori di n la congruenza
nx =1 mod 5

ammette soluzioni?

Soluzione. Affinche la congruenza ammetta soluzione & necessario e suffi-
ciente che il massimo comun divisore tra 5 e n divida 1, ma questo accade
se e solo se 5 e n sono primi tra loro e quindi, visto che 5 ¢ un numero
primo, se e solo se n non € un multiplo di 5.



Esercizio 5

Sia data la funzione
g:C —C

T +— 5rT

dove il simbolo ~ denota il complesso coniugato.

1. Dimostrare che I'immagine di g € contenuta in R
Soluzione. Sia x = a + ib un generico numero complesso dove a,b € R.
Allora 52T = 5(a + ib)(a — ib) = 5(a? — i2b?) = 5(a? + b?) ed & quindi un
numero reale.

2. Dimostrare che g non ¢ iniettiva.

Soluzione. Per dimostrare che g non ¢ iniettiva basta esibire due diversi
numeri complessi 21 e zo tali che g(x1) = g(z2). Ad esempio, preso
1 =a+ibe xy = a — ib otteniamo che g(x1) = 5(a? + b2) = g(z2).

3. E vero che I'immagine di g coincide con R? Se si, fornire una dimostrazione,
altrimenti, dare un controesempio.
Soluzione. L’immagine di g non coincide con R visto che per ogni numero
complesso x = a + ib abbiamo che g(x) = 5(a? + b?) ed & quindi sempre
un numero maggiore o uguale a 0 e quindi qualsiasi numero negativo non
appartiene all'immagine di g.

4. Calcolare g(1 + 5i), g(1 + 51), e |g(1 + 57)|.
Soluzione.
g(1+5i) = 5(1%2 + 5%) = 130,
g(1+5i) = g(1 — 5i) = 5(12 + 52) = 130,
lg(1+ 5i)| = |5(1% + 5%)| = |130] = 130



Esercizio 6

Siano Y e Z due insiemi e si definisca

YAZ={yeY|ygZ}U{z€Z|2¢Y}

Si dimostri che per ogni insieme X

XA(YAZ) = (XAY)AZ

Soluzione. Siosservi che x  YAZ seesolose (r€YexeZ)o(x¢Y
e x € Z). Allora abbiamo

r € XA(YAZ) sse
sse
sse

sse
sse
sse

sse
sse

re{weX |wegYAZ}U{weYAZ |w¢g X}
(reXexdYAZ)o(reYAZex ¢ X)
(zeXe((zeYexeZ)o(zgYex g Z)))o
((zeYexdZ)o(xeZexdgY)ex g X)
reXexeYexeZ)o(zeXexdgYexdZ)o
xdXexeYexdZ)o(xgdXexgYexeZ)
(zeXexdY)o(xeYexdX))exgZ)o
(zeZe((zeX)e(xeY))o(zgXexdy))
(xeXAY ex g Z)o(xe€Zex g XAY)
re{we XAY |wgZ}U{weZ|wg XAY}
€ (XAY)AZ
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Esercizio 4
e Si risolva la seguente congruenza

6x=1mod?7

Soluzione. Visto che il massimo comun divisore tra 6 e 7 ¢ 1 e che divide
quindi 1, vale a dire il termine noto della congruenza, per un teorema nelle
dispense sappiamo che la congruenza ammette esattamente una soluzione
individuata da un numero intero e costituita da tutti i numeri interi ad
esso congrui modulo 7. Tale soluzione sara individuata da un numero
intero x tale che 6x diviso per 7 abbia resto 1, vale a dire che 6z — 1 si
deve dividere per 7 e quindi z = —1 & un possibile valore. Ne segue che
I'insieme delle soluzioni ¢ {zx € Z |z = -1+ Tk, k € Z}.

e Per quali valori di n la congruenza
nx =1 mod 7

ammette soluzioni?

Soluzione. Affinche la congruenza ammetta soluzione & necessario e suffi-
ciente che il massimo comun divisore tra 7 e n divida 1, ma questo accade
se e solo se 7 e n sono primi tra loro e quindi, visto che 7 ¢ un numero
primo, se e solo se n non € un multiplo di 7.



Esercizio 5

Sia data la funzione
g:C —C

r — 7xT

dove il simbolo ~ denota il complesso coniugato.

1. Dimostrare che I'immagine di g € contenuta in R
Soluzione. Sia x = a + ib un generico numero complesso dove a,b € R.
Allora 72T = 7(a + ib)(a — ib) = 7(a? — i2b?) = 7(a? + b?) ed & quindi un
numero reale.

2. Dimostrare che g non ¢ iniettiva.

Soluzione. Per dimostrare che g non ¢ iniettiva basta esibire due diversi
numeri complessi 21 e zo tali che g(x1) = g(z2). Ad esempio, preso
1 =a+ibe xy = a — ib otteniamo che g(x1) = 7(a? + b?) = g(z2).

3. E vero che I'immagine di g coincide con R? Se si, fornire una dimostrazione,
altrimenti, dare un controesempio.
Soluzione. L’immagine di g non coincide con R visto che per ogni numero
complesso x = a + ib abbiamo che g(x) = 7(a? + b?) ed & quindi sempre
un numero maggiore o uguale a 0 e quindi qualsiasi numero negativo non
appartiene all'immagine di g.

4. Calcolare g(1+ 7i), g(1+ 7i), e |g(1 + 77)|.
Soluzione.
g(1+7i) = 7(12 + 7?) = 350,
g(1+7i) = g(1 — 7i) = 7(12 + 7?) = 350,
lg(1+ 73)] = |7(12 + 7%)| = |350| = 350



Esercizio 6
Siano X e Y due insiemi e si definisca

XAY ={zeX|z¢Y}U{yeY|yg& X}

Si dimostri che
XNXAY)={ze X |azgY}

Soluzione.

r € XN(XAY) sse z€XexeXAY
sse re€Xe((zeXexdY)o(xeYeaxgX))
sse reXexeXexdY)o(reXerxeYerdX))
sse re€XexgY
sse zef{reX|zgY}
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Esercizio 4
e Si risolva la seguente congruenza

10z =1 mod 11

Soluzione. Visto che il massimo comun divisore tra 10 e 11 & 1 e che divide
quindi 1, vale a dire il termine noto della congruenza, per un teorema nelle
dispense sappiamo che la congruenza ammette esattamente una soluzione
individuata da un numero intero e costituita da tutti i numeri interi ad
esso congrui modulo 11. Tale soluzione sara individuata da un numero
intero x tale che 10x diviso per 11 abbia resto 1, vale a dire che 10z — 1 si
deve dividere per 11 e quindi x = —1 ¢ un possibile valore. Ne segue che
I'insieme delle soluzioni ¢ {x € Z | x = —1 + 11k, k € Z}.

e Per quali valori di n la congruenza
nr =1 mod 11

ammette soluzioni?

Soluzione. Affinche la congruenza ammetta soluzione & necessario e suffi-
ciente che il massimo comun divisore tra 11 e n divida 1, ma questo accade
se e solo se 11 e n sono primi tra loro e quindi, visto che 11 € un numero
primo, se e solo se n non ¢ un multiplo di 11.
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Esercizio 5

Sia data la funzione
g:C —C
r +— 1lax

dove il simbolo ~ denota il complesso coniugato.

1. Dimostrare che I'immagine di g € contenuta in R
Soluzione. Sia x = a + ib un generico numero complesso dove a,b € R.
Allora 1127 = 11(a +ib)(a — ib) = 11(a? — i?b?) = 11(a? + b?) ed & quindi
un numero reale.

2. Dimostrare che g non ¢ iniettiva.

Soluzione. Per dimostrare che g non ¢ iniettiva basta esibire due diversi
numeri complessi 21 e xo tali che g(x1) = g(z2). Ad esempio, preso
1 =a+ibe xo = a — ib otteniamo che g(x;) = 11(a? + b?) = g(x2).

3. E vero che I'immagine di g coincide con R? Se si, fornire una dimostrazione,
altrimenti, dare un controesempio.
Soluzione. L’immagine di g non coincide con R visto che per ogni numero
complesso x = a + ib abbiamo che g(z) = 11(a? + b?) ed & quindi sempre
un numero maggiore o uguale a 0 e quindi qualsiasi numero negativo non
appartiene all'immagine di g.

4. Calcolare g(1 + 113), g(1 + 11z), e |g(1 + 114)].
Soluzione.
g(1+11i) = 11(12 + 112) = 1342,
g(1+114) = g(1 — 114) = 11(12 + 112) = 1342,
lg(1+ 110)| = [11(1% + 11?)| = |1342| = 1342
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Esercizio 6
Siano X e Y due insiemi e si definisca

XAY ={zeX|z¢Y}U{yeY|yg& X}

Si dimostri che
(XNY)U(XAY)=XUY

Soluzione.

€ (XNY)U(XAY) sse z€XNY oxeXAY
sse (xeXexeY)o
reXexdY)o(xeYex ¢ X)
sse (reXexeY)o(zeXexzdY)) o
(zeXexeY)o(xzeYeaxdX))
sse reXozxeY
sse reXUY
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