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Esercizio 1
Sia B un’algebra di Boole. Si provino i seguenti punti:

1. Sia (U;)icr una famiglia di ultrafiltri di B, cioe filtri primi. Dimostrare che (,.; U;
e un filtro di B.

2. Sia F' un filtro di B e x un suo elemento. Dimostrare che se x ¢ F' allora esiste un
ultrafiltro U tale che F CUex ¢ U.

3. Utilizzando i risultati precedenti, dimostrare che, per ogni filtro F' di B, F =
Npcu U

4. Si consideri lo spazio topologico il cui insieme di punti Pt(B) e costituito dall’insieme
degli ultrafiltri di B mentre una base ¢ costituita dagli insiemi ext(a) = {U € Pt(B) |
a € U} al variare di @ € B. Dimostrare che I'insieme {U € Pt(B) | F C U} ¢ un
chiuso di tale spazio topologico.

Soluzione.

Vediamo i vari punti richiesti.

1. Per dimostrare che [

,er Ui € un filtro nell’ipotesi che tutti gli U;, per ¢ € I, lo siano,
basta verificare che soddisfa la definizione di filtro.

o 1€ ()., Ui vale visto che, per ognii € I, 1€ Uj;

o sex €[, Uiex <yalloray € (), U infatti se x € (),.; U; allora, per ogni
1 € I, x € U; e quindi dall’ipotesi che z < y segue che y € U;, da cui si ottiene
che y € N, Ui.

esex €[\ Uiey €N Usallorax Ay € (), U infatti se z € (., U e
y € (iey Ui allora, per ognii € I, x € U; e y € Uy; quindi v Ay € Uy, da cui si
ottiene che z Ay € (¢, Ui.

2. Supponiamo che x ¢ F' e consideriamo il filtro generato da F' U {vx}, cioe I'insieme

T(FU{vz})={z€B|(3yeF)yAve <z} Allora certamente 0 €1 (F U {vz})
perche altrimenti esisterebbe y € F' tale che y Ave < 0 e quindi y < vvx = x e
quindi x apparterrebbe a F' contro l'ipotesi.

Possiamo ora costruire una prova sulla falsa riga di quella fatta a lezione e ottenere
che esiste un filtro primo, i.e. un ultrafiltro nel caso di un algebra di Boole, che
estende il filtro T (FFU{vx}), che include 1 ed esclude 0 (ogni filtro lo fa). In questo
modo otteniamo quindi un ultrafiltro che include F' e contiene vax ma non 0 e che
deve percio escludere z.



3. Bisogna dimostrare che valgono le due inclusioni. Ora F' C (1)<, U vale banalmente
visto che F' ¢ incluso in ognuno degli ultrafiltri che compaiono nell’intersezione.

D’altra parte se x ¢ F allora 'esercizio precedente ci assicura che esiste un ultrafiltro
U che include F' e che non contiene z; percio U e uno degli ultrafiltri che appaiono
nell’intersezione e quindi si deduce subito che z & (., U.

4. Per quanto riguarda il complementare dellinsieme {U € Pt(B) | FF C U} abbiamo
la seguente sequnza di uguaglianze

C{UEPB)|FCU} = {VePyB)|FgZV}
= {VePt(B)|(FaeF)agV}
= {VePt(B)|(Ja€ F)vaeV}
= {VePt(B)|(JaeF)V €ext(ra)}
= UaEF eXt(Va)

Esso risulta quindi un aperto in quanto unione di aperti della base. Se ne conclude
quindi che {U € Pt(B) | F C U} ¢ un chiuso in quanto complementare di un aperto.



Esercizio 2

Supponendo che esista una proposizione S tale che S < (S — A) dimostrare A in
deduzione naturale intuizionista. Supponendo poi che esista una proposizione S tale che
S « (=S N A) dimostrare = A in deduzione naturale intuizionista.

Soluzione.

Vediamo come risolvere le due parti dell’esercizio.

Per quanto riguarda la prima parte vediamo prima di tutto che se esiste una proposizione
S con la proprieta richiesta allora tale proposizione deve essere dimostrabile:

S o (S — A)

[Sh §—=(5—4)
A S« (S — A
Al 5=A) =9

g

A partire da tale prova di S, che chiameremo 7, possiamo allora costruire la seguente
prova di A
- S (S — A)
T (S — A)
S S— A
A

Per quanto riguarda la seconda parte dell’esercizio possiamo invece procedere come segue.
Prima di tutto dimostriamo che la proposizione S € una conseguenza della proposizione
A con la seguente deduzione 7:

S < (=S A A)
S, S — (=S A A)
-SAA
[STa -5
1
“o ! 4 S (7SAA)
—“SAA (-SAA) =S

S

A questo punto si puo dimostrare = A nel modo che segue:

AL S o (=S A A)

S S—(-SAA)
[‘?Th ~SAA
S -5

— 1



Esercizio 3
Si considerino le seguenti formule

1. Ve Vy.(R(z,y) — Jz.(R(z,z) & ~R(z,9)))
2. Vo.3y.R(z,y)
3. VaYyVz.((R(z,y) & R(y, z)) — R(z, z))

Si dimostri dapprima che I'insieme costituito da due qualunque di tali formule & soddis-
facibile esibendone un modello e si dimostri poi utilizzando la deduzione naturale che
I'insieme costituito da tutte e tre le formule non e soddisfacibile costruendo una prova di
L a partire dalle tre formule.

Soluzione. Per quanto riguarda le prime due formule un modello e costituito da un
qualsiasi insieme che abbia almeno due elementi interpretando il segno predicativo R
nella relazione #.

D’altra parte la seconda e la terza formula vengono rese vere su un qualsiasi insieme non
vuoto interpretando il segno predicativo R nella relazione sempre vera mentra la prima e
la terza formula sono soddisfatte ancora su un qualsiasi insieme non vuoto interpretando
il segno predicativo R nella relazione sempre falsa.

Una prova della non soddisfacibilita contemporanea delle tre formule ¢ la seguente

[R(z, ®) A 7R(z, y)]2

R(z, ) [R(z, )1 Va.Vy.Vz.((R(z,y) & R(y, =) — R(z, =)
Vz.Vy.R(z,y) — 3z.(R(z,z) A ~R(z,y)) [R(z,z) A =R(2,y)]2 R(z,z) N R(z,y) (R(z,z) A R(z,y)) — R(z,y)
Rz, )1 R(z,9) — 32.(R(z, 2) A =R(= 1)) “R(=w) R(9)
Vz.3y.R(z,y) Jz.R(z,z) A = R(z,y) €L 5
Jy.R(z, y) 1 N
€



