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Esercizio 1
Verificare, utilizzando direttamente la definizione di valutazione, che la seguente propo-
sizione

(=Vz. A) — (Fz. 2A)
vale in ogni struttura classica.

Soluzione.
Sia (D, R,0,0) + B, dove B & un’algebra di Boole completa, la struttura e sia o la valu-
tazione cosiderate. Allora

o((=Vx. A) = (Fz. =A)) =1 sse o(—Vx. A) — o(dx. =A) =1
sse o(—Vz. A) < o(Jz. ~A)
sse ¥ Ngep 0(2/d)(A) < Vyepo(x/d)(=A)
sse ¥ Ngep 0(2/d)(A) < Vyeprvo(z/d)(A)

Quindi per concludere basta dimostrare che in ogni algebra di Boole completa vale che

e questo si ottiene immediatamente osservando che, in un’algebra di Boole, se va < b
allora vb < a. Infatti, adesso abbiamo che da va; < \/Z.e ; va;, che ovviamente vale per
ogni ¢ € I, possiamo ottenere che v\/,_,;va; < a; e quindi v/, va; < \,c; a; che porta
av N ai < Ve va;.

el



Esercizio 2
Si determini quali tra le seguenti proposizioni sono valide intuizionisticamente e quali solo
classicamente, fornendo in questo un controesempio basato su un’algebra di Heyting.

L (Ve 3y.(A(y) — B(z))) — ByVz.(Aly) — B(x)))
2. ((3z.A) — (Vz.mA)) — (Vx.mA)
3. Jz.Vy.(A(x) — A(y))

Soluzione.
Risolviamo i vari punti:

1. Prima di tutto notiamo che se F(x) — G(x) allora (Vz.F(x)) — (Vz.G(z)) e se
F(y) — G(y) allora (Jy.F(y)) — (Jy.G(y)). Quindi, visto che sappiamo come di-
mostrare che Jy.(A(y) — B(z)) — ((Vy.A(y )) B(z)) siamo anche in grado di scri-
vere una prova di Vz.3y.(A(y) — B(x)) — Vz.((Vy.A(y)) — B(x)). Analogamente,
siccome sappiamo dimostrare che (A(y) — (Vx.B(z))) — Vz.(A(y) — B(x)) siamo
anche capaci di dimostrare che Jy.(A(y) — (Vx.B(z))) — Jy.Vz.(A(y) — B(x)).

Quindi, se Va.3y.(A(y) — B(x)) possiamo dimostrare che Vz.((Vy.A(y)) — B(z)) e
quindi, usando il ‘taccuino’, che (Vy.A(y)) — (Va.B(z)); percio, utilizzando questa
volta il ‘taccuino classico’ possiamo dimostrare anche che Jy.(A(y) — (Vz.B(x))) e
quindi che Jy.Vx.(A(y) — B(z)).

La prova che otteniamo in tal modo e classica perche abbiamo usato il ‘taccuino
classico’; nel terzo punto vedremo che tale uso e essenziale.

2. Ecco una dimostrazione intuzionista della proposizione considerata.

(Al
dz.A (Fz.A) — (Vz.mA)
Vr.—A
—A [Alx
L
A 1
Vr.—A

3. La proposizione considerata in questo punto ¢ una conseguenza di una istanza della
proposizione considerata nel primo punto ottenuta ponendo B(—) = A(—). Infatti,
in questo caso la prima proposizione diviene

Vo Jy.(A(y) — A(x)) — Jy.Va.(A(y) — A(x))

e 'antecedente di questa implicazione e dimostrabile come segue




Possiamo ora mostrare che si tratta di una proposizione vera solo classicamente (e di
conseguenza anche la proposizione considerata nel punto 1 & vera solo classicamente).
Infatti, se la interpretiamo su una struttura con due elementi allora essa e equivalente
alla proposizione

(A1 = A A (A1 — Ag)) V ((As — A1) A (A — Ay))
che a sua volta ¢ logicamente equivalente a
(Al — Az) V (A2 — Al)

visto che A1 — A; e Ay — A, vengono comunque interpretate in 1. Ora questa
ultima proposizione si puo falsificare nell’algebra di Heyting

1

se interpretiamo A; in a e Ay in b.



Esercizio 3
Sia H un’algebra di Heying e G’ un suo sottoinsieme non vuoto tale che, per ogni yy, ..., vy, €
G,y N ... Ny, # 0. Si chiama allora filtro generato da G il filtro definito come segue

1G={xeH|Jy,....,.un € Gyr A... Ny, < x}

1. Dimostrare che T G = ﬂcg rer I, dove con F indichiamo la collezione dei filtri di
H, dimostrare cioe che T G ¢ il piu piccolo filtro contenente G.

2. Di dica ora massimale un filtro F' di H tale che se « ¢ F allora | (F U {z}) = H.
Dimostrare che se F' ¢ un filtro massimale allora esso ¢ anche un filtro primo.

3. Si supponga ora che H sia un algebra di Boole. Dimostrare che in questo caso
accade anche che ogni filtro primo ¢ massimale.

4. Si esibisca infine un esempio di algebra di Heyting che falsifica 1'ultimo punto.

Soluzione.
Affrontiamo uno dopo 'altro i vari punti:

1. TG C ﬂGg per I vale sicuaramente visto che T G ¢ un filtro che contiene G giacche
y <y vale per ogni y € G.

D’altra parte se x € G allora esistono y1,...,y, € G tali che y; A... Ay, < z; ma,
se I’ & un filtro che contiene G, y1,...,y, € F e quindi y1 A ... Ay, € F, visto che
un filtro e chiuso per A, e percio x € F, visto che un filtro & chiuso verso 'alto.

2. Supponiamo che a Vb € F e che a ¢ F. Allora, visto che per ipotesi F' e un filtro
massimale, | FU{a} = H e quindi esiste = € F tale che z Aa < 0; percio z < a — 0
e quindi @ — 0 € F. Percio (a — 0) A (a Vb) € F, ma

(a—0)A(aVd)=((a—=0)Aa)V((a—0)Ab)=(a—0)AbD<D
e quindi b € F.

3. Supponiamo che x ¢ F per dimostrare che | FU{z} = H. MaxzVvz =1 € F, visto
che per ipotesi siamo in un’algebra di Boole, e quindi vx € F, visto che per ipotesi
il filtro F' & primo. Quindi, per ogniy € H, vz Az =0 <y, cioe y €] F U {x}.

4. Nell’algebra di Heyting 0 < a < 1, {1} & un filtro primo che non ¢ massimale visto
che si puo estendere al filtro {1,a} # H.



