TRASFORMAZIONE DI FOURIER CLASSICA
(METODI MATEMATICI PER L'INGEGNERIA)

GIUSEPPE DE MARCO

0.1. Introduzione. Per un fenomeno periodico, rappresentato da funzioni periodiche, lo sviluppo in
serie di Fourier di queste costituisce un metodo per l'analisi del fenomeno stesso: le armoniche dello
sviluppo di Fourier hanno spesso significato fisico, intendendosi con cio il fatto che esistono strumenti di
vario genere (risuonatori, oscilloscopi, ecc.) che permettono di rilevare e misurare tali armoniche. Per
funzioni f : R — C non periodiche & possibile qualcosa del genere? Si puo pensare di prendere un numero
7 grande, di considerare la funzione su [—7/2,7/2[, di estendere per periodicita tale restrizione al di fuori
di [-7/2,7/2[, e di considerare la successione ¢(f,7) : Z — C dei coeflicienti di Fourier di tale funzione;
al tendere di 7 a +oo, ¢(f,7) dovrebbe, sotto opportune ipotesi su f, tendere ad un oggetto legato
alla funzione f. Non possiamo pero restare nell’ambito discreto; come funzione su Z, la successione dei
coefficienti di Fourier, almeno per f € L!(R), tende solo a zero. Si fa diventare ogni ¢(f, ) una funzione
fT : R — C, costante a tratti, nel modo seguente: si prende un "passo” d = 1/7, e la funzione ﬁ(u) e
definita dalla formula

frlv) = écn(f, 7) = /_://zzf(t)e*”?tdt, S<v< "j L
o se si preferisce dalla formula
N 0 /2
Fw)y= > </ s f(t)e_zmﬁtdt> Xn/7,(n+1)/7[(V);

( si rappresentano insomma le successioni ¢ : Z — C mediante funzioni a scalino su R, in passo d, usando
I'interpolazione detta ”a tenuta”; il fattore 1/d = 7 serve a far si che le sommatorie in Z diventino gli
integrali su R). Si puo allora dimostrare (non & difficile, ma non lo facciamo; queste righe sono solo a
titolo euristico) che se f € L!(R) allora, per T — +oo la funzione f+ tende uniformemente su R ad una
funzione continua f: R — C, detta trasformata di Fourier di f.

0.2. Definizione e prime proprieta.

Definizione. Sia Af : R — C funzione assolutamente integrabile su R. La trasformata di Fourier di f &
la funzione @ f = f : R — C definita dalla formula:

Of(v) = f(u) = /Rf(t)e_%i”t dt, per ogni v € R.

Prima di procedere oltre:

Proposizione. La trasformata di Fourier di una funzione di L'(R) ¢ una funzione continua e nulla

~

all’infinito, si ha cioé lim,_. 1o f(v) =0.

Dimostrazione. La continuita di f‘e un’immediata conseguenza del teorema della convergenza dominata
(Analisi Due, 9.22.1); la tendenza a zero all’infinito & il lemma di Riemann-Lebesgue (Analisi Due,
13.1). O

OSSERVAZIONE. Qui, ed anche in seguito quando faremo le trasformate di Laplace, tendiamo ad usare i teoremi
della teoria dell’integrazione alla Lebesgue, sostituendo essi a varie nozioni tradizionalmente usate in passato,
quali integrali uniformemente convergenti rispetto ad un parametro, e simili: piu semplici forse, non dipendendo
dall’integrale di Lebesgue, ma in definitiva piti onerose per chi studia, richiedendo argomentazioni ad hoc ogni
volta. I teoremi di convergenza che rendono utile I'integrale di Lebesgue possono essere tranquillamente accettati
senza dimostrazione, come pure i teoremi di Fubini e Tonelli: si ha a disposizione una strumento in fondo semplice,
ed assai potente.
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L’insieme delle funzioni continue nulle all’infinito si indica con Cy(R)(= Cy(R, C)); sono chiaramente
funzioni limitate ed uniformemente continue, spazio di Banach nella sup—norma.

La trasformazione di Fourier ¢ banalmente lineare, (af 4+ Bg)” = oaf—l— (g per ogni f,g € L'(R)
ed a,3 € C; essendo, per ogni f € L'(R) ||fllc < I|f]l1, come risulta subito dalla disuguaglianza

fondamentale
/ F(t)e2m de| < / F@ldt=|Ifli,  per ogniv € R,

la trasformazione di Fourier & anche continua da L' a Co se fr & successione di funzioni di L'(R) che

converge L' ad f, allora fk converge uniformemente a f La norma operatoriale di ® e chiaramente
minore od uguale ad 1, e si ha anzi ||®|| = 1, come sara chiaro da vari calcoli espliciti di trasformate fatti
in seguito.

Data f € LY(R), f & Doriginale di Fourier di f, che ¢ la sua trasformata di Fourier; non € ancora
chiaro che ci sia un unico originale di Fourier, cioe che la trasformazione di Fourier sia iniettiva; la cosa ¢
vera, ma sara vista dopo la formula di inversione. Non ¢ invece suriettiva la trasformazione di Fourier da
LY(R) a Cy(R), cioé non ogni funzione continua infinitesima all’infinito & trasformata di Fourier di una
funzione di L'(R); ma non & del tutto banale dare esempi.

Per ogni funzione di R in C si definisce la simmetrizzata f ponendo f(t) = f(—t); si pone poi f*(t) =
f(—=t) (coniugata della simmetrizzata); le funzioni pari sono quindi quelle per cui f = f, le dispari quelle
con f = —f; si chiamano talvolta hermitiane le funzione con f = f*, antihermitiane quelle con f* = —f.

Le simmetrie sono della massima importanza nell’analisi di Fourier.

0.2.1. Simmetrizzazione e trasformata di Fourier. Commutano fra loro:
. La trasformata della simmetrizzata é la simmetrizzata della trasformata.

Dimostrazione.

+o0 -
of(v) = / F(—t)e2mvt dt = / F(0)e=27=0) (~dp) =

—00 —+oo

+oo —~—
/ F(0)e27 9 4 = B (1) = (BF)(v).

— 00

In particolare, funzioni pari hanno trasformate pari, funzioni dispari hanno trasformate dispari.
0.2.2. Coniugio e simmetria.

. La trasformata della coniugata é la simmetrica hermitiana della trasformata, la trasformata della sim-
metrica hermitiana € la coniugata della trasformata.

In simboli R R
=0 =0
La facile dimostrazione si lascia come esercizio; si basa sul fatto che il coniugato di un integrale e
Iintegrale del coniugato; si noti che la trasformata di una funzione reale & a simmetria hermitiana, ed
ogni funzione reale pari ha trasformata reale e pari; le funzioni reali dispari hanno trasformata dispari
immaginaria pura.

0.2.3. Comportamento rispetto alle omotetie.

. Se A€ R~ {0}, ed f € LY(R), la trasformata di t — f(At) &

v W Fv/N).

Dimostrazione. Si ha, posto g(t) = f(At), e supposto dapprima A > 0, con il cambiamento di variabile
At = 0:
+oo ) +o0 ) 4o
/g(y) — / f()\t)e—ZTrzut dt = / f(e)e—QTrz(V/)\)G_;
o oo A
se A < 0 si scambiano gli estremi di integrazione, e se ne ripristina ’originale posizione cambiando il
segno. O
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0.2.4. Traslazioni diventano moltiplicazioni per caratteri.
. Per ogni f € L*(R) ed ogni a € R si ha
(tra f) (V) = e~2™av F(1) per ogni v € R.

Dimostrazione.
+o0 ) +o0 ) N
(tI‘a f)A(V) — / f(t _ a)ef27rwt dt — / f(9)6727rw(a+9) do = 672771an(1/>'
O
0.2.5. Moltiplicazioni per caratteri diventano traslazions.
. Per ogni f € LY(R) ed ogni a € R si ha
(62771'(1#](‘(#))”‘: trg f.
Dimostrazione.
/ e2matf(t)e—27rwt dt = / f(t)e—%m(u—a)t dt = f(l/ _ a) = tr, f(V)
(]

0.2.6. Derivata della trasformata.
. Se f € LY(R) ¢ tale che t — tf(t) sta ancora in L'(R), allora f e di classe CY, e si ha
00 f = ®((=2migt) f (#));

i altre parole
0B f(v) = / (—2mit) f(£)e=2"" gt
R

Piu generalmente, se per un intero m > 1 si ha che t — t™f(t) appartiene ad L', allora f e di classe
C™ e si ha
O"(Df) = R((—2mi#)™ f(#))-

La dimostrazione ¢ conseguenza immediata del teorema di derivazione sotto il segno di integrale,
Analisi Due, 9.22.2(ii). E uso ricordarla dicendo ”piu rapidamente f tende a 0 all’infinito, e piu derivate
ha la trasformata”, anche se non ¢ affatto necessario che f tenda a 0 per verificare le ipotesi dell’enunciato
precedente.

0.2.7. Trasformata della derivata.
. Se f € LY(R) ¢ continua e C* tratti, con f' € LY(R), allora si ha

~

(0f)(v) = 2miv) f(v).

Dimostrazione. Anzitutto, nelle ipotesi poste si ha f(t) = f(0) + fg 1'(0) d; essendo f’ € L*(R), i limiti

+oo 0
i f0) = fO)+ [ F@ . Jin f0) =70~ [ o)

t——+oo t——o0

esistono finiti; e se f sta in L' tali limiti sono nulli. Nell'integrazione per parti

(/f/\)(y) = /+°° f,(t)e_zmut dt — I:f(t)e—27riut} Zirz + 2riv) /+<>O f(t)e_gm‘ut dt,
la parentesi quadrata e allora nulla. ([

Naturalmente si vede anche, per induzione su m:

. Se f & di classe C™ 1(R), con derivata (m — 1)—esima di classe C* a tratti, ed f,0f = f',...,0mf =
™) stanno tutte in L' (R), allora si ha

—

(0" )w) = @miv)" f(o).
Di conseguenza si ha anche che f(u) éo(1/v™) per v — too (cfr. Analisi Due, 13.8).

Insomma: pit derivate ha f, e pit rapidamente ftende a 0 all’infinito, se tali derivate stanno tutte in
LY(R).
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0.3. Calcolo delle piti comuni trasformate di Fourier.

0.3.1. Funzioni caratteristiche di intervalli. Dato A > 0 la trasformata di x[_x/2,x/2) ©

X[=r/2,0/2) (V) = /

—A/2

A/2

e e sin(mAv)

e—ZTrin :| t=A/2 TIWA _ ,—TIVA

e—ZTrin dt = |:

—2miv t=—2/2 2miv ez

Introducendo la funzione sinc s := sin(ws)/(7s) (e sinc0 = 1), si puo scrivere
X[=a/2,5/2)(v) = Asinc(\v).
Per un arbitrario intervallo limitato [a, b], posto ¢ = (a+b)/2, A = b—a, si ha x[q,4)(t) = tre X[—x/2,0/2) (1)
e quindi
Xjap (V) = €72 Asine(\v) = e ™Y (b — a) sinc((b — a)v).
Si noti che sinc ¢ L'(R); si ha quindi un esempio in cui la trasformata non & pitt in L!; perd & vero che
sinc € L?(R). Inoltre le funzioni trasformande sono a supporto compatto, e quindi le trasformate devono

essere C'°°; infatti sinc e restrizione ad R di una funzione olomorfa intera. Si noti che le funzioni a scalino
di L*(R), cioe quelle a supporto compatto, hanno tutte trasformata di Fourier in L?(R).

0.3.2. Funzioni triangolari. B spesso utile la trasformata del "triangolo” g : ¢t — (1 — |¢]) V 0; si ha

1 ) e—ZTrin t=1 1 e—27riut
i) = [ <1—|t|>e-2mdt=[(1—|t|> ] [ st =
t=—1

1 —2miv |,__ 1 2miv
1 O vt b amint 1 2mi 2mi
— 4T dt _ — 4TV dt — 1_ UX2 —aT 1 —
oriv (/16 /0 ¢ > (27r1/)2( ¢ )
2
W(l — cos(27v)) = sinc? v.
2

Se A > 0 la trasformata di gy : ¢ — g(t/A) = (1 — |¢t/A]) V 0 & quindi
ax(v) = Asinc(\w).

0.3.3. Funzioni lorentziane. Qualcuno chiama cosi le funzioni quali f,(t) = 1/(a® + t?), a costante reale
non nulla. La trasformata di Fourier si calcola col metodo dei residui e viene

+oo —2mivt
-~ e ™
_ dt = —27|av| )
fal¥) [m a? +¢? jal

(Analisi Due, 10.27.8).

0.3.4. Gaussiane. Se a > 0, la funzione fo(t) = e=*" sta in L'(R); I'integrale

-~ +oo 2 . +oo 2 +oo 2 de
fa@) :/ et g 2mivt dtz/ e " cos(2mvt) dt:/ e ? cos(27w9/\/5)7,
—00 —o00 —00 a

chiamato integrale di Laplace, ¢ stato calcolato in Analisi Due, 10.6.9, con metodi di variabile complessa;

si trova
Fulv) = [ e,
a

Si noti che fr(t) = e~ coincide con la sua trasformata di Fourier.

0.3.5. Trasformata di sinc>. La funzione sinc? sta in L'(R) e si ha, usando le formule di Eulero e la
parita:

4o 2.2 oo .2
5 t ; t
sinc?(v) :/ Me_%””t dt = 2/ sin(rt) cos(2mvt) dt =
0

oo (W)? (mt)?
% 1 — cos(27t) cos(2mut) d = 1 [ cos(2mvt) — cos(2t) cos(2mvt) &t
Le formule di Werner danno cos(27t) cos(2nvt) = (cos(2m(v + 1)t) + cos(2n(v — 1)t))/2, per cui
Sm/?(,/) :2% /oo 2 cos(2mut) — cos(27r(1/;— 1)t) — cos(2m (v — 1)t) gt =
™ Jo

dt.

1 /°° cos(2mvt) — cos(2m(v + 1)t) b+ 1 /°° cos(2mvt) — cos(2m(v — 1)t)
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Per parti, riconduciamo all’integrale di Dirichlet (a,b € R):

/O°° cos(az) — cos(bx) dp — cos(ax) — cos(bx)}:o n /Ooo bsin(bx) — asin(ax) dr —

z2 —z T
T

0+ (bsgnb— asgna)2 = (|b| — |a|)g

Si ottiene alfine

1
sinc?(v) 1 (2r|v| — 27y + 1|)

™

1 1
+ @y = 2ay = 1)) = S (v = [+ 1 + |v] = v = 1)),

Per v > 1 si trova 0; per 0 < v < 1 si trova 1 — v; per parita la trasformata ¢ il triangolo (1 — |v]) V 0;
sinc? era la trasformata di questa funzione; applicando due volte la trasformata di Fourier al triangolo si
torna quindi alla funzione di partenza. Per le funzioni pari & un fatto universale (per quelle almeno a cui
la trasformazione di Fourier ¢ applicabile due volte!).

Esercizio 1. Sia a € C con parte reale Rea > 0. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione
f: R — R definita da f(t) = 0 per t < 0, f(t) = e~ per t > 0. Servirsene per trovare le trasformate di
Fourier di F(t) = e~ e di G(t) = sgnte?ll.

Risoluzione. Si ha

. +oo ) +oo ) e~ (at2miv)t t=+o0 1
flv) = / e~ e gt = / emlatzmimitgy — | — =
0 0 —(a+2miv)|,_, a + 2mwiv
(si noti che si ha limy_, ;o e~ (@F27)t — (0 dato che |e~(@+2m)t| — ¢=tRea) Indicando con f la sim-
metrizzata di f siha F=f+4+ f, G= f — f, per cui
~ 1 1 2a ~ 1 1 —4miv

F(v) = - = . G) = — -

a+2miv  a—2miv a2+ (27v)2’ a+2miv  a—2miv  a?+ (27v)2’

O

ESERCIZIO 2. Calcolare la trasformata di Fourier F(v) della funzione f(t) = te=®", a > 0, riconducendola
alla trasformata G(v) di g(t) = e~o¢".

Risoluzione. In base alla formula della derivata della trasformata si ha
G'(v) = ® ((—2mit)g(t)) = (—2mi)® (te*atz) ,
per cui la trasformata richiesta e

1 1 T 2wy 2 2 2 2
F = e _ - 2 v o —rmvia 3/2 771'1//(1'
@) —2m1 v 2w\ a a € i(m/a)* e

Si pud anche ricorrere alla formula della trasformata della derivata: te=" = (—1/(2a))(—2ate=*") =
(=1/(2a))D(e~"), per cui

-1 ™

F(v) = %(2m'u)G(y) = —i—\/ge—ﬂ2l’2/a = —i(w/a)3/26_”2”2/“,

a

ESERCIZIO 3. Sia f € L*(R). Dimostrare che per ogni a € R si ha:

®(cos(att) f(#))(v) = (a/(2m) fw) ';tf(fa/(%)) fw) ;

®(sin(a#) f(#))(v) = a/(2m) J?(’/) ;:r(*a/@ﬂ')) J?(’/)'

Servirsene per calcolare la trasformata di f(t) = sintx[_r ], ricordando che la trasformata di x|, ©
27 sinc(27v).

EsErcizio 4. Calcolare la trasformata di Fourier di f(¢) = 1/cosht (passare al campo complesso ed
integrare su bordi di rettangoli di vertici r, r +imw, —r+4m, —r, indentati se occorre). Esistono A, k € R tali
che sia ®(1/ cosh(A#))(v) = k/ cosh(Av) (cioe , tali che 1/ cosh(At) sia autovettore della trasformazione
di Fourier, con k come autovalore)?
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Risoluzione. Si deve calcolare [, (72! /cosht) dt. Posto a = —27v per semplicitd, consideriamo la
funzione complessa g(z) = €'*#/ cosh z; essa ha poli dove cosh z = 0, e cio¢ per z = i(7/2 + kn), k € Z.
Ci interessa solo im/2, dove D cosh z = sinh z vale 4, e che & quindi polo del primo ordine; per il teorema
dei residui si ha

r o T i (z+im)
€ e
dr — [ ————=d — 9miRes(a.in/2) — 2mwe—am/2.
/T coshz % /T cosh(z T i7) x + e(r) = 2mi Res(g, im/2) = 2me :

il contributo dei lati verticali & stato indicato con e(r); ammesso che esso tenda a 0 per r — +oo si ha,
osservando anche che cosh(z + im) = — cosh a:

+o0 eiOtLIJ o0 eiaw
dr +e T dx = 2me™ /2,
—o Coshz oo cCoshz

da cui

dz = 2 _ ,
oo COshz T femar cosh(am/2)

/+OO elaz efom'r/2 T

Quindi la richiesta trasformata & ®(1/ cosh(t))(v) = 7/ cosh(x2v). B immediato provare che il contributo
dei lati verticali e infinitesimo per r — 4005 si ha infatti, detti s4, i segmenti:

[1e% [1e%
/ . S/ ] |dzl;
o, COshz oy, | coshz|

SU S+, si ha |ef@?| = eRe(iaz) — g—almz < plalm od anche

P —z Zl _ |p—2 r__ T
|cosh z| = e +2€ | > 7] 2|e I = 26 = sinhr,

per cui l'integrale sul segmento & dominato da wel®!™ /sinhr (7 & la lunghezza del segmento), infinitesimo

per 7 — +o00. La trasformata di 1/ cosh(At) & allora (m/|)\|)/ cosh(7?v/)\); deve essere w2/\ = ), e cioe

A2 = 7%, quindi A = &7, e k = 1. Si noti che si & visto che 1/ cosh(rt) coincide con la sua trasformata di

Fourier. O

0.4. Convoluzione. Date due funzioni misurabili f,g : R — C la loro convoluzione ¢ la funzione f * g
cosl definita

foglt) = / £(t— 0)g(6) do.

Senza qualche condizione su f e g naturalmente l'integrale precedente non ha senso. Se f,g € L'(R)
si dimostra, usando il teorema di Fubini, che f x g esiste q.o. in R, ed appartiene ad L!(R), essendo
anzi ||f * gll1 < [|fll1]lg|l1: infatti (accettato il fatto che (¢,0) — f(t — 0)g(6) sia misurabile), la funzione
(t,0) — |f(t — 0)||g(0)| sta in L'(R x R), avendosi

([ 1ste=o1ae)1a@1d0 = [ 15110 = 5111,

(si osservi che & [ [f(t — 0)|dt = [;|f(s)|ds = ||f|l1, invarianza per traslazioni dell'integrale). La
convoluzione tra funzioni fa diventare L!(R) un’algebra (di Banach) associativa e commutativa; & facile
verificare, e lo accettiamo senz’altro, che si ha

(fxg)xh=fx(g*h); (f+g)xh=Ff*xh+g*xh; f+xg=g*/[, per f,g,h € L'(R).

ESEMPIO 5. Si ha, per f € L'(R) (od anche solo f € L, .(R)), ed ogni a > 0:
t+a

J* Xaa (1) = / F(t— 0)9(6) db = / FO)X oyt — 0)d8 = / FO)X(t—atra)(0) d6 = / £(6) db,

—a
integrale di f esteso a [t — a,t + a]. Si ha quindi, se b > 0 & un’altra costante, per fissare le idee b < a:

X[—a,a] * X[—=b,p) (L) = fttjbb X[-a,a](0) dB, che vale ovviamente

0 pert+b< —a <= t<—(a+b)
t+b—(—a)=t+(a+b) pert—b<—a<t+b <<= —(a+b)<t<a-0b
2b per —a<t—bt+b<a <<= —(a—-b)<t<a-—>b
a—(t—>b)=(a+b)—t pert—b<a,t+b>a < a-b<t<a+b

0 pera<t—b <= a+b<t.
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Si ha quindi una funzione con grafico a trapezio, e si noti che per a = b si ha la funzione a triangolo nulla
per |t| > 2a, che vale t + 2a in [—2a,0] e 2a — t in [0, 2a].

La convoluzione tra funzioni di L!(R) ¢ mutata dalla trasformazione di Fourier nel prodotto puntuale
tra funzioni; si ha cioe 'importantissima regola:

0.4.1. Trasformata della convoluzione.
. Se f,g € LY(R) allora ®(f * g)(v) = ®f(v)®g(v), per ogni v € R.

Dimostrazione. Si ha, ammettendo di poter scambiare I'ordine di integrazione

®(f xg)(v) :/R (/Rf(t —0)g(0) d9> e Tt gt = /R (/Rf(t — g~ Zmiv(t=0) dt) g(0)e= 20 4 =

(Si & scritto e~ 27wt — e—27riu(t—0)e—27ri1/0)

/R Fw)g(®)e 2740 db = Fu)g(w).

Ed & possibile scambiare 1'ordine di integrazione dato che la funzione (t,0) — |f(t — 0)g(8)e=2™"!| =
|f(t—0)]|g(0)] sta in L*(R x R), come sopra visto. O

La precedente proposizione dice che la trasformazione di Fourier ¢ un omomorfismo dell’ algebra di
convoluzione L!(R) nell’algebra Co(R) delle funzioni continue nulle all’infinito. L’algebra di convoluzione
L'(R) non ha unita, non ha cioé un elemento neutro per la moltiplicazione; perd ha unita approssimate;
spieghiamo cosa cio vuol dire. Accettiamo il seguente fatto (la cui dimostrazione & riportata sotto per i
pitt curiosi).

Lemma. Sia f € LP(R) fissato, e sia 1 < p < +00. La funzione t — try f, che ad ogni t € R associa la
traslata di f mediante t, é (uniformemente) continua da R ad LP(R).

Dimostrazione. Si deve provare che dato € > 0 esiste § > 0 tale che sia || tre f — trs fll, < e se |t —s| < 4.
Poiché la norma || - ||, € invariante per traslazioni (|| tra gllp, = ||gllp per ogni g € LP(R), ed ogni a € R) si ha
|| tre f — trs f|| = || tre—s f — f|p: basta provare la cosa per s = 0. La dimostrazione procede come segue: prima

per le funzioni caratteristiche di intervalli, dove un disegno mostra subito che se [t| < b — a allora si ha
674 X(a,6) = Xgatlllo = 2712175

per linearita la cosa € vera per le funzioni a scalino; infine, fissato € > 0 si prende g a scalino tale che sia
If — gllp <e; esiste & > 0 tale che se |t| < J si ha || trs g — g||p < €; si ha allora

ltre f— fllp = ltre f —treg +treg —g+9g— fllp < || tre f —treglly + [ tre g — gllp + g — fllp =
If —gllp+ Itre g — gllp + llg — fllp < 3e.
O

Sia ora g € L'(R), e supponiamo che sia [, g(z)dz = 1. Per A > 0 poniamo gx(z) = Ag(Az);
si ha sempre fR gr(x)dx = 1. Tl grafico di g & ottenuto da quello di g applicando orizzontalmente
un’omotetia di rapporto 1/A, verticalmente un’omotetia di rapporto A; al crescere di A i grafici vengono
compressi orizzontalmente e dilatati verticalmente; 1’integrale si concentra tutto nell’origine, nel senso

che limy . 4o fis gr(z)dx = 1 per ogni § > 0 fissato ( e quindi limy_, 4 fR\[ﬂs 5 9r(@)de = 0): cio @
immediato, con il cambiamento di variabile Az = t.

Proposizione. Siano g € L'(R) e g\ come sopra. Si ha allora, per ogni f € L*(R)
Jm [1fxgx = flln =05
(cioe, f * gx converge ad f in L'(R)).
Dimostrazione. Si ha
Frante) = 5@ = [ = 90O de ~ @) [ 92O = [ 7z = - Fargr) de;
R R R

Posto A( = n si ottiene

fon(a) - flz) = / (f(z—n/A) - F()g(n)dn, da cui

R
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[/ gx(z) = f(=)] S/le(x—n/A)—f(af)llg(n)ldn-

Integrando la disuguaglianza precedente su R, ed invertendo I'ordine di integrazione a secondo membro
si ottiene

If*gx—fllS/R(/le(:v—n//\)—f(w)ldw> lg(m)|dn = [z [Itryx f = fllalg(n)ldn;

si puo ora usare il teorema della convergenza dominata per affermare che l'integrale tende a zero: al
tendere di A a +oo la funzione 9 — || tr, /5 f — fll1|g(n)| tende a 0, ed & dominata da 2| f|[1]g(n)|. O

EsERrci1zio 6. Ripetendo parte della precedente dimostrazione si prova subito che se f & in Cy(R), pit in
generale se f & limitata ed uniformemente continua, allora f * g) converge uniformemente ad f su R.

OSSERVAZIONE. Se invece f € L?(R), allora la convoluzione f * g converge ad f in L*(R); si ha infatti, da

Fean@) = £@F < ([ 1=/ = r@latnlan)
detto (h(z))? il secondo membro, si ha

1+ gx = fII3 < IRl3 =

[(/ If(w—n//\)—f(fv)llg(n)ldn>2 o= [ ([ 15t =02 = f@)lgtmlan) 1oz =

applicando il teorema di Fubini

/R (/R |f(z —n/X) — f(z)| h(z) d:c) lg(n)]dn <  (disuguaglianza di Schwarz)

/R (/R |f(x—n/\) = f(z)]? d:c) v </R(h(x))2 d:c) v lg(n)| dn =
All2 fg I tra s £ = fll2lg(m)] dn.
Si ottiene infine

17 % 9x — fll2 < [IBl]> < / tayn £ — Fllalg(m)] dn.

e si conclude come nella proposizione sopra.

—TI'IIJ2

Alcune unita approssimate sono nelle figure seguenti. Partendo da g(z) = e si hanno i nuclei di
Gauss, con g(z) = sinc? z i nuclei di Fejer. Partendo dalla funzione caratteristica di [—1/2,1/2] si hanno
pure unita approssimate. Si comprende anche perche non ci sia un elemento neutro per la convoluzione.
Se esso ci fosse, chiamiamolo d§, sarebbe § * gy = gy, e gx dovrebbe tendere in L!(R) a §; ma se prendiamo
ad esempio i nuclei di Gauss gx(x) = Ae~ ™ egsi convergono puntualmente a 0 per ogni z € R ~\ {0},
e cioe quasi ovunque; allora § = 0 quasi ovunque, ed in L!(R) cio significa § = 0, assurdo!

0.4.2. Regolarizzazione. Un tipo particolare di approssimanti dell’unita ha importanti conseguenze ma-
tematiche. Si parte dalla funzione cosi definita:

el/(@?-1)
plz) = ——— selz| <1; p(x)=0 selz|>1,
C

dove ¢ = f_ll e!/@* =1 g+ siha p(x) > 0 se e solo se —1 < z < 1, altrimenti p(z) = 0; inoltre S p(x)dz =
1. Si dimostra (vedi 'inizio del capitolo sulle distribuzioni) che p € C°°(R); € chiaro che tutte le derivate
di p sono nulle per |z| > 1, di modo che tutte queste derivate stanno in L!(R). Ne segue che, posto
ox(x) = Ap(A\x), pa €, per A — +o0, un’approssimante dell’unitd fatta con funzioni C*°. Non ¢ difficile
dimostrare, usando il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, vedi Analisi Due, teorema 9.22.2,
(ii), che per ogni f € L*(R) le funzioni f*py sono tutte funzioni C°; e si pud anche facilmente dimostrare
quanto segue:

. Se f € C™(R), con m > 0, allora per ogni fissato k = 0,...,m la successione D*(f x py) converge a
D f uniformemente su ogni intervallo compatto di R, per A — +oo.
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i

FicurA 1. Nuclei di Gauss, di Fejer, a scalino

0.5. Formula di inversione. E chiaramente di grande interesse essere in grado di ricostruire f a partire
dalla sua trasformata di Fourier. Riprendendo le considerazioni euristiche fatte all’inizio, una funzione
periodica viene ricostruita a partire dal suo “spettro”, successione dei coefficienti di Fourier, con la serie
di Fourier. Nello schema seguito all’inizio siamo indotti a considerare la funzione

oo ~ .
/ f(y)e27rwt dV,
—00
ed a pensare che essa restituisca in qualche modo f.

Definizione. Data f € L'(R), la sua antitrasformata di Fourier & la funzione
f=00)= [ s i (= af(-v)

~

Trasformata ed antitrasformata godono ovviamente delle stesse proprieta; si ha anzi f (x) = f(—=z) per

—_— o~

ogni z € R, cioe f = (f) = (f), per ogni f € LY(R). Si ha la

. FORMULA DI INVERSIONE Se f appartiene ad L*(R), e la sua trasformata di Fourier f appartiene pure
ad L*(R), allora f € Co(R) e si ha

>~

ft)=(f) = o(®f)(t) = /700 f(u)ezﬂi”t dv, per ognit € R.

Vediamo quale difficolta incontra un tentativo ingenuo di dimostrare direttamente la formula di inver-

sione: dovendo calcolare
/ (/ f(9)6727m/0 d9> e27rivt dl/,
R \JR

siamo indotti a scambiare ’ordine di integrazione, ottenendo

/R < /R eQﬂ(t"Wdu) £(6) ae,
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ma l'integrale [, e27(t=6)

Y dv e chiaramente privo di senso. Di fatto, non e lecito scambiare 'ordine di

integrazione perche (t,6) — |f(0)e 2"¥%e2™t| = |f(6)| non sta in L'(R?). La dimostrazione richiede
di ”smorzare” le funzioni con un conveniente fattore, che al limite sparira; la differiamo alla successiva

sezione. Osserviamo invece 'importante

Corollario. La trasformazione di Fourier & iniettiva da L*(R) a Co(R).

Dimostrazione. Siano f,g € L*(R) tali che sia f =7 allora f/—\g = 0; la costante 0 sta in L*(R); per la

formula di inversione, il suo originale di Fourier & nullo. Quindi f — g =0, cioe , f = g.

Dimostriamo qui il

. LEMMA DI DUALITA Se f,g € LY(R) allora si ha

/ 7(6)9(0) db = / (60)3(6) db.
R R

Dimostrazione. Essendo

/Rf@)g@) d9=/R(/R ft)e 2mit dt) g(6) do,

se € possibile scambiare 'ordine di integrazione si ottiene

[ Foawrao= [ s ( [ @ an) ae= [ g

e cioe la conclusione. I teoremi di Fubini—Tonelli dicono che cio € possibile se I'integrale iterato

/R</R | f(t)e > dt) 19(6)| d6,

esiste finito; tale integrale iterato vale || f||1]|g|l1, e si conclude.

O

O

ESERCIZIO 7. Si ¢ visto che la trasformata di Fourier di f,(t) = e~ & \/z/ae~™ "/* Calcolare f, * f;

usando la trasformazione di Fourier (a,b > 0).

Risoluzione. Siha ®(f, x fo)(v) = @fo (V)P fp(v), e quindi

O(fo * f3)(v) = \/% exp (—=72(1/a + 1/b)v?) ;

Sia ¢ > 0 tale che 1/¢ = 1/a+ 1/b, cioe ¢ = ab/(a + b). Cerchiamo 'originale di Fourier di

O fa fi)0) = = velm (Vafee ™),

che messo in questa forma & chiaramente

i 2 ab
a t p— —_— _Ct p— .
Jax fo(®) at b’ T utb

Esercizio 8. Dedurre dalla precedente formula che se si pone, per o > 0:

—m2/(2a'2)
Gy(z) = eo’ﬁ allora G, G, = G /o7

mostrare poi che se si pone P,(x) = a/(7(2? + a?)) (a > 0), allora P, * P, = P, (laborioso ma facile;
si puo trasformare alla Fourier oppure fare il calcolo diretto dell’integrale che definisce la convoluzione,

usando il teorema dei residui).
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0.5.1. Dimostrazione della formula di inversione. Partiamo dalla gaussiana che si trasforma in se stessa,

w(v) = ™, ¢ formiamo uy(v) = u(v/A) = e~ **/Y’ Al tendere di A a 400, la funzione f(y)u)\(y)

tende a f(v) in L'(R), per il teorema della convergenza dominata di Lebesgue (infatti 0 < ux(v), e
ux(v) T 1 per A — +o00, quindi |f( Jur(v)] < |f( )|); ne segue che

fU)\ / f 27r11/t (V) dv
converge uniformemente in Co(R) alla funzione ®(f ) Osserviamo ora che si ha
(e Ftur(#))(0) = tre (Ae™ ")) (6) = Ae ™ O0" = g3(9 — 1)(= ga(t — 6)),

avendo posto gy (z) = )\e_”()‘””)2, nuclei di Gauss, unita approssimata di convoluzione per A — 400, come
visto nella precedente sezione. Il lemma di dualita porge allora

/ F) ™ un () dv = / F(6) (2~ Fran(#))(0) db — / FO)A™ D" 4 = [ gy (1),
R R R

ed il secondo membro converge uniformemente a é(f), e converge in L (R) ad f; qualche sottosuccessione
converge allora ad f anche q.0., ma allora f = ®f. La dimostrazione del teorema di inversione & terminata.

0.6. Trasformazione di Fourier in L?(R). Come nel caso delle serie di Fourier, la teoria in L*(R) &
assai pitt simmetrica di quella in L!'(R). Ci limitiamo a brevi considerazioni.

Se consideriamo l'insieme X = {f € L'(R) : fer (R)}, esso & uno spazio vettoriale di funzioni, contenuto in
L*(R)NCo(R); & immediato mostrare che X & chiuso rispetto alla simmetrizzazione f — f, al coniugio f — f, e che
su esso la trasformata di Fourier ® opera biiettivamente, con ® come inversa (ma non esiste una caratterizzazione
semplice delle funzioni di questo spazio). Si noti che L'(R) N Co(R) C L*(R); infatti ogni funzione limitata di
L' sta in L?, come risulta da |f]*> < ||f]leo|f|; ne segue che X C L'(R) N L*(R). La trasformazione di Fourier
conserva il prodotto scalare tra elementi di X, si ha cioe

/f dy—/f dt; per f,g € X.

Di fatto questo non & che il lemma di dualita: si ricorda che la trasformata di Fourier della coniugata & la
simmetrizzata della coniugata della trasformata, e ®(Ph) = h, simmetrizzata di h; ne segue che si ha ¢ (E) =g.
Ne segue che ® induce un’ isometria lineare di X in se stesso, per le norme di L?; se mostriamo che X & denso in L?,
tale isometria si estende ad un’isometria di tutto L?(R) in se stesso, detta trasformazione di Fourier—Plancherel,
con inversa ®: per definire 1'estensione basta, per f € L> (R), prendere una successione fj di funzioni di X che
tenda ad f nella norma di L*(R), e definire ®f come il limite in L? di ® fy.

Lo spazio X & denso sia in L'(R) che in L*(R): infatti, se gx(t) = )\67“2#7 ed f € L'(R), allora f x g\ € X:
infatti f/*;\(y) = J?(Z/)e”r("/AP7 ed essendo flimitata, e v e TW/N gy L', il prodotto sta in L'. Se poi
f € L*(R), preso € > 0 esiste 7 > 0 tale che ||f — fx[—rnll2 < /2, ed esiste 4 > 0 tale che se A > p si ha
Il fx=rr) = (FX[=rr1) * gall2 < €/2; allora If— (FX[=rr)) * A2 <e e (fX[=rr)) * gx € X, il che prova che X ¢&
denso anche in L*(R).

Resta da provare che se f appartiene ad L' (R)NL?(R) allora la trasformata di Fourier-Plancherel & esattamente
quella di Fourier; basta osservare che f * gx converge ad f sia in L'(R) che in L*(R) se f € L*(R) N L?*(R), come
visto nell’osservazione 0.4.2.1.

Si e dimostrato il

. TEOREMA DI PLANCHEREL La trasformazione di Fourier ® : f v [ si estende da LY(R) N L3(R) ad
un isomorfismo unitario (=isometrico) di L*(R) in se stesso, che ha come inverso su L*(R) N L?(R)

lantitrasformata P (che ovviamente pure si estende, allo stesso modo, ad un isomorfismo isometrico di
L2(R) in se stesso).

La dimostrazione € stata fatta sopra. Il teorema di Plancherel fornisce quindi anche ’analogo dell’identita
di Parseval: per ogni f € L?(R) si ha ||®f||3 = || f||3, cioe

/|<I>f(u)|2duz/|f(t)|2dt, per ogni f € L*(R).
R R

Dal teorema di Plancherel discende che per trovare la trasformata di Fourier di una f € L?*(R) basta
prendere il limite in L? delle trasformate di una qualunque successione di funzioni di L' che converga in
L? ad f, ad esempio la successione f X[-r,r]> come si fa nel successivo esempio.
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EsEmMPIO 9. La funzione sinc ¢ la trasformata di x[_1/2,1/2) come sopra visto. La sua trasformata di
Fourier—Plancherel puo essere calcolata come

+o0 " sl
. t
Vp/ sincte 2™ dt = lim sin(rt) cos(2mvt) dt =

— 00 r—+oo —r 7T
2 /+°° sin((1 4 2v)t) — sin(7(2v — 1)t) g
™ Jo 2t -
+oo ; +0o i _
l/ sin(m(2v + 1)t) gt — l/ sin(m(2v — 1)) gt —
sgn(2v +1)  sgn(2v — 1)
2 2

Si scrive talvolta rect per la funzione ottenuta, che & rect(v) = 1 per —1/2 < v < 1/2, rect(£1/2) = 1/2,
rectv = 0 per |v| > 1/2, e coincide con la funzione caratteristica di [—1/2,1/2], salvo che in £1/2. Si
noti che rect * rect(t) = (1 — [t]) V 0, il triangolo.

Esercizio 10. Calcolare la trasformata di Fourier—Plancherel della funzione f(t) = (tsint)/(1 + t2).
Suggerimento: usare il teorema dei residui per calcolare

+oo tetot
V(ie) = ——dt € R),
@=w [ {Tmd  (aew
e ricondurvi la richiesta trasformata. Mostrare, usando la trasformata, che f ¢ L'(R).

Risoluzione. La funzione e pari; si deve calcolare

T tsint 1 e
Vp‘/ioo m COS(?’]TVt) dt = 5 Vp[m m(sln((2ﬂ'l/ + 1)t) — Sin((27TV — 1)Vt)) dt =

1 +oo tei(27ru+1)t 1 +o0 tei(QTrvfl)t
-1 ———dt | — =1 —dt);
2 m<Vp/oo 112 ) 2 m(vp/oo 1112 >

Supposto a > 0 si puo integrare ze*** /(1 + 22) su semicerchi nel semipiano superiore; per il teorema dei
residui ed il lemma di Jordan si ottiene:

+oo tezat e
Vp[m e dt = 2mi Res(ze'** /(1 + 2%),i) = 2mi 5 =ime
+oo tsin(at) . . .
La funzione V(a) = vp f - 1 m t2 1Vp f © T3 dt e dispari, come ¢ immediato vedere; ne

segue che si ha V(a) = sgn aime” 1% per ogni & € R: si ha in definitiva che la trasformata richiesta vale

F(v) = T sgn(2my + 1)e” 12+l gsgn(%w —1)e 21,

2
Tale trasformata ha due punti di discontinuita (+1/(27)) e quindi non ¢ la trasformata di una funzione
di L*(R), non essendo continua. O

EsErcizio 11. Usando il teorema di Plancherel, dimostrare che I'insieme di funzioni {f, : n € Z}, dove
fn(v) = e 2™ gincy, ¢ ortonormale in L?(R).

Risoluzione. Per ogni n € Z la funzione f, ¢ la trasformata di Fourier di x,, = tr;, rect, funzione caratte-
ristica dell’intervallo Jn —1/2,n+41/2[; poiché {x», : n € Z} & un insieme ortonormale, ¢ la trasformazione
di Fourier conserva norme e prodotti scalari, tale & {f, : n € Z}. O

EsERcIzIO 12. Sia f € L*(R) continua e C! a tratti, con f’ € L?(R).

(i) Mostrare che fjooj f(t)f'(t)dt esiste finito, dedurne che i limiti lim;_+o (f(t))? esistono finiti.
Quanto valgono allora tali limiti?
(ii) Mostrare che si ha, per quasi ogni v € R:

p— ~

(f)wv) = @Criv)f(v)
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(iii) Servirsi di questo risultato per calcolare la trasformata di Fourier della funzione

tsint + cost — 1 7d 1 —cost
12 o dt t

e calcolare anche 'integrale

/+°° (tsint—i—cost — 1)2
_— dt.
e 2

Risoluzione. (i) Si ricorda che il prodotto di due funzioni di L?(R) sta in L!(R); ne segue che l'integrale
¢ assolutamente convergente, in particolare esiste finito, ; inoltre si ha

+o0
GUOF =270 qundi [ 070 =3 (m 707 - i 70F);

o t——+oo t——o0

i limiti esistono quindi finiti, e dovendo f? stare in L', tali limiti devono essere nulli; quindi anche

(ii) 11 teorema di Plancherel dice che per quasi ogni v € R si ha:
Foy= i [ pwemea= i ((roe2 )2 @) [ e -

-~

(2miv)f(v), dato che i limiti all’infinito sono nulli.

(iii) La trasformata di Fourier—Plancherel di f(t) = (1 — cost)/t & facile da calcolare; per disparita di
f resta solo il pezzo con il sin e si ha

> 01 — cost +00 /i (omut) 1 sin((2 D) 4 sinf(2my — 1)t
flv) = _i/ - —cost sin(2mvt) dt = —i/ (sm( tﬂ'V ) §Sm(( v +1) )‘:SIH(( v —1) )> dt:
, ( sgn(2mv + 1) + sgn (27w — 1))
—i|sgnv— 5 )

Se v < —1/(2w) oppure se v > 1/(2w) la trasformata ¢ nulla; se —1/(27) < v < 0 vale im, se 0 < v <
1/(27) vale —im. La trasformata della derivata f’, per quanto appena visto, vale allora:

0 se|v|>1/(2n); 212 |v| per |v| < 1/(27).
Infine I'unitarieta della trasformata di Fourier dice che

Too . 2 1/(2m) 1/(2m)

tsint t—1 1

/ (%) dt = / (2r?|v|)? dv = 87r4/ V2 dy = 8rt =
t —1/(2m) 0

— 00

EsERrcizio 13. Ricordando che la trasformata di Fourier—Plancherel di sinc € rect, calcolare la trasformata
di

b

tcost —sint d (sint
o = R = 5 ()

(usare quanto trovato all’esercizio precedente) calcolare poi la trasformata di g(t) = (tcost —sint)/t® ed
infine l'integrale

o0 (tcost — sint)? i
e
0

Risoluzione. Essendo sint/t = sinc(t/m), la trasformata di sint/t & wrect(nv) (che vale 7 sull’intervallo

]—1/(2m),1/(27)]); la trasformata della derivata ¢ quindi (esercizio precedente) f(u) = (2miv)mrect(mv).
Si ha g(t) = f(t)/t, da cui (—2mit)g(t) = (—2mi) f(¢); trasformando ambo i membri alla Fourier, a primo

membro si trova Dg(v), a secondo (—27i) f(v). Essendo g nulla all’infinito, si ha
g = [ omftndy =z [ recitonan,
— 00 —1/(2m

ed il calcolo conduce alla formula g(v) = 0 per |v| > 1/(27), g(v) = 273(v? — 1/(27)?) per |v| < 1/(27).
Essendo unitaria la trasformazione di Fourier si ha

| lswpa= [~ g ar-
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1/(2m) 1/(2m)
47r6/ (V* —1/(2m)?)%dv = swﬁ/ (W =2/ (2n?) +1/(2m) ) dv =
—1/(2m) 0

86 1 1 n 1 T (1 1+ 1 27
s — = — _ - — — e ——
5-2575  3.24x5 2575 2\10 3 2 15’

I'integrale richiesto vale quindi 7/15. ([

ESERCIZIO 14. Dimostrare che ogni funzione continua, lineare a tratti, a supporto compatto ha la trasfor-
mata in L'(R). Piu in generale, se f € L*(R) ¢ continua e C' salvo al pili su un insieme finito di punti,
ed f' € LY(R) N L?(R), allora f € L'(R)

Risoluzione. Le derivate di tali funzioni sono infatti funzioni a scalino a supporto compatto, che hanno
trasformata in L?(R), e quindi da f/(v) = (2miv)f(v) si trae che f(v), continua e dominata per |v| > 1
da |f’|/|v|, prodotto di funzioni che sono in L?(R\] — 1,1[), sta in L!(R). O

Esercizio 15. Sia f € L'(R); supponiamo che v uf(l/) sia in L'(R). Mostrare che allora f €
C'(R) N Co(R), anzi che posto g(t) = [ (2miv) f(v) e* ™! dv si ha

Risoluzione. Chiaramente f, continua, sta in L{ (R); e poiché per |v] > 1 si ha |f(1/)| < |1/f(1/)|, si ha

anche f € LY(R\]—1,1[), e quindi f € L!(R). Il teorema di inversione mostra che allora si ha f € Co(R),
ed f(t) = fR f(v)e*™ ™t dy per ogni t € R. Definito g come nell’enunciato calcoliamo 'integrale:

/Otg(e) df = /Ot </R(27TZV)J/C\(V) 627”;119 dl/> df =

(ammettiamo di poter scambiare gli integrali; dopo verifichiamo la liceita di tale azione)

([ ermv) o) a= [ For [ o= [ (Fem - o) =
£(6) - £(0),

per la formula di inversione. Lo scambio degli integrali € lecito perché
(v.6) = |2miv) f(v) ™| = 2mlv f ()]
appartiene ad L*(R x [0,1]).

Il successivo esercizio ¢ analogo al precedente, ma un poco pitt complicato.

EsSERCIZIO 16. Sia f € L'(R); supponiamo che v — vf(v) sia in L2(R). Mostrare che allora f appar-
tiene ad L'(R) e dedurne che f appartiene a Cy(R). Detta g antitrasformata di Fourier-Plancherel di

(2miv) f(v), mostrare che si ha, per ogni ¢t € R:

Risoluzione. Chiaramente f, continua, sta in L{ (R); dobbiamo provare che & sommabile all’infinito,

e questo ¢ immediato dato che v +— 1/v sta in L2(R\] — 1,1[), e quindi f(u) = (1/v)(vf(v)) sta in
LY(R\] — 1,1]), in quanto prodotto di due funzioni appartenenti ad L?(R\] — 1,1[). Per il teorema
d’inversione si ha allora f = ®f € Cy(R).
Poniamo ora, per r > 0,
00) = | (2min)F) e dv

al tendere di r a +0o g, converge in L?(R) a g; quindi g, converge a g anche in L?([0,]) per ogni t € R
fissato, e quindi anche in L!([0,1]). Ne segue che ha luogo il passaggio al limite sotto il segno di integrale,
cioe che:

/9(9)d9 ;:/( lim g.(0))d0 = lim | g.(0)do.
0 0 0

r—-4oo r——4o00
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fom= ([ ooniinena) -

(& chiaro che si puo scambiare 'ordine di integrazione)

/: (/Ot(%iy)e?ﬂiue dﬂ) f(y) dv = /:(ezmut . egﬂyo)f(u) dy —

f(y)e%riut dv — J?(U)e%m‘uo dv;

Si ha ora

ed ¢ chiaro che si ha, sempre per il teorema di inversione:

T T

hrf F()e2™ ' du = f(1); lirJJrn F(1)e™0 dy = £(0);
la conclusione e raggiunta. O

0.7. Antitrasformata di trasformate non in L'(R). L’ipotesi f € L*(R) & molto esigente e non &
verificata in molti casi interessanti. Sussiste pero un teorema in tutto analogo a quello della convergenza
puntuale delle serie di Fourier. Lo enunciamo in un modo che non ¢ il pitt generale ma il piu semplice da
ricordare.

. TEOREMA DI INVERSIONE PUNTUALE Sia f € LY(R) di classe C' a tratti. Per ogni a € R si ha allora
— + +oo ) T )
f(a ) ;’ f(a ) — Vp/ f(V) e2miav g4, . hIJP / f(V) e2miav .,

(Vesistenza del valore principale é parte della tesi).

— 00

Dimostrazione. Come sopra detto, ’enunciato non e il piu generale possibile. Cio che useremo nella
dimostrazione sara il fatto seguente:

. Sea €R eceC sono tali che la funzione
fla+6)+ fla—0) —2c
0

appartiene ad L*([0,0] per almeno un § > 0, allora il valore principale dell’enunciato esiste e coincide
con c.

0 —

E immediato vedere che se f & C! a tratti allora la condizione precedente & verificata per ogni a € R,
con ¢ = (f(a™) + f(a™))/2. Nell’integrale

T ) T “+o0 ) )
f(V) 62771(11/ dv = / (/ f(t) 6727711115 dt) eQﬂ'zau dv

possiamo scambiare l'ordine di integrazione (infatti la funzione (t,v) — |f(t)e2™™(@=8| = |f(t)| sta in
LY(R x [—r,7]), avendo su tale insieme integrale pari a 27| f||1); si ottiene

T _ +o00 r ) +oo 2mir(a—t) _ ,—2mir(a—t)
f(V) e2miav 1, :/ f(t) (/ eerw(aft) dV) dt — / € e f(t) di —

—c0 —r oo 2mi(a —t)
o0 sin(27r(t — a))
- =ratiCL

Posto nel precedente integrale t — a = 6 si ottiene

o0 sin(2776)

"o 27ria1/d :/ 0) do:
Ry = [ S a0 do
e posto t — a = —0 si ha anche
T : T2 sin(27rd
ey = [ o g
—r — 0 T

Sommando membro a membro e dividendo per due si ha

TT ]/C\(I/) e?ﬂ'iau dy — % /JFOO f(a + 9) —g f(a — 0)

sin(27rd) df

— 00
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Sia ora § > 0 come nell’ipotesi aggiuntiva; scriviamo 'integrale a secondo membro come f__fo + ff st J ;OO,
Al tendere di r a +o0 il primo e l'ultimo integrale tendono a 0 per il lemma di Riemann-Lebesgue (&
ovvio che la funzione 6 — (f(a +6) + f(a — 0))/0 appartiene sia ad L*(] — oo, —d] che ad L*([§, +oc). Si
noti che 6 — (f(a+6) + f(a —0)) —2¢)/0 sta in L*([6,6]) (¢ dispari e per ipotesi sta in L'(]0,d])). Si
ha alfine

1 [ fla+6)+ fla—
27T _5 9

é
%) sin(27rd) do = L [T flat6)+(a—0) 2 sin(27r6) df+

Ton ) s 0
2/6 sin(27mrf) &0
v -5 9 ’

Per il lemma di Riemann—Lebesgue il primo di questi integrali tende a 0; nel secondo si fa il cambiamento
di variabile 27rf = t; si trova

¢ [F0 sint

— — dt,

™ J—2mrs 3

che tende chiaramente a ¢ per r tendente a +o0o (ricordando che f_t;o (sint/t)dt = 7). La dimostrazione

e conclusa. ]
0.8. Teorema del campionamento. Sia f € L?(R) tale che fsia a supporto compatto: ogni tale f si
dice a banda limitata, e la sua larghezza di banda € il minimo b > 0 tale che sia Supp(f) C [-b,b]. Per
ogni v, > 2b la funzione fpuf) essere pensata come restrizione a [—b, b] di una funzione in L2 _ periodica
di periodo v.. Se chiamiamo g tale funzione periodica, la sua serie di Fourier in periodo v, converge a g
in L? ; tale serie di Fourier &

—+o0
Z cnlg)e™” we =27/ Ve;
n=—oo
La serie di funzioni
—+oo
D cnlg)e™ rect(v/ve),
n=-—oo

converge allora in L2([—v,/2,v./2]), e quindi anche in L'([—v¢/2,v./2]), alla funzione f; la serie delle

antitrasformate
—+oo

Z cnlg)® (ei"%”rect(u/uc)) ,

n=—oo

converge allora sia uniformemente che in L?(R) all’antitrasformata di f e cioe ad f; chiaramente poi
I'antitrasformata di e"“<¥ rect(v/v,) ¢ la traslata di —nw./(27) = —n/v. delantitrasformata di rect(v/v,),
che & a sua volta v, sinc(v,t); si ha insomma, uniformemente in R (ed anche in L?(R)):

—+oo

f(t) = Z cn(g)vesine(ve(t +n/ve));

n=—oo

si ha poi (si noti che che f = i)(fA) ¢ continua, anzi € traccia su R di una funzione olomorfa intera, dato
che f ¢ a supporto compatto)

ve/2 ‘ d 1 R , -
alg) = [ Fiwpeminer = - [ Fopernicrrior ay - L)
—ve/2 Ve Ve Jr Ve
si ottiene:

+oo
f@) = Z f(=n/v.)sinc(vet + n)

n=—oo

e sommando nell’ordine inverso, posto 7. = 1/v,, si ha alfine:
. FORMULA DEL CAMPIONAMENTO (SHANNON) Se f € L?(R) ¢ a banda limitata, con larghezza di banda
b >0, si ha, se v, > 2b, posto 1. = 1/v.:

+oo
f@t) = Z f(nte) sinc(ve(t — nt)) uniformemente in R, ed in L*(R).

n=—oo
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La dimostrazione e stata fatta sopra. Il risultato dice che f, nelle ipotesi dette, puo essere ricostruita
dal suo campionamento fatto sui punti Zr. = {..., —27., —7¢,0, 7¢, 27, . . . }; dovendo essere 7. < 1/(2b),
piu larga & la banda di f e piu fitto deve essere il campionamento.

0.9. Altre definizioni della trasformazione di Fourier. La trasformazione di Fourier ¢ essenzial-
mente unica, ma ha comunque varie definizioni tra loro vicine. Ogni trasformazione di Fourier che si

incontra e della forma )
= —/f(:b)efipgx dx,
h Jr

dove p, h sono costanti reali non nulle. Definita in questo modo, essa non & in generale unitaria su L?(R),
e la trasformata della convoluzione non ¢ il prodotto puntuale delle trasformate, solo proporzionale ad
esso mediante il fattore h. Si ha comunque F f (5) O f(p&/ (27r)) /h; di qui & facile dedurre la formula
di inversione per F: essendo, per ®f € L!(R), = [ @f(v)e*™™" dv, basta porre in tale integrale
v = p&/(2m); si ottiene

; h .
o= [ <1>f(p§/(27r))e”75t% de= 0 [ rpigemia

da cui la
FORMULA DI INVERSIONE

Se Ff:= ;L/Rf(fl?)e_ip@ dr € L'(R), allora f(z)= % /R]:f(g)eipﬁw de.

Dedichiamo un rapidissimo cenno alla trasformazione di Fourier in pit variabili; essa e definita, per
f € LY(R"), come

Df(E) = fA(g) = f(x)efzwi(élm) dr, inversione ‘i)f(x) _ f(:z:)ezﬂ(“f) de
R’Vl Rn
dove (¢]z) & il solito prodotto scalare in R™. Vale ancora il teorema di Plancherel. Inoltre

. Se f € LY(R™), e per un m € N si ha che = — (1 + |z|)™|f(z)| sta in L'(R"), allora f € C™(R"), ¢
per ogni multitndice o € N™ di grado non maggiore di m si ha

0° (&) = ((=2mi) ) fY(€) = / (=2mim)® f(w)e ™D da.

come facilmente si vede derivando sotto il segno di integrale. L’integrazione per parti mostra poi che
si ha:

. Se f € C™(R™), ed m € N ¢ tale che 0°f € L*(R™) per ogni multiindice o di grado mnon maggiore di
m, allora

~

(0% f)(€) = 2mig)* f(§).
Ci limitiamo a provare 'importante fatto seguente

. SeT :R" — R" ¢ lineare ed invertibile, ed f € L'(R™), allora f o T ha per trasformata di Fourier
FUT7YHY*¢)/|det T|. Di consequenza la trasformata di Fourier di una funzione a simmetria sferica ¢é
ancora a simmetria sferica ((T—1)* ¢ la trasposta di T~!).

Dimostrazione. Nell'integrale che definisce fo T si fa il cambiamento di variabili y = T x:

(FoT)€) = | F(Ta)e € dg = [ fy)e 20| et T dy =
Rn Rn

i1y . FU(T—Y)¢)
27i(( ) €ly) det T~V dy = f(( )
[ rwe jder g = L)

0.10. Miscellanea sulla convoluzione.

0.10.1. Conwoluzione e altre operazioni. Date f,g € L'(R). Si mostri che

—_~

e La simmetrizzata della convoluzione & il prodotto di convoluzione delle simmetrizzate: (f x g) =
f*g.
e Per ogni a € Rsiha 7,(f xg) = (7of) xg = [ * (729).



18 GIUSEPPE DE MARCO

0.10.2. Altri casi di convoluzione. Dimostrare che se f € L'(R) e g € L®(R) (cioe g ¢ misurabile e
limitata) allora f * g esiste, sta in L°°(R) e si ha

1% glloo < I£111119lloc

(usando la continuita uniforme di a — 7, f da R ad L*(R) si potrebbe anche provare che f x g & uniforme-
mente continua).

Cos’® la convoluzione f * e2™%#(t) di f con un carattere?

Data f € L*(R), interpretare le funzioni

/:O f(¢)de, /:OO f(t)dt

come convoluzioni di f con convenienti funzioni limitate.

0.10.3. Conwoluzione di funzioni periodiche. Se f,g € L!, si puo definire la loro convoluzione:

f gl /f Joe) %,

al solito denota un integrale esteso ad un intervallo—periodo). Essa risulta periodica di periodo 7
() g P p p )
come ¢ immediato vedere. Si dimostri (esercizio) che per i coefficienti di Fourier si ha

cn(f* g) = cn(f)en(g)-

0.10.4. Convoluzione fra L' ed LP. Si pud dimostrare (ma non & del tutto immediato) che se f appartiene
ad L'(R) e g appartiene ad LP(R) (con 1 < p < 00), allora f * g sta in LP(R) e si ha

1 gllp < [1£11 llgll-

0.10.5. L’equazione unidimensionale del calore. Rimandando ad Analisi Due, 8.18, per I'impostazione
dell’equazione del calore, risolviamo qui con la trasformazione di Fourier il caso della sbarra illimitata;
la risoluzione ha carattere euristico, ma si pud dimostrare che effettivamente fornisce una soluzione (in
molti casi). Il problema ¢ il seguente: risolvere I’equazione alle derivate parziali

Opu(w,t) = Kk O2u(z,t), (k > 0 costante)

dove la funzione incognita u(x,t) & continua in R x [0, +oo], e di classe C* in Rx]0, +o0[; ¢’ la condizione
iniziale u(x,0) = wuo(z); u(z,t) ¢ la temperatura all’istante ¢ del punto della sbarra che ha ascissa x.
Fissato ¢t > 0, si trasforma alla Fourier rispetto ad z, ritenendo cio possibile, si ritiene anche di poter
scambiare la trasformata di Fourier con la derivazione rispetto a ¢, che sia cioe

/ dpu(x, t) e 2™ dg = 9, ( / u(z, t)e 2T d:c) = (¢, t)
R R
A secondo membro la formula per la trasformata della derivata fornisce
= (£ 07u(@,t)) (6) = (27i§)* K U(E, 1) = —4nE* K U(E, 1).
Trasformando abbiamo quindi ottenuto l’equazione ordinaria (nella variabile indipendente t)
Ou(€, t) = —AT* R TU(S, 1),

da integrare con la condizione iniziale u(§,0) = up(§), trasformata di Fourier del dato iniziale wug.
L’equazione ¢ lineare del primo ordine ed ha come soluzione

a(& t) _ ao(g) 6—4772521%

Se t > 0, la funzione x — e~2"/(451) /(2\/7kt) ha come trasformata di Fourier la funzione & — e =47 &5t
ne segue

o (@—s)?/(4nt) g

2
1) = xe 7 /(4kt) 2\/_
u(‘r ) Up * € /( 2\/5

soluzione di Poisson per lequazione del calore. Si noti che se si pone v:(z) = e~ 2*/(4rt) /(2v/7kt) si ha
vy (x) = (1/Vt)vi(z/VE), e [y vi(z) de = 1; per t — 0T la famiglia di funzioni v; & un’unita approssimata.
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0.10.6. Equazione delle onde. Sia ¢ > 0 fissato. L’equazione unidimensionale delle onde € la seguente
equazione alle derivate parziali

O2u(z,t) — c%(?tzu(x,t) =0 (xz,t) e R xR.

Consideriamo per tale equazione il problema di Cauchy: fissiamo ug(xz) = u(z,0) (posizione iniziale) e
vo(x) = Oyu(x,0) (velocita iniziale) e cerchiamo le u € C%(R x R) che verificano 'equazione e queste
condizioni iniziali. C’¢ una risoluzione elementare presentata in Analisi Due, 4.26. Ritroviamo la stessa
soluzione servendoci (euristicamente) della trasformazione di Fourier. Poniamo

A(E.t) = By (ulx, 1)) (€) = / u(e, t) 2 o

R

supponiamo ancora che la derivazione rispetto a ¢ e la trasformata di Fourier rispetto ad x siano per-
mutabili; si ottiene, trasformando ’equazione assegnata:

— (4?2 )u(e, t) — dFu(g,t) = 0.

Per ogni £ € R fissato questa ¢ un’equazione lineare del secondo ordine, con ¢ come variabile indipendente,
da risolvere con le condizioni iniziali w(£,0) = Up(€) e dwu(€,0) = V(). L’equazione caratteristica &
(% = —(47%€2%¢?), con soluzioni ¢ = +i2mc; le soluzioni sono quindi

u(&,t) = c1(€) cos(2mete) + co(€) sin(2mets);
imponendo le condizioni iniziali si trova ¢;(€) = ug(&) e ca(§) = Dp(§)/(2mcg) per cui
(€, t) = up(§) cos(2mcts) + () sinc(2c¢tf);
ora antitrasformando:

(i)g (ao(g) COS(?Wth)) — %(i)g (ao(g)e%rict& + ao(g)e—%rictg) _ UO($ + Ct) + UO($ — Ct)'

2 )

La funzione & — tsinc(2c¢t€) si antitrasforma in rect(z/(2ct))/(2¢); pertanto

D¢ (0o () sine(2¢ts) = %vo x rect(#/(2ct)).

La soluzione trovata & quindi (si osservi che rect(z — 6)/(2ct)) & la funzione caratteristica dell’intervallo
di estremi z — ct,x + ct):

u(z,t) = vo(0) db,

uo(z +ct) +up(z —ct) 1 /G_w”t
+ J—
2 2c 0

=x—ct

che ¢ esattamente la soluzione data da d’Alembert per I’equazione delle onde.

0.11. Esercizi ricapitolativi.

EsERcCIZIO 1. Vogliamo trovare una soluzione del seguente problema di Dirichlet: trovare una funzione
u(z,y) che sia armonica nel semipiano {(z,y) € R?: y > 0} e sia tale che u(z,0) = f(z), dove f : R — R
¢ assegnata. Cerchiamo cio® una soluzione dell’equazione 0%u(w,y) + agu(:v,y) =0, per y > 0, con
u(z,0) = f(x).
(i) Trasformando alla Fourier rispetto ad  per y > 0 trovare un’equazione ordinaria per u(&,y).
(ii) Risolvere 'equazione trovata in (i), supponendo che x +— u(z,y) sia in L*(R) per ogni y > 0, ed
anche che sia f € L'(R).

(iii) Antitrasformare e trovare una formula integrale per la soluzione.
Trovare una formula senza integrali per la soluzione nel caso f = x[_1,1]-
[Extra] Come si potrebbe procedere per dimostrare che quella trovata in (iii) & effettivamente una
soluzione dell’equazione data?

Risoluzione. (i) Si trova
(2mi&)*u(S,y) + O7u(6,y) =0 cioe  Dyu(E,y) — 4w Eu(€,y) = 0.

Si tratta di un’equazione del secondo ordine a coefficienti costanti; conviene scrivere la soluzione generale
come

& y) =1 (g)e%lély + 02(5)6—2w|§|y;
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dato che deve essere lime_. 400 U(§, y) = 0 deve essere c1(£) = 0; imponendo la condizione iniziale si trova
c2(§) = f(£); in definitiva

-~

(€)= flgye e,

Abbiamo risposto anche ad (ii).
(iii) Si noti che & +— e~27lélY ¢ la trasformata di Fourier di (1/7)y/ (2% +%?), se y > 0; antitrasformando
si trova quindi
way =2 [T AW
’ T Joo (2 —u)?+y?

(iv) Se f = xj-1,1) si ha
y [ du 1t du/y arctan((x 4+ 1)/y) — arctan((z — 1) /y)
L /

V@—uP+y? w1+ (u—a)/y)? ™

(v) 1l metodo & quello di derivare sotto il segno di integrale per due volte. Si pud osservare che la
funzione

u(a,y) =

¥y
R

¢ armonica nelle variabili (z,y), qualunque sia il parametro u € R fissato (infatti (z,y) — y/(2? + y?) &,
a meno del segno, la parte immaginaria di 1/(z + iy)). Se & possibile derivare due volte sotto il segno di
integrale la convoluzione risulta allora armonica. Per la derivata rispetto ad x dell’integrando; essa ¢

1 =2y~ w)f(u).
™ ((x —u)? +y?)*
una maggiorazione che mostra ’applicabilita del teorema di derivazione sotto il segno di integrale ¢ ad
esempio (presi a, 3 con a > |z] e 0 < 8 < y):
2y —u)f(w)| __ 2lyllz —ul Lo
(@=u)?+y2)? 7 (e—u?+y?)? = (@—uw)?+y> = (a+ )+ 5%
maggiorazione valida per || < « e y > (3; similmente per y, se v > y si ha
—2y 2y

((z—u)?+92)? |~ ((a+[ul?) +5%)?
e si intuisce che la cosa si puo fare anche per le derivate di ordine superiore.

Diverso e un poco piut complicato e il discorso sulla saldatura continua al dato iniziale quando questo

¢ continuo. Esso deriva dal fatto che il nucleo di convoluzione & unita approssimata per y — 07, ma non
lo facciamo. O

<

valida per |z < a, B<y<n;

Esercizio 2. Utilizzando la trasformazione di Fourier, calcolare le eventuali soluzioni dell’equazione
differenziale

y" + 2nty’ + 2wy = 0,
che stanno in L!(R), assieme con le loro derivate prime e seconde.

Risoluzione. Detta u una tale soluzione, trasformiamo alla Fourier trovando

1d ~

(2miv)?u(v) — —,d—((27riu)ﬂ(u)) + 27u(v) =0,

idv

da cui
—Ar*20(v) — 2ra(v) — 270 (v) + 27u(v) = 0 <= ' (v) = —2720u(v),

da cui G(v) = w(0)e~™". Poiché e~™" ¢ la trasformata di Fourier di e=™*", le soluzioni sono u(t) = ke~ ™",
con k costante arbitraria. O

ESERCIZIO 3. Per ogni f € L'(R) sono definite due funzioni:

Af(v) = /jo £ () cos(2mut) dt; Bf(v) = /jo £ () sin(2mvt) dt,

che sono dette rispettivamente cosen—trasformata e sin—trasformata di Fourier di f. Dopo aver osser-
vato che Af ¢ sempre pari e Bf & sempre dispari (ovvio, accettarlo), dimostrare, usando il teorema di
inversione:
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. FORMULA DI INVERSIONE, FORMA REALE Se f € L1(R) ¢ tale che Af, Bf € LY(R), allora f € Co(R),
e st ha, per ogni t € R:

ft) = /OO (Af(v) cos(2muvt) + B f(v)sin(2mvt)) dv.

— 00

Risoluzione. Osserviamo che si ha
f(l/) = / f(t)e 2™t dt = / f(t)(cos(2mvt) — isin(2wvt))dt = Af(v) —iBf(v);
R R

da cio si deduce che se Af, Bf stanno in L!(R) allora anche f sta in L'(R). Ne segue che f € Cy(R), e
che si ha, per ogni t € R:

f@) = /]R Fw)e ™t qy = /R(Af(u) —iBf(v))(cos(2mvt) + isin(2mvt)) dv =

/R(Af(l/) cos(2mvt) + Bf (v) sin(2nvt)) dv + i /R(Af(l/) sin(2wvt) — Bf (v) cos(2mvt)) dv;

per disparita si ha
/ Af(v)sin(2rvt) dv = / Bf(v)cos(2mvt) dv = 0,
R R

e la conclusione e raggiunta.

O
ESERCIZIO 4. Sapendo che &
o0 eiOtLIJ '
vp /_OO pr dx = imtanh(am/2) (a € R),
calcolare la trasformata di Fourier della funzione f(t) = t/sinht (integrare g(z) = ze'®*/sinhz sui

rettangoli di vertici r,r + im, —r + im, —r, indentati se occorre; accettare il fatto che sui lati verticali
I'integrale tenda a zero). Dedurne il valore dell’integrale fR(t3 /sinht) dt.

Risoluzione. (Schematica) sinh z = 0 per z = k7é; si indenta il rettangolo in ¢ con un piccolo semicerchio
os(9) = im + se’’, 9 € [, 27]; si ottiene

/T retow / (x + ,L'ﬂ_)eia(;v—i-iﬂ')
: - . - dz
_,sinhx [—rr]<]—s,s] sinh(z +im)

—/ =¢ dz+¢e(r)=0

. sinh 2z
Si ha ( )
. ra(xz+im iz (Yo%
(x +im)e _ e @€Y _an €
sinh(z + i) sinh z sinh x

per cui quanto sopra si riscrive

s xeiam B xeiam ' B eiaw
/ - dr +e ‘”/ - dx + ime O”T/ - dx
» sinhz [—rr]~]—s,s[ ST [—rr]]—s,s[ SINh @

—/ =¢ dz+¢e(r)=0

_ sinhz

per il lemma del cerchio piccolo I'integrale su o tende, per s — 07, a im Res(f,im) = im(im)e " /(—1) =

72e77; si ottiene

—am > xeia;ﬂ _ 2 —am _ 2 —am
(1+e )/Oo ha dr — m°e”“" tanh(arn/2) = e

ed infine

/Oo we” de =n2e o7 - ™ + ! = wze_a”72 =
o sinhz (14eam)2 " 14e-ar ) (1+eom)2

9 2 2 1

T (eom/2 4 ¢=am/2)2 — 2 cosh?(ar/2)
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AGGIUNTE SULLE SERIE DI FOURIER

0.12. Sviluppi di soli seni e di soli coseni. Sia [ > 0 fissato, e sia f : [0,{] — C funzione in L?([0,1]).
E spesso utile avere uno sviluppo di tale funzione in [0, ] che sia di soli seni, o di soli coseni. C’& un unico
modo per farlo, se si pretende che tali seni o coseni abbiano tutti periodo non maggiore di 2! (a meno che
la funzione non sia gia restrizione a [0,!] di una funzione di periodo sottomultiplo intero di [): se si vuole
una serie di soli coseni si estende prima la funzione per parita all’intervallo [—,!], poi la si prolunga in
periodicita 2] all’intero asse reale; se si vuole una serie di soli seni si estende invece prima per disparita a
[—1,1], poi come sopra per periodicita; i valori in —I,1 possono essere diversi, come il prolungamento per
disparita in 0 deve essere 0, indipendentemente dal valore f(0) di partenza; ma chiaramente cio altera
Pestensione a [—1,{] solo su un insieme di misura nulla.

EsERrcizio 5. Sviluppare f(x) = sinz in serie di soli coseni, e sviluppare poi f(z) = cosx in serie di soli
seni, entrambi in [0, 7].

Risoluzione. 1l prolungamento pari ¢ di sin € sin |z|, per « € [—,0]; i coefficienti sono (il periodo & 27):
2 (7 2 [T
an = an(g) = — / sin |z] cos(nx) dx = —/ sin x cos(nz) dx;
T Jo

2 J_ .

si trova ag = 4/7, mentre, se n > 1 si ha

us 1 T
/ sin x cos(nz) de = 3 / (sin((n + 1)x) — sin((n — 1)a)) dx;
0 0
per n =1 si trova quindi a; = (2/) foﬁ sin(2x) dz = 0, mentre se n > 2 si ha

o = 1 (1—cos((n—|—1)7r) 3 1—cos((n—1)7r)> :_1+(—1)” 2
" n+1 n—1

T T n2—1
Se n ¢ dispari si trova quindi a,, = 0; se n = 2k & pari si ha

—4
T T2 —1)

a2k

e quindi

4 (1 X cos(2kx)
=T (2 kz_l a2 1 ==
la convergenza essendo anche totale. Se poi prolunghiamo per disparita cos in [—m,0[, i coefficienti

diventano:
s

bn

= — cos x sin(nx) dz
27 0

se n = 1 si trova by = 0, mentre, se n > 2:

by, = %/Oﬂ(sin((n + D)z) +sin((n — 1)) dz = % (1 —;(_'——11)" + ! —;(__11)71) = n(lTj; (__11)71)7

si ha quindi b,, = 0 se n dispari e

oo

2 k
cosx = ————ssin(2kx O<z<m);
si noti che la convergenza non & piu uniforme, e quella puntuale si ha solo all’interno. O

ESERCIZIO 6. Sviluppare la funzione f(x) = |sinx|? in serie di coseni, nell'intervallo [0, 7] (si pud usare
Iidentita sin® 2 = (3sinx —sin(3x))/4). Prima di fare il calcolo, rispondere alle seguenti domande: la serie
che si otterra’ sara totalmente convergente? La serie delle derivate sara pure totalmente convergente? a
quale funzione?

Trovare poi il minimo della funzione f : R* — R definita da

f(a/ub7c):/ ||sinz|® — (acosz + bsinx + c)|* dx.

—T
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Risoluzione. La serie voluta ¢ la serie di Fourier reale di f, in periodo 27; la funzione z — |sinz|® ¢ di
classe C?; infatti la derivata, che & f/(x) = 3|sinxz|? cos x sgn(sin z) = 3sin?  cos x sgn(sinz) per = ¢ Zn,
si prolunga per continuita in ogni punto di Z; si ha anche la derivata seconda, che e

f"(x) = sgn(sin z)(6 sin x cos?  — 3sin® ) = | sin z|(6 cos® x — 3sin® z),
ed e continua in tutto R. Cid implica che f’ ha una serie di Fourier totalmente convergente, e quindi
che la serie di Fourier di f, a sua volta totalmente convergente, puo essere derivata termine a termine:

dalle relazioni tra i coefficienti di Fourier di f ed f’ discende infatti che la serie di Fourier di f’ & la serie
derivata della serie di Fourier di f (fatto generale).

OSSERVAZIONE. Anche se inutile ai fini delle domande poste, osserviamo che la derivata terza fuori di Zm esiste
ed e
1" (x) = sgn(sin z) cos z(6 cos® z — 21 sin” z);

f"" ha salti nei punti Zm e quindi non esiste in tali punti; f” & continua e C' a tratti, ma non C?.

La serie ha solo armoniche pari, ed ¢ di soli coseni; posto n = 2k si ha:

- d 9 [T 3sing — si
an, :2/ | sin z|? cos(nx) 2—:6 =— / 3sine — sin(3r) cos(2kx) dx =
0

- T m 4

3 [T 1 ("
— [ sinzcos(2kx) dx — Py / sin(3x) cos(2kx) dx =
T Jo

2m Jo

% (sin((2k 4+ 1)z) — sin((2k — 1)x)) dx — i / (sin((2k + 3)z) — sin((2k — 3)x)) dx =
0 0

3 [cos((2k —1)z)  cos((2k + 1)$):|7r 1 [cos((?k —3)x)  cos((2k +3)z]" _

4 2k —1 2k+1 o A4 2k -3 2k+3 0

-3 1 1 1 1 1 6 1 6 1 B

om <2k—1 B 2k+1> T on (2k—3 B 2k+3) T2 (2k)2-9 2w (2k)2—1

6 8 1 24

27 (k)2 —1)(2R)° —9) 7 (k)72 — D((2k)? —9)°
Quanto all’ultima domanda, il minimo richiesto ¢ il quadrato della distanza di f dallo spazio dei polinomi
trigonometrici di grado 1; esso si ha con a,b, ¢ uguali ai coefficienti di Fourier di f (in periodo 27) e
quindi con a = b =0, e ¢ = ag/2 = 12/(97); il suo quadrato vale

™ g 2
12
/ |sinx|6dac—/ (9—) dx;
. = \ 97

si ha ora

T T . W 2
/ |Sinx|6d:c:/ (3sinz 168111(33:)) dx =

—T —T

9 [T 1 (7 1 [™ 5
6/ sin® x dx + 6 /_7r sin®(3x) dx — 6/ sin x sin(3z) dv = 37

ed il minimo voluto & quindi 57/8 — 288 /(81)

—T

O

ESERCIZIO 7. Provare la disuguaglianza di Wirtinger: se u : [a,b] — C & continua e C* a tratti, ed

u(a) = u(b) = 0, allora si ha
b N2 b
/ lu(z)[? do < (b “) / I (2)|? da.
a ™ a

(supporre a = 0, come non ¢ restrittivo; prolungare per disparita la funzione in [—b, b, poi per periodicita
2b a tutto R; esprimere i coefficienti di u’ con quelli di u, ed usare l'identitd di Parseval). Per quali
funzioni vale I'uguaglianza?

Risoluzione. Chiamiamo ancora u la funzione cosi prolungata. Posto w = (27)/(2b) = 7/b, si ricorda che
si ha ¢, (u') = (inw)ey, (u) per ogni n € Z (viene dalla formula, integrando per parti). Ne segue:

b +o0o +oo
dx )
[WiE= [ @RS = X el = 3 e,

n=—oo n=—oo
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mentre invece €

2 ’ 2 dv = 2
g = [ @ G = 3 featwl

si noti ora che essendo u dispari si ha ¢g(u) = 0, per cui in entrambe le serie il termine con n = 0 & nullo.
Supposta u non identicamente nulla si ha

13 _ 2 Enemnpon?len(w)l?
[lE = e len @)

i termini della serie a numeratore sono maggiori o uguali dei corrispondenti termini della serie a denom-
inatore; l'uguaglianza si ha per n = £1, e se |n| > 1 si ha solo per ¢,(u) = 0. Ne segue che la serie a
numeratore ha somma sempre maggiore od uguale di quella a denominatore, con uguaglianza se e solo se
cn(u) = 0 per |n| > 1; quindi

R
S — 2w =
J2, lu(x)|? da

b2’
con uguaglianza se e solo se ¢, = 0 per |n| > 1. La disuguaglianza & stata provata; si ha uguaglianza se e
solo se u(x) = c_1e7 % 4 ¢1€™?; ricordando che u & dispari su [—b, b] si ha c_1 = —c1(= ¢); Puguaglianza
si ha solo per funzioni della forma 2icsin(wz) = ksin(mz/b), con k costante arbitraria. O

0.13. Qualche equazione alle derivate parziali. Indichiamo qui, a titolo euristico, un metodo riso-
lutivo che si applica a certe equazioni lineari alle derivate parziali.

0.13.1. Equazione delle onde. Consideriamo dapprima
1
(EQUAZIONE DELLE ONDE) O2u(w,t) — C—Qafu(a:, t) =0,

dove (caso unidimensionale) I'incognita u(z,t) & una funzione di due variabili. Tale equazione regola vari
fenomeni ondulatori; e ad esempio € una versione di equazione di piccole oscillazioni traversali per una
corda tesa fra due estremi (0,0) ed (1,0): u(z,t) indica I'ordinata all’istante ¢ del punto della corda che ha
ascissa (costantemente) x, e ¢ & una costante, pari alla tensione divisa per la densita lineare della corda. In
questo caso z varia fra 0 ed [ (lunghezza della corda a riposo), e ¢, tempo, varia in R; equazione ¢ anche
detta equazione delle corde vibranti. Risolviamo per questa equazione del secondo ordine il problema
di Cauchy: trovare la soluzione (o le soluzioni) avendo assegnata la configurazione iniziale della corda,
u(z,0) = up(z), e le velocita iniziali, dyu(z,0) = vo(x).

La risoluzione di questo problema con il metodo di d’Alembert si trova in Analisi Due, 4.26; qui presen-
tiamo un altro metodo, detto di separazione delle variabili, dovuto a Fourier, che si applica a varie altre
equazioni alle derivate parziali (sempre lineari, perd). Chiamiamo soluzione stazionaria dell’equazione
delle onde ogni soluzione del tipo U(x)V (t), che si esprima cioé come prodotto di funzioni a variabili
separate. Imponendo che U(z)V (t) sia soluzione, si ottiene

(%) U@V (1)~ U@V () =0

naturalmente siamo interessati a soluzioni non identicamente nulle, e quindi supponiamo U(z), V(¢) non
identicamente nulle; come discusso poi, osservazione alla fine, * & allora verificata se e solo se si ha
U’ (x) 1 V"(t)
Kk == = )\, costante, per ogni x € [0,[], t € R.
(%) o = Z V0 per ogni 7 € [0,1]
Si hanno quindi le equazioni, lineari del secondo ordine a coefficienti costanti:

U (x) = \U(z); V(1) = AV (b);

si noti che U deve verificare le condizioni al contorno U(0) = U(l) = 0; una non difficile discussione
mostra che allora , se si vuole U non identicamente nullo, deve essere

A=\, = -—n?7?/I?, neN n>1; U(z) = ansin(v/—Apz) = kysin(nmz/l), k, € R costante.
Infatti, distinguiamo i casi A > 0, A = 0, A < 0; nel primo caso 'integrale generale di U"” = AU &

U(z) = c1eV 4 cpem VAT

3
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ed imponendo le condizioni iniziali si trova il sistema

c1+ o 0
cleﬁl + cze"/m = 0,

di determinante e~ VM —eVM £ 0, e quindi con solo la soluzione nulla; se A = 0 si ha U(x) = ¢1+cox, nulla
in z = 0,1 se e solo se c1 = ca = 0; se A < 0 si ottiene, posto w = v/—A, U(x) = ¢1 cos(wz) + ¢z sin(wz);
le condizioni iniziali danno il sistema

Cc1 = 0
1 cos(wl) 4 cosin(wl) = 0,

che ha soluzioni non banali solo se sin(wl) = 0, verificata per wl = nm, con n intero, n > 1 (si ricordi che
¢ w > 0). Posto w, = cnm/l 'altra equazione ¢ allora V" () = —w2V (t), con soluzioni

V(t) = an cos(wnt) + by sin(wnt),  an, by, costanti reali.
Le soluzioni stazionarie sono quindi
(an, cos(wnt) + by, sin(wyt)) sin(nra/l), an, by, costanti reali.

(la costante ky, si ingloba entro ay, by,). L’equazione delle onde ¢ lineare (omogenea), e quindi una somma
di soluzioni ¢ ancora soluzione. Per riuscire ad imporre le condizioni iniziali avremo bisogno pero di
una somma di infinite soluzioni, in generale. La tecnica ¢ la seguente: si prolungano le funzioni su [0, ]
a tutto [—I,!] per disparita, poi in periodicitd 2] a tutto R. Tutte queste funzioni hanno una serie di
Fourier di soli seni, della forma Y >~ k, sin(nmz/l); in particolare si ha ug(z) = Y., uy sin(nmz/l),
vo(x) =D 0" Un sm(mr:v /1). Cerchiamo una soluzione dell’equazione delle onde della forma

oo

u(z,t) = Z(an cos(wpt) + by sin(wyt)) sin(nmz/l);
n=1

imponendo la prima condizione iniziale:

o0 o0
0)= Z ap sin(nwx/l) = ug(x) = Z Up sin(nmz/l),
n=1 n=1
ed usando l'unicita dello sviluppo di Fourier si ottiene a,, = u, per ogni n € N. Supponendo di poter
derivare termine a termine per ottenere d;u(x,t) si ha poi

Oru(z,0) anb sin(nmzx/l) = Z vy sin(nmx /1),

n=1

da cui b, = v, /wy, = lv,/(cnm). Si & formalmente ottenuta la soluzione
= Upl
u(z,t) = Z (un cos(nmet /1) + —— sin(mrct/l)) sin(nma/l).
nmwc
n=1
Occorre un bel po’ di lavoro per vedere se questa soluzione formale & una vera soluzione. Ma ci accon-
tentiamo di quanto fatto.

OSSERVAZIONE. Validiamo qui il metodo di separazione delle variabili usato; ¢ un fatto ovvio, ma € piu
prudente provarlo.

. Siano X,Y insiemi, e siano ug,u; : X — K, vg,v1 : Y — K funzioni. Si assuma che ug,vg non
siano identicamente nulle. Si ha allora u; ® vog = ug @ v1 (cioé , ui(x)ve(y) = uo(x)v1(y), per ogni
(z,y) € X xY) se e solo se esiste una costante A € K tale che sia ui(x) = Aug(x) per ogni z € X, ed
anche v1(y) = Mvo(y) per ogniy € Y.

Dimostrazione. Supponiamo u; ® vg = up ® v1. Se T € X ¢ tale che sia ug(Z) # 0, si ha v1(y) =
(u1(Z)/uo(Z))vo(y) per ogni y € Y; posto A = (u1(Z)/uo(Z)), se vo(y) # 0 si ha similmente uy(zx) =
(v1(9)/vo(7))uo(x) per ogni x € X, e v1(§)/vo(§) = u1(ZT)/uo(Z) = A per la relazione precedente.
Abbiamo provato la necessita della condizione; se essa poi vale, si ha uy(z)vg(y) = Aug(x)vo(y) e
uo(x)v1(y) = Muo(x)vo(y) per ogni (x,y) € X x Y, come voluto.
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0.13.2. Equazione del calore. Consideriamo successivamente 1’ equazione del calore, caso unidimensionale:
(EQUAZIONE DEL CALORE) Opu(z,t) — kO2u(z,t) = 0.

Se si ha una sbarra, su cui & introdotto un sistema di ascisse z, ed u(z,t) & la temperatura del punto z
della sbarra all’istante ¢, il calore si propaga solo per conduzione, non ci sono sorgenti, né assorbimenti di
calore nella sbarra, ed inoltre la conduttivita e la capacita termica della sbarra sono supposte costanti,
I’evoluzione della temperatura nel tempo e regolata dall’equazione precedente, con x uguale al rapporto
fra conduttivita e capacita termica lineare; vedi Analisi Due, 8.18. Consideriamo qui il caso della sbarra
limitata, schematizzata dall’intervallo [0, {]; supponiamo assegnata la temperatura iniziale u(z, 0) = ug(x);
e supponiamo anche assegnate condizioni alle estremita della sbarra; ci limitiamo a considerare i due tipi
seguenti:

e La temperatura alle estremita & mantenuta costante ed uguale u(0,t) = u(l,t) = 0 per ogni ¢ (si

puo supporre 0 la temperatura, cambiando scala se occorre).
e 0,u(0,t) = d,u(l,t) = 0 per ogni t (non c’& passaggio di calore alle estremita della sbarra).
Cerchiamo le soluzioni stazionarie U(z)V (t); si ottiene
Ulx)V'(t) — U"(2)V(t) = 0,
che, come prima, sono equivalenti a
kU () = AU (z); V'(t) = AV (t) A € R, \costante.

La seconda equazione porge subito V() = Vpe*t; la prima si riscrive U” (z) = (\/k)U(x); se le condizioni
al contorno sono le prime, temperatura nulla agli estremi, si ha come sopra, che deve essere A\/k = A\, /k =
—n272, con n > 1 intero, e la soluzione & U(z) = a, sin(nrx/l), a, costante reale. Le soluzioni stazionarie
sono quindi

w(n /)%t sin(nmzx /1)

ane
Cercando di soddisfare all’equazione ed alla condizione iniziale u(z,0) = ug(x) con una serie di soluzioni
stazionarie siamo indotti a prolungare per disparita le funzioni in [—,]; lo sviluppo in serie di soli seni
di wg sia ug(x) = > o0 | upsin(nwa/l); si ottiene come soluzione

0o l
u(z,t) = Z upe F T/ sin(nma/l);  u, = %/ uo(&) sin(nw&/1) d¢
n=1 0

Il secondo tipo di condizioni al contorno porta ad avere ancora A\/k = \,/k = —(n7n/l)?, ma ora le
soluzioni sono U(x) = ay cos(nmz/l), n > 0 intero, come immediato verificare. Si prolungano ora le
funzioni per paritd in [—1,1] e si ottiene

2

0o l
u(z,t) = % + Z upe FT/D% cos(nmx/l); Up = 7/0 uo(&) cos(nw&/l) dé
n=1

0.13.3. Equazione del potenziale. Risolviamo ora ilproblema di Dirichlet, nel caso particolare di un cir-
colo. Si ha un circolo centrato nell’origine di raggio R. Assegnata una funzione wug(z,y) continua sulla
circonferenza Sg = {(x,y) € R? : 2% +y? = R?}, si vuole prolungare questa ad una funzione u : B — R
continua ed armonica all’interno di Bpg, che ¢ il disco chiuso di centro l'origine e raggio R. Il problema
ha anche una risoluzione con metodi di variabile complessa, come prevedibile; ma qui lo risolviamo con le
coordinate polari e la separazione di variabili. La funzione incognita si scrive w(r,¥) = u(r cos ¥, rsin ),
con 0 <7 < R, ed € R; per ogni r fissato & periodica in 9, di periodo 27. Il laplaciano in cordinate
polari si scrive

1 1
Ohu(w,y) + Bulw, y) = ~0,(r0w(r,9)) + —OFu(r, 9) = 0;

cerchiamo soluzioni stazionarie della forma w(r,¥) = p(r)¢(¢¥), ottenendo

L) 4 r))e() + L () = 0.

r r2
da cui ) , ) "o
(/) (r) +2rp () -7 (9) = ) costante reale;
p(r)/r o(J)
per 'equazione ¢’ (¢¥) = —Ap(¥) vogliamo soluzioni periodiche di periodo 27; deve quindi essere A =

An =12, n > 0 intero, e le soluzioni sono quindi della forma

o(9) = ay, cos(n) + by, sin(nd).
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Si deve ora risolvere 'equazione (n > 0 intero):

(+) r2p"(r) +rp'(r) = n?p(r) = 0

Per n = 0 l'equazione & rp” (r) + p'(r) = 0, che &

d

ﬂ(rp’(r)) =0 < rp'(r)=k < p=klogr+ ao;

ma vogliamo soluzioni che abbiano limite finito per » — 0%, e quindi £k = 0; le uniche soluzioni
accettabili sono le costanti. Per n > 1 l'equazione precedente ¢ un’equazione di Eulero, che si ri-
solve con il cambiamento di variabile dipendente r = e*; si pone p(e*) = v(x) e si ha, derivando,
p'(e*)e” = v'(x), da cui p/'(e”) = v'(z)e” ", e derivando ulteriormente p”(e”)e* = v"(x)e™® — v'(x)e™?,
ovvero p”(e*) = v"(z)e~2* —v'(x)e”*; 'equazione * diventa, posto in essa e® in luogo di r:

v (z) — v (2) + V' (z) — nu(x) =0 <= v"(z) —n*v(z) =0 <= v(z) = c ™ +dpe "7,

ovvero p(r) = c,r" + d,r~"; per avere limite finito per r — 0 deve essere d,, = 0. Si trova quindi che
le soluzioni stazionarie sono

(an cos(n?) + by sin(nd))r®, n=0,1,2,3,...

Per r = R si deve avere la funzione ug assegnata; occorre quindi che i coefficienti di Fourier di tale
funzione siano esattamente a, R™ e b, R™; cioe

1
TR"

Si ottiene quindi lo sviluppo di Fourier della soluzione.

1
TR"

2m 2
an, = / ug(R cos a, Rsin &) cos(ne) do; by, = / uo(R cos a, Rsin ) sin(na) da.
0 0

0.13.4. Altre considerazioni. Nessuna delle “soluzioni” trovate alla precedente sezione ¢ stata verificata
essere tale; il principio di sovrapposizione dice che somme finite di soluzioni sono soluzioni, ma nulla ci
assicura che una somma di infinite soluzioni sia ancora soluzione. Per I'ultima si ha

1 2m
w(r, ) :%/ uo(R cos ar, Rsin ) do+
0

1o [T . . . T\
= 7; /0 uo(R cos a, Rsin a)(cos(na) cos(nd) + sin(na) sin(nd)) (E) da =

1 /2” uo(Rcosa, Rsin )
0

T 2

1 oo 2w r n
da+ — R Rsi 0 — =) do;
o+ - 1;/0 uo(Rcosa, Rsina) cos(n(f — «)) (R) o

Essendo (r/R) < 1 per ogni fissato r € [0, R[ la serie >~ 7, (r/R)™ cos(n(¥—)) & totalmente convergente;
si puo allora nella formula precedente portare la serie sotto il segno di integrale; si ha cioe

™

e I =
w(r,¥) = —/ uo(R cos o, Rsin ) (5 + Z % cos(n(¥ — a))) doy;
0

si ha poi, per ogni t € R, posto ¢ = r/R:

1 — . 1 . itn 1, qe”
§+7;3q COS(TLt):E—l—Re (Z(qe ) )—Re(§+m> =

n=1

1 + qeit 1 1 + qeit _ qe—it _ q2 1 1— q2
Re| ———— | = =Re =
2(1 — gett) 2 1 —2qcost + g2 21— 2qcost + ¢?

Si chiama nucleo di Poisson ’espressione

1—q2

Pgt)y=———L
(¢:%) 1 —2qcost + ¢2’

si ha quindi
2 dov
w(r,d) = / P(r/R,¥ — a)ug(R cos a, Rsin o) o = P(r/R,#) x ug(9),
0 7T

la convoluzione essendo fatta in periodo 2w. Si dimostra che per r — R~ il nucleo di Poisson & unita
approssimata in L}_, e quindi che effettivamente w(r,9) tende ad ug al bordo, ecc. ecc.
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0.13.5. Equazione di Laplace su un rettangolo. Risolviamo per separazione di variabili I’equazione di
Laplace
Au(z,y) = Otu(z,y) + O3u(z,y) = 0,

dove si chiede ad u di essere continua sul rettangolo [0, a] X [0, 8], e di verificare I’equazione sopra all’interno
del rettangolo. E assegnata anche la u = ug sul bordo; per semplicita supponiamo che ug sia nulla su
tutti i lati, tranne che su [0, a] x {0}, dove si ha u(z,0) = ug(x), continua. Le soluzioni stazionarie sono
Ux)V (y):

U'(x) V")

U'(x)V(y)+Ux)V"(y) =0 < 0l) — 0

= )\ costante reale;

U e V verificano le equazioni:
U’ (z) — \U(z) = 0; V" (y) + AV (y) = 0.

Per 0 < y < b deve essere U(0)V(y) = U(a)V(y) = 0; se V non & identicamente nulla cid accade
se e solo se U(0) = U(a) = 0; e allora, come piu’ volte visto, deve essere A = X\, = —n?7?/a? e
quindi U(z) = k, sin(nmz/a). L'equazione V" (y) — (nm/a)?*V (y) = 0 ha per soluzione generale V (y) =
¢y cosh(nmy/a) + cosinh(nmy/a); deve verificare la condizione al contorno V(b) = 0, il che implica che
soluzione & V (y) = e¢sinh(nw(y — b)/a), con ¢ costante. Cerchiamo quindi soluzioni della forma

oo
u(z,y) = Z kp sinh(nm(y — b)/a) sin(nmx/a)
n=1
Dovendo essere u(z,0) = ug(x) si sviluppa ug in serie di soli seni in [0, a], prolungandolo per disparita in
[—a, a; si impone poi, se u(z,0) = ug(z) = > o~ uy sin(nmz/a), che sia —k, sinh(nmb/a) = uy; si trova
quindi come candidata alla soluzione

e}
u

n . .
u(z,y) = ———— sinh(nn(b — a)sin(nmx/a
(€29 = 3 gy S0 — /) sin(rma/)
Simili risoluzioni si danno per dati al bordo diversi da 0 su un solo lato; e grazie al principio di sovrap-
posizione, sommando quattro soluzioni di questo tipo si raggiunge un dato al bordo arbitrario.



