Esercizi su SVM per classificazione binaria

Ricordiamo che, per un insieme linearmente separabile, la formulazione
duale per una SVM binaria e la seguente:
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soggetto a: Vi€ {1,...,n} :a; > 0e Y yio; = 0.

I valori ottimi delle o determinano l'iperpiano ottimo secondo la formula:
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a meno del valore di b che viene determinato ricordando che per un qualsiasi

vettore di supporto Z; deve valere |y, (1* - Zs + b*) = 1|e quindi considerando

un esempio positivo (ys = 1)

b* =1—w" - @

Esercizio 1

Si consideri il seguente insieme di apprendimento con 3 esempi:

1: ([1,1], +1)
2: ([3,21, +1)
3: ([2,3]1, -1)

si calcoli il vettore w* e la soglia b* corrispondenti all'iperpiano ottimo sep-
aratore, cioe la soluzione restituita da una Support Vector Machine (senza
utilizzo di kernel).



Soluzione:

Si noti che da una ispezione visuale degli esempi si riconosce subito che
I'insieme di apprendimento e linearmente separabile. Pertanto, per trovare
la soluzione usiamo la corrispondente formulazione duale per la SVM. In
particolare, dobbiamo massimizzare, rispetto alle variabili duali, la funzione:
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Sapendo che,
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la funzione lagrangiana puo essere scritta come:
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Poiché deve vale il vincolo a3 = a4, possiamo eliminare da L() la variabile
Q3
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Il massimo per la funzione L(aj,as) si ottiene ponendo le derivate prime
rispetto a oy e as uguali a 0:
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Tale sistema lineare ha soluzione o] = % > 0, a5 = g > 0, e usando

I'equazione a3 = o + g otteniamo aj = 19#0 > (. Si noti che, in questo caso,
tutti gli esempi sono di supporto perché nessuna variabile duale ¢ nulla. Il
vettore dei pesi ottimo e quindi
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Infine, calcoliamo il valore ottimo di b utilizzando il vettore di supporto 1:
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Esercizio 2

Si consideri il seguente insieme di apprendimento con 3 esempi:

1: ([2,1]1, -1)
2: ([1,3], +1)
3: ([4,1], -1)

si calcoli il vettore w* e la soglia b* corrispondenti all’iperpiano ottimo sep-
aratore, cioe la soluzione restituita da una Support Vector Machine (senza
utilizzo di kernel).

Soluzione:

Si noti che da una ispezione visuale degli esempi si riconosce subito che
I'insieme di apprendimento e linearmente separabile. Pertanto, per trovare



la soluzione usiamo la corrispondente formulazione duale per la SVM. In
particolare, dobbiamo massimizzare, rispetto alle variabili duali, la funzione:
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dove y1 = y3 = —1, yo = +1, &1 = [2,1], & = [1, 3], T3 = [4, 1], rispettando i
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Sapendo che,

ffl 'fl - 5
o+ Ty = 10
s - T3 = 17
ffl . fg - 5
T1-T3 = 9
_’2 ' _’3 = 7

la funzione lagrangiana puo essere scritta come:
1
L(d) =a; +as + az — 5 (504% + 1003 + 1703 — 100109 + 18003 — 14a2a3)

Poiché deve vale il vincolo iy = a4, possiamo eliminare da L() la variabile
Q9.
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Il massimo per la funzione L(qq,a3) si ottiene ponendo le derivate prime
rispetto a a; e a3 uguali a 0:
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Tale sistema lineare ha soluzione a; = % >0, a3 = —i < 0 (!). Poiché a3 < 0
il vincolo di non-negativita e violato. Si noti che il valore di ag > 0 per cui
si ottiene il valore massimo di L(ay, a3) € 0, perché L(ay, a3) € convessa con
massimo a sinistra del valore 0. Quindi, fissato aj = 0, il valore ottimo per
v si ottiene massimizzando la funzione L(«y,0), cioé risolvendo I'equazione:

oL 0
0L, 0) 54, = 0
aOél
che ha soluzione ottima af = % > 0, e quindi, poiché ay = a; + as,

oy = % > (. Si noti che, in questo caso, solo gli esempi 1 e 2 sono di supporto.
Il vettore dei pesi ottimo e quindi
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Infine, calcoliamo il valore ottimo di b utilizzando il vettore di supporto 2:
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