INCERTEZZA

CApPITCLC 13

Capitolo 13 1

( Incertezza |

Azicne A; = partire per I'aercporte ¢ minuti prima del volo
L'azicne A; mi permettera ci arrivare in tempo?

Preklemi:
1) osservakilita parziale (state cella straca, pianc ci altri veiceli, etc.)
2) serseri rumercsi (rapperti sul traffice ci Iseradiic ...)
3) incertezza rell‘esitc celle azieni (pneumatice forate, etc.)
4) immensa complessita nel mecellare e nel precire il traffice

Quinci un approccic puramente legice ¢
1) rischia di cire il falsc: “Ags mi fa arrivare in tempc”
¢ 2) cencuce a cenclusioni che sone troppo cebceli per prendere decisieni:
“Ass mi fa arrivare in tempe se nen c''e un incicente sul pente
e ncn picve e nen fere i preumatici, etc etc.”

(Az44c si puc ragicnevclmente dire che mi fa arrivare in tempe
ma devc passare la notte all'aercporto . . .)
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I Cutline |

Incertezza
Prebabilita
Sintassi e semantica

Inferenza

S SO

Incipencenza e Regola ci Bayes
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I Metcdi per trattare 'incertezza I

Default ¢ nenmenctenic legic:

Assumiamo che I'aute nen abbia forate

Assumiame che Ass vaca bene 2 menc che I'evicenza nen le centraddica
Prcklemi: quali assunzicni sene ragicneveli? Trattamentc contracdizioni?

Regcle con fatteri di “ingannc” (fucge facters):
Ags —>¢.2 mi fa arrivare in tempe
irrigatore —ggg €erba — bagnata
erba — bagnata ¢ 7 picggia
Prcklemi: come trattare la combinazicne 7 p.e., irrigatore causa pioggia??

Prckakilita
Data l'evidenza dispenikile,
Ags mi ta arrivare in tempo con probabilita C.04
Vahaviracarya (Sth C.), Carcame (15€5) tecria cel gicce

(Logica Fuzzy manipela gradi di verita NON incertezza p.e.,
erba — bagnata & vera cen grace 0.2)
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I Prcbabilitd |

Asserzicni Probatilistiche riassumono gli effetti di
pigrizia: fallimentc nell’'enumerare le eccezioni, cualifica, etc.
igncranza: mancanza di fatti rilevanti, concizicni iniziali, etc.

Prckakilitd Scggettiva ¢ Bayesiara:
Le prebatkilita leganc le prepesizieni al propric state ¢i conoscerza
p.e., P(Ass|nessun incicente ripertate) = 0.06

Non indica alcuna tencenza prebatilistica nella situazicne corrente

Le prebakilita delle propesizieni camkianc con I'arrive i nucva evicenza:
p.e., P(Ags|nessun incidente ripertate, 5 a.m.) = (.15
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I Elementi di Prchbakilita |

Insieme (2— spazio degli eventi
p-e., € pessikili lanci ¢i dace.
w € Q & un campicne (pessibile evento atomice)

Unc spazic di probabilita ¢ modello di probabilita @ unc spazic degli eventi
con un assegnamentc P(w) per cgni w € () tale che

0<Pw) <1

YPw)=1
eg.. P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)=1/6.

Un eventc A & un cualungue sctteinsieme cli €2
P(A) = YqenyP(w)
Pe., P(lancic cade <4)=1/6+1/6+1/6=1/2
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I Decidere nell’incertezza |

Suppeniame di crecere che:

P(Agzs mi fa arrivare in tempe|...) = .04

P(Ag; mi fa arrivare in tempe|...) = .70
P(Ai3 mi fa arrivare in tempe|...) = 0.95
P(Aj440 mi ta arrivare in tempe|...) = 0.9999

Quale azicne scegliere 7

Cipende calle mie preferenze: perdere I'zerec vs. la cucina dell’arecperte,
etc.

Tecria dell'utilitd & usata per rappresentare e inferire preferenze

Tecria celle decisicni = tecria cell'utilita + tecria celle probakilita
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I Variakili aleatcrie |

Una variabile aleatoria & una funzicne da eventi a cualche intervalle, p.e., i
reali ¢ i Becleani
p.e., Dispari(1) =wvero.

F incuce una distribuzione di probabilita per cgni variabile aleatoria X:
P(X = .Ti) = E{w:X(w) :wi}P(w)
p.e.. P(Dispari=wvero) =1/6+1/6+1/6 =1/2
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I Prcpcsizicni |

Pensare ac una prepesizicne come un eventc (insieme cli eventi)
dove la prepesizicne & vera

Cate variakili Becleane aleatcrie A e B:
eventc a = insieme di eventi deve A(w) =wvero
eventc —a = insieme i eventi dove A(w) = falso
eventc a A b = eventi deve A(w) =vero e B(w)=vero

Variakili Becleane, evente = mecelle ci legica propesizicnale
p.e., A=vero, B= falso, c a A\ —&.
Prcpesizicne = cisgiunzicne cli eventi atemici in cui essa & vera
pe, (@aVb)=(—-aAb)V(aA-b)V(aAb)
= P(aVb)=P(—aAb)+PlaN—b)+PlaNb)
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I Sintassi per le propesizicni I

Varizkili aleaterie propesizicnali ¢ Becleane
p.e., Cavita (he una cavita 7)

Variakili aleaterie cliscrete (finite ¢ infinite)
p.e., Tempo pud assumere i valeri (sole, pioggia, nuvole, neve)
Tempo = pioggia & una propcsizicne
| valeri devenc essere esaustivi e mutuamente escusivi

Variakili aleaterie centinue
p-e., Temperatura =21.6, ammette anche, p.e., T'emperatura < 22.0.

Cembinazicni Becleane arkitrarie di prepesizieni base
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I Perché usare le prcobabilita 7 I

Le clefinizioni implicanc che alcuni eventi legicamente correlati cevenc avere
probakilitz correlate

Pe.. P(aVb)=P(a)+ P(b) — P(a A b)

True

ce Finetti (1631): un agente che scommette seconde prebabilitd che vi-
clanc questi assicmi pessene essere forzati a percere soldi indipencentemente
call’esitc degli eventi
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I Prcbakbkilita a pricri |

Pricr ¢ prebakilita incencizicnate ci proposizicni
p.e., P(Caviti =vero) = 0.1 e P(Tempo=sole) = (.72
cerrispencene a graci ¢i crecenza sull‘arrive ci (nucva) evicenza

Distribuzicne ci prekatilita fernisce valeri per tutti i pessibili assegnamenti:
P(Tempo) = (C.72,0.1,0.08,C.1) (normalizzate, cicé, scmmanc ac 1)

Distribuzicne ci prebakilita congiunta per un insieme di v.a. fornisce
la prebakilita per cgri evente atemice su tali variakili
P(Tempo, Cavita) = una matrice 4 X 2 ¢i valeri:

Tempo = ‘sole pioggia nuvole neve
Cavita=wvero |0.144 0.02 c.C16  C.C2
Cavita = falso|(0.576 0.C8 6.064 (.08

Ogni domanda che concerne un dominio trova risposta nella distribuzione
congiunta perché ogni evento € la scmma dei possibili eventi
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I Prcbakilitd per variabili centinue I

Esprimere la cistribuzicne come una funzicne parametrizzata ci valori:
P(X =x) =UJ18,26](z) = censitd uniforme tra 18 e 2€

0.1251

18 dx 26

P & una densita, integra ac 1.
P(X =20.5) = 0.125 in realta significa

lim P(205 < X < 20.5+ da)/dz = 0.125
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I Prcbabilitd cendizicnale |

Prcbakilita a pestericri ¢ concizicnzle
p.e.. P(Cavitd|Mal di denti) = (.8
cicg, catc che Mal di denti & tutte quellc che so

Se sc ¢i pit, p.e., Cavitd & anche data, allora abkiame

P(Cavita|Mal di_denti, Cavita) =
Neota: la credenza menc specifica rimane valida depe che nucva evidenza
arriva, ma nen necessariamente rimane utile

Nucva evidenza puc essere irrilevante, permettence semglificazieni, p.e.,
P(Cavitd| Mal_di_denti, Vince_Inter) = P(Cavitd| Mal_di_denti) = 0.8
Queste tipe ¢i inferenza, cevuta alla conoscenza del deminic, & cruciale

Capitclo 13 15

I Densitd Gaussiana |

P(g) = e taw/2e"
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I Prcbabilitd cendizicnale |

Definizicne ci prekatilitd cendizicnale:

(@A D)

Plalp) - PP@ it P(b) 40

La regela cel precette fornisce una definizicne alternativa:
Fa Ab) = P(alb)P(b) = p(bla)P(a)

Una versicne generale vale sulle cistribuzicni, p.e.,
P(Tempo, Cavita) = P(Tempo| Cavita)P( Cavita)
(Viste come un insieme 4 x 2 ¢i ecuazieni, no meltiplicazicre ci matrici)

Chain rule & derivata calla applicazione ripetuta cella regela cel prodotte:
P(Xy,..., X)) =P(Xy,..., Xn1) P(Xp| X1, ..., Xpo1)
=P(Xq,..., Xp ) P(Xp| X1, ..., Xpg) P(X0| X4, ..., Xp1)

I_ P(X| Xy, X
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I Inferenza tramite enumerazicne |

Si inizia con |2 cistribuzicne congiunta:

toothache — toothache

catch| — catch] catch| — catch
cavity | .108| .012 .072| .008
- cavity | .016 | .064 144 | 576

Per cgni proposizicne ¢, si scmmanc gli eventi atcmici cove essa & vera:

P(¢) = LuppP (W)
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I Inferenza tramite enumerazicne |

Si inizia con |2 cistribuzicne congiunta:

toothache — toothache

catch| = catch] catch| = catch
cavity | .108| .012 | .072| .008
- cavity | .016| .064 144 | 576

Per cgni proposizicne ¢, si scmmanc gli eventi atcmici cove essa & vera:

P(¢> = Ew:w)=¢P(w>
P(cavityVtoothache) = 0.108+0.01240.072+0.008+0.016+0.064 = 0.28
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I Inferenza tramite enumerazicne |

Si inizia con 2 cistribuzicne congiunta:

toothache — toothache

catch| — catch] catch| — catch
cavity | .108| .012 .072| .008
- cavity | .016 | .064 144 576

Per cgni proposizicne ¢, si scmmanc gli eventi atcmici cove essa & vera:

P(¢> = Ew:w)=¢P(w>
P(toothache) = 0.1068 + 0.012 + 0.016 + 0.064 = C.2
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I Inferenza tramite enumerazicne |

Si inizia con la cistribuzicne congiunta:

toothache — toothache

catch| — catch| catch| — catch
cavity | .108| .012 .072| .008
- cavity || .016| .064 || .144| 576

Si pessenoe caleclare anche le probatilita concizienali:

P(—cavity A toothache)
P(toothache)

B 0.016 + 0.064 -

~ 0.108+0.012+ C.016 + C.064

P(—cavity|toothache) =
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I Ncrmalizzazicne |

toothache - toothache

catch| — catch] catch| — catch
cavity |/.108]|/.012 .072| .008
= cavity |/.016||.064 144 | 576

[l denominatcre pud essere vistc come una costante di normalizzazione o

P(Cavity|toothache) = a P(Cavity, toothache)
= a[P(Cavity, toothache, catch) + P(Cavity, toothache, —catch)]
— [(C.108,0.016) + (0.012, 0.064)]
= a(0.12,0.08) = (C.6,0.4)

Idea genrerale: calcclare la cistribuzicre sulla variakile cella query
fissance le variakili di evidenza e sommande sulle variakili nasceste
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I Indipendenza I

A e B sonc incipencenti sse
P(A|B)=P(A) o P(B|A)=P(B) o P(A B)=P(AP(B)

Cavity
Toothache Catch

Weather

P(Toothache, Catch, Cavity, Weather)
= P(Toothache, Catch, Cavity)P (W eather)

32 entrate ridctte 2 12, per n menete “truccate” incipendenti, 2" — n
Incipendenza asscluta petente ma rara

Nei preblemi reali scne ceinvelte centinaia dli variakili,
nessuna celle quali & indipencente. Che fare?
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I Inferenza tramite enumerazicne |

Tipicamente siamc interessati a
la cistribuzicne congiunta a postericri celle variakili ¢i cuery Y
dati specifici valeri e per le varizbili i evicenza E

Pecniame le variakili nasceste essere H =X —Y — E

Allera |2 scmma cesicerata i entrate congiunte & cttenuta scmmandc sulle
variakili nasceste:

P(Y|E=e)=aP(Y,E=¢) = oX,P(Y,E=¢,H=h)

| termini nella scmmateria scnc entrate congiunte perché Y, E, e H insieme
esauriscenc |'insieme clelle variakili aleaterie

Prcklemi ovvi:
1) Complessit casc pessime n tempe O(d™) dove d & I'arletd piU grande
2) Cemplessitd 'n spazic G(d") per memerizzare la distribuzicne cenglunta
3) Come stab'lire T valer! per G(d") entrate??7?
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I Indipendenza cendizicnale I

P(Toothache, Cavity, Catch) ha 2° — 1 = 7 entrate incipencenti

Se si ha una cavitd, |2 probakilitd che la senca si fermi su in essa nen diperce
dal tatte di avere il mal ¢i denti:
(1) P(catch|toothache, cavity) = P(catch|cavity)

La stessz incipencenza vale se non c'e la cavita:
(?) P(catch|toothache, —cavity) = P(catch|—cavity)

Catch & condizionalmente indipendente c¢a Toothache date Cavity:
P(Catch|Toothache, Cavity) = P(Catch|Cavity)

Affermazicne ecuivalerte:
P(T'oothache|Catch, Cavity) = P(Toothache|Cavity)
P(T'oothache, Catch|Cavity) = P(Toothache|Cavity)P(Catch|Cavity)
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I Indipendenza cendizicnale I I Regcla di Bayes

Scrivere la distribuzicne cengiunta completa usande la chain rule: Regela del precotte P(a A b) = P(a|b)P(b) = P(bla)P(a)
P(Toothache, Catch, Cavity) P(bla)P(a)
= P(Toothache|Catch, Cavity)P(Catch, Cavity) = Bayes' rule P(alb) = 7’\
= P(Toothache|Catch, Cavity)P(Catch|Cavity)P(Cavity) P(b)
= P(Toothache|Cavity)P(Catch|Cavity)P(Cavity) ¢ in ferma di cistribuzicre
. B . : P(X|Y)P(Y)
Cice, 2 + 2 + 1 = 5 numeri indipencenti P(Y|X) = ( 1l()/()( L — oP(X|Y)P(Y)

In molti casi, I'uso di indipendenza condizionale riduce la dimensione della
rappresentazione della probakilita congiunta da essere esponenziale in n a

lineare n. P(Ef fect e\ P e)
P(Cause|E f fect) — (Ef fect|Cause)P(Cause)

Utile per cttenere prebakilita ciagnostica a partire da probakilita causale:

oot
L’indipendenza condizionale & la forma pill basilare e robusta P(Ef fect)
di conoscenza sugli ambienti incerti. P.e., sia M la rappresentazicne ci Meningite, e S ci celle rigice:
P(slm)P(m) 0.8 x (.0CC1
P(m|s) = e = (.
(m]s) B(s) i C.0008

Nota: la prebakilita 2 pestericri della Meningite ancera piccelal

| Regcla di Bayes e indipendenza ccndizicnale | I Mcndc dei Wumpus
14 2,4 3,4 4,4
P(Cavity|toothache A catch) I 5 B R O
= aP(toothache A catch|Cavity)P(Cavity)
= a P(toothache|Cavity)P(catch|Cavity)P(Cavity) Y [P P2 "
oK
Queste & un esempic ci medelle naive Bayes: T R .
P(Cause, Ef fecty, ..., Ef fect,) = P(Cause)Il,P(E f fect;|Cause) oK | ok

P, =vero sse [i, 7] contiene una trappela
AR B;j=wvero sse [i, j] & ventilate
... Incluciame sele By 1, By 2, Bz,1 nel mocelle prebatilistice

[l numerc tctale ci parametri & lineare in n
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I Specifica del mcdelle prebatilistice I I Csservazicni e query I

La cistribuzicne cengiunta cempleta @ P(Pyy,. .., Py4, B11, B12, B2 1) Noi concsciame i seguenti fatti:
. b= b1 NbiaANba;y

Appllcare la regola del perOttO. P(Bl,lu B1;27 B271 | P171./ Ce ,P474>P(P171./ Cey P474> known = —p11 A P12 A —pa1
(facciamo cosi per cttenere P(E f fect|Cause).) La cuery & P(Pys|known, b)

. . . 1 - B '( - ;] " L - " H ) ) . i i
Primc termine: 1 se le trappcle senc aciacenti a “brezze”, C altrimenti Definiame unkown = i P, civersi ca Py3 e known

Seccnce termine: le trappele scrc posizicnate a case, con probabilita .2

Per effettuare inferenza per enumerazicne, akbiame
per quadrate:

P(Py s|known, b) = aXupkeunP (P12, unkown, known, b
P(Piy,..., Pra) = [T/ P(Pj) = 02" x 081" S ) tounP (P15 )

| Cresce espcnenzialmente cen il numerc di quacratil
per n trappcle.
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I Usandc l'indipendenza ccendizicnale I I Usandc l'indipendenza ccendizicnale I

Icea base: le csservazioni scne condizicnalmente incipencenti da altri quadrati

nascesti dati i quadrati nascesti acdiacenti
‘ P(Pslknown,b) =a ¥ P(P 3, unkown, known,b)

TI———-a———Jai-—-JlrT-—_ unkown
\ [ =« kZ P (b Py 3, known, unkown)P (P, 3, known, unkown)
\\ 1 unkocwn
'Ir = ozf b %j P(b|lknown, Py 3, fringe, other\P (P 3, known, fringe, other)
OTHER | ringe cther
i =a ¥ ¥ P(blknown, P, fringe)P(P 3, known, fringe, other)
i fringe other ’
NN I = a ¥ P(blknown, Py 3, fringe) ¥ P(Py3, known, fringe, other)
FRINGE\\\\\—\ | fringe ’ other
\\\T | = afz P (blknown, Py 3, fringe) > P (P 3)P(known)P(fringe)P(other)
VN i \\ H ringe cther
S N B = a P(knowun)P(P3) ¥ P(blknown, P, 3, fringe)P(fringe) ¥ F(other)
fringe cther
Cefiniame Unkown = F'ringe U Cther = o' P(P3) ; Y. P(blknown, P, 3, fringe)P(fringe)
ringe

P(b| Py 3, Known, Unkown) = P(b| Py 3, Known, Fringe)

Periame la query in una ferma deve si pessa usare quante scpra!
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I Usandc l'indipendenza ccendizicnale

3 i

T Z T, 7 T 'z T 2 T Z
. ‘ . . . . . ) ‘
oK oK oK ok ok
1T 21 31 i1 21 31 T 721 3L i1 21 31 T 21 31
. . . . . . . .
oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK

0.2x0.2=0.04 0.2x0.8=0.16 0.8x0.2=0.16 0.2x0.2=0.04 0.2x0.8=0.16

P (P, s|known, b)

P(P;3|known, b)

X

~

o (0.2(C.C4 + 0.16 + C.16), C.8(C.C4 + C.16))

(6.31,0.69)

(0.86,0.14)
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I Riassuntc |

[l calcole celle prekakilita costituisce un fermalismo rigerese per la conoscenza
incerta

La distrituzicne congiunta ci prebakilita specif ca la prebakilita di cgni evente
atemice

Si pue rispencere alle guery scmmande sugli eventi atomici

Per demini nen kanali, bisogna trovare un mede per ridurre la cimensicne
cella rappresentazicne cella probabilita congiunta

Inclependerza ed indipendenza cencizicnale ferniscene tale mecde
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