RETI BAYESIANE

CAPITCLC 14

Capitolo 14 1

Reti Bayesiane (Bayesian netwcrks)

Una semglice notazicne grafica per asserzicni concizicnalmente incipencenti
e cuindi per specifiche ci cistribuzicni cencizicnali complete

Sintassi:
un insieme di nedi, unc per variakile
un grafe cirette aciclice (link ~ "“influenza direttamente” )
una cistribuzicne concizicnale per cgni nece cati i suci genitori:
P(X;|Parents(X;))

Nel casc piti semplice, dlistribuzicne cendlizicrale rappresentata come
una tabella cella prebakilitd concizienale (CPT) data la
cistribuzicne su X; per cgni ccmkbinazicne ci valeri assunti dai genitori
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I Cutline |

¢ Sintassi

{ Semantica

{ Inferenza esatta tramite enumerazicne

{ Inferenza esatta tramite eliminazicne di variakile

{ Inferenza appressimata tramite simulazicne stecastica
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I Esempic I

La tepelegia cella rete ceclifica asserzieni di indipencenza cencizicnale:

D @)

Weather & incipencente calle altre variabili

Toothache e Catch senc condizicnalmente indipencenti cata Cavily
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I Esempic [

Secne al lavere, il vicine John chiama per dire che il mic allarme Alarm &
entrate in funzicre, ma la vicina Mary nen chiama. Alcure velte I'allarme &
attivatc da piccele scosse di terremete. C'e un lacre in casa 7

Varizbili: Burglar, Earthquake, Alarm, JohnCalls, MaryCalls
L= tepolegia cella rete rif ette concscenza “causale”:

— Un lacre puc attivare I'allarme

— Un terremcte puc attivare |'allarme

— L'attivazicne cell’allarme puc incurre Mary a chiamare

- L'attivazicre cell’allarme pu¢ indurre John a chiamare
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I Ccmpattezza I

Una CPT per variakili Becleane X; con k geniteri Bocleani ha

ok righe per le ccmbinazicni ci valeri cei geniteri @

Cgpni riga richiece un numerc p per X; =vero ﬁ
(il numerc per X; = falso & 1 — p) @ @

Se ogni variakile nen ha pill i k geniteri,
la rete completa richiede O(n - 2%) numeri

Cicé, cresce linearmente ccn n, vs. 0(2”) per la distribuzicne cengiunta
ccmpleta

Per la rete prececente, 1+ 1 +4+2+2=10 numeri (vs. 2° — 1 = 31)
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I Esempic [
P(B) P(E)
Burglary )™ 507 Earthquake ) ™ o2

B E |PAB,E)
T T| 9

T F| 94

F T| .29

F F | .o01
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A [P(MJA)
T| .70
F| 01

I Semantica glcbale

La semantica globale cefinisce la distribuzicne congiunta completa
ccme il prodette delle cistribuzieni concizienali lecali:

P(Xy,...,X,) =1,

)

pe, PGAmMAaN—bA—

P(X;|Parents(X;))

\
€)
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I Semantica glcbale I

La semantica globale cefinisce la distribuzicne congiunta completa
ccme il prodette delle cistribuzieni concizienali lecali:
Yy T Lo X
P(Xy,..., X, =IIl_ P(X;|Parents(X;))

pe. P(GAmAaA—bA—e)
= P(jla)P(m|a)P(al~b, ~e) P(=b)P(~e)
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I Markcv blanket |

Cgpni ncco & cendizicnalmente indipendente ¢a tutti gli altri dato il suc
Markov blarket: geniteri + fgli + geniteri dei figli
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I Semantica lccale |

Semantica lecale: ogni nece @ concizicnalmente incipendente
cai suei non ciscencenti cati i genitori

Tecrema: Semantica lecale < semantica glckale
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I Ccstruzicne di Reti Bayesiane I

Necessita ci un meteco tale che data una serie di asserzicni ci incipencenza
cencizicnale localmente centrellzbili, garantisca |2 semantica glebale cesider-
ata

1. Scegliere un orcinamente ci variabili Xy, ..., X,
2.Fori=1tcn

aggiungi X; alla rete

selezicna geniteri da X1, ..., X;_1 tali che

) 3

P(XZ'|PG,T€’I’LI£$(X1‘>> = P(XZ'|X1./ PR Xi71>

)

Questa scelta ¢i geniteri garantisce la semantica glokale:

P(Xy,..., X, = II!_ \P(X;| Xy, ..., X;_1) (chain rule)
= [I7_ P(X;|Parents(X;)) (per costruzicne)
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I Esempic

Supperiamoe di scegliere l'crdine M, J, A, B, k£

P(J|M) = P(J)?
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I Esempic

Supperiamoe di scegliere l'crdine M, J, A, B, k£

CED

N =>

P(JIM) =P(J)? No

P(A|J, M) = P(A|J)? P(A|lJ,M) = P(A)? No
P(B|A, J,M) = P(B|A)?

P(B|A, J,M) = P(B)?
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I Esempic

Supperiamoe di scegliere l'crdine M, J, A, B, k£

CED
=D

P(JIM) =P(J)? No
P(A|J, M) = P(A|J)? P(A|J, M) = P(A)?
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I Esempic

Supperiamoe di scegliere l'crdine M, J, A, B, k£

JIM) = P(J)?7 Ne

P
P(A|J, M) = P(A|J)? P(A|lJ,M) = P(A)? No
P(B|A, J,M) = P(B|A)? Yes
P(B|A, J,M) = P(B)? No

P(E|B, A, J, M) = P(E|A)?

P(E|B, A, J,M) = P(E|A, B)?
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I Esempic I

Supperiamoe di scegliere l'crdine M, J, A, B, k£

Earthquake

P(JIM) =P(J)? No

P(A|J, M) = P(A|J)? P(A|lJ,M) = P(A)? No
P(B|A, J,M) = P(B|A)? Yes

P(B|A, J,M)=P(B)? No

P(k|B, A, J,M) = P(E|A)? No

P(E|B, A, J, M) = P(E|A,B)? Yes
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I Esempic: diagnesi per autecmcbile I

Evidenza iniziale: aute nen parte
Variabili centrellakili (in verce), variabili “rette, ca aggiustare” (in arancic)
Variabili nasceste (in grigic) assicuranc struttura sparsa, riducenc i parametri

alternator fanbelt
broke broke

dead
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Burglary

Earthquake

Lecicere l'indipencenza concizicnale & difficile nelle cirezieni non causali
Valutare le prekakilitd cendizicnali é difficile in direzieni nen causali

La rete & menc compatta: 1+ 2+ 4+ 2 4+ 4=13 numeri necessari
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I Esempic: assicurazicne dell’autcmckbile I
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I Ccmpiti di inferenza I

Query semplici: calcclare la probakilitd a postericri marginale P(X;|E =e)
p.e.. P(NoGas|Gauge = empty, Lights = on, Starts = false)

Query cengiuntive: P(X;, X;|E=e) = P(X;|JE=¢)P(X,|X;, E=¢)

Cecisicni cttimali: reti ci decisicni includenc infermazieni di utilita,
inferenza prekakbilistica richiesta per P(cutcomel|action, evidence)

Recuperc infermazicne: quale evicerza si ceve cercare?
Analisi della sersitivitd: cuali valeri di prekatilitd sene i il critici?

Spiegazicne: perché he biscgnoe di un nucve metere di avviamento?
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I Algcritme di enumerazicne I

functicn ENUMERATICON-ASK(X, €, bn) returns 2 distributier over X
inputs: X, the query variztle
e, cbserved values for variables E
bn, = Bayesiar retwork witk veriables {X} U E U Y
Q(X) «+a distributicn cver X, in'tizlly empty
foer each value z; of X do
exterd e with value x; for X
Q(z;) <~ ENUMERATE-ALL(VARS[bn], €)
return NCRMALIZE(Q(X))

functicn ENUMERATE-ALL(vars, €) returns = real rumber
if EMPTY?(vars) then return 1.
Y < FIRST(vars)
if Yhasvalteyne
then return P(y | Pa(Y)) x ENUMERATE-ALL(REST(vars), e}
else return ©, P(y | Pa(Y)) x ENUMERATE-ALL(REST(vars), e,)
where €, s € exterced with Y = y
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I Inferenza tramite enumerazicne |

Mede un pé pit furke per marginalizzare alcune variakili czlla distribuzicne
cengiunta senza costruire esglicitamente la sua rappresentazicne

Query semplice sullz rete cell’allarme:

P(B|j,m) ®
= P(B,j,m)/P(j,m)

= aP(B‘/j? m) ﬁ

= aX.2.P(B, e, a,j,m) @ @

Riscrittura di entrate cella cistribuzicne cengiunta usande il precette di en-
trate ¢i CPT:

P(Blj, m)

= a2 2, P(B)P(e)P(a|B,e)P(jla)P(m|a)

= aoP(B)X.P(e)X,P(a|B,e)P(jla)P(m|a)

Enumerazicne ricersiva cepth-first: O(n) in spazic, O(d") in tempe
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I Alberc di valutazicne |

L’enumerazicre & inefficiente: calccli ripetuti
p.e., calccla P(j]a)P(mla) per ogni valcre ci e

P(-alb,e) P(alb,—e€) P(—albe)
.94

.05
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| Inferenza tramite eliminazicne di variabile

Eliminazicne di variakile: effettuare le scmme da destra 2 sinista,
memorizzare i risultati intermedi (fatteri) per evitare ci ricalcelarli

P(B|j,m)

=aP(B) X, P(e) X, P(a|B,e) P(jla) P(mla)

B b~ D Y A

aP(B)X.P(e)XaP(a| B, ) P(jla) fu(a)
aP(B)X.P(e)XaP(a|B, €} f.(a)fu(a)
P(B)X.P(e)Xqfala,b,e)fs(a)fu(a)
P(B)X.P(e ,fAJM(b e) (elimina A)
=aP(B)fzisu(b) (elimina £)

= afp(b) x fbAJM(b/

I |
e Q
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I Algcritme di eliminazicne di variabile

functicn ELIMINATION-ASK(X, €, bn) returns & d'str'bution cver X
inputs: X, the query variztle
€, evicerce specifiec as ar evert

factors <[], vars <~ REVERSE(VARS[bn])
for each var in vars do
factors < [MAKE-FACTCR(var, €)|factors|

return NOCRMALIZE(PCINTWISE-PRCDUCT(faclors))

bn, = belef network specifying joint distribution P(X7, ..., X,,)

if var 's a h'cden varizble then factors < Sum-OuT(var, factors)
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| Eliminazicne di variabile: cperazicni base |

Eliminare una variakile da un procotte ci fattori:
1. muocvere i fatteri costanti al di fucri cella scmma
2. aggiungere le scttomatrici al precotte “peointwise” clei fatteri rimanenti

Exflx xfk;:flx Xfizxfi+1x xfk:flx Xfixf)_(
assumende che fi,..., f; non dipendanc ca X

Predetto pointwise ci httcri fie fé'

Pe. fi(a.b) ></ 1ulbo6) = flab, 0
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I Variakili irrilevanti |

®
P(J|b) = aP(b) ;P(e}%P(aw? e)P(J|a)%P(m|a) ﬁ

La scmma sum & uguale 2 1, M & irrilevante per la cuery @ @

Cersiceriame la cuery P(JohnCalls|Burglary = true)

Thm 1: Y & irrilevante a menc che Y € Ancestors({ X} UE)

Qui, X = JohnCalls, E={Burglary}, e
Ancestors({X} UE) = {Alarm, Earthquake}
quinci M & irrilevante

(Confrentare con backward chaining a partire calla query in KB cen clauscle
ci Hern)
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I Variakili irrilevanti |

Defn: grafc meralizzate di una rete bayesiana: sposare tutti i geniteri ed
eliminare |2 cirezicne cegli archi

Detn: F & m-separatc da G tramite H sse e separatc tramite H nel grafc
mcralizzate

Thm 2: Y & irrilevante se m-separatc da X tramite E

6'@

Per P(JohnCalls|Alarm = true), sia (A)
Burglary che Earthquake scnc irrilevanti 0 @

I Inferenza tramite simulazicne stccastica |

Idea base:

1) Estrarre IV campicni ca una distribuzicne ci campicnamentc S
2) Calcclare la probabilith a posteriori approssimata P

3) Mostrare che converge alla vera probability P

Cutlire:
— Campicnamente da una rete vucta
— Rejecticn sampling: rigettare i campicni in disaccercc con |'evidenza
— Likelihcod weighting: usare |'evicenza per pesare i campicni
— Markev chain Mente Carle (VW CNVC): campicna in accerce ac un
precessc stocastice la cui cistribuzicne stazicnaria & la vera prebakilita
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I Ccmplessita dell’inferenza esatta I

Reti singclarmente connesse (¢ polytree):
— ogni coppia ¢i neci & cennessa ¢a al pill un cammine (nen cirette)
— il coste in tempc e spazic della eliminazicre ci variabile & O(d*n)

Reti connesse pill che singelarmente:
— possibile ridurre 3SAT alla inferenza esatta = NP-hard
— ecuivalente 2 mecelli 3SAT cen centeggic (cel numere di scluzieni)
= #P-comglete

1. AvBvC
2.CvDv-A
3.BvCv-D
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I Campicnamentc da una rete vucta I

functicn PRICR-SAMPLE(bn) returns an event samplec from bn
inputs: &n, = bellef retwerk spec'tying Jcint distribution P(X, ..., X,)

X ¢—zn event with n elemerts
fer: = 1tondo

x; - a randem sample from P(X; | Parents(X;))
return x
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Esempic I I Esempic

P(C) P(C)
50 50
C |P(S[0) C |PRIC) C |P(SI0) C |PRIC)
T| 10 @ @ T| 80 T| 10 @ @ T| 80
F| 50 F| 20 F| 50 F| 20
S R[PW|SR) S R[PW|SR)
T T| 99 T T| 99
T F| 9 T F| 9
FT| .90 FT| .90
F F| .01 FF|l .01
Esempic I I Esempic
P(C) P(C)
50 50
C |P(S[0) C |PRIC) C |P(S[0) C |PRIC)
T| 10 @ @ T| 80 T| 10 @ T| 80
F| 50 F| 20 F| 50 F| 20

S R[P(WISR) S R[P(WISR)
T T| 99 T T| 99
T F| 9 T F| 9
FT| .90 FT| .90
FF|l 01 FF|l .01
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Esempic

P(C)

C |P(SIC) P(RIC)
T | .10 .80
F| .50 .20
S R[P(W|SR)
TT .99
T F .90
FT .90
F F .01
I Esempic I
P(C)
.50
C |P(SIC) P(RIC)
T | .10 .80
F| .50 .20
S R[P(W|SR)
TT .99
T F .90
FT .90
F F .01
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I Esempic I

P(C)

@
@

P(SIC) P(RIC)
10 T| 80
50 F| .20

P(WISR)
99
.90

.90
01

-

nTTmHA»
M= 7|0
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I Campicnamentc da una rete vucta I

Prckakilita che PRICRSAMPLE generi un eventc particclare
Sps(xy...x,) = I]_ P(z;|Parents(X;)) = P(zy ... x,)
cicg, la vera prebakilita a pricri

Pe., Sps(t, f,t,t) = 0.5 x 0.5 x 0.8 x 0.9 = 0.324 = P(¢, f, t,1)

Pestc Npg(zy...z,) essere il numerc ci campicni generati per |'eventc

Allera abbiame

A~

A}ignocP(xh...;xn) = A}ignochg(a:h..../a:n)/N
= Sps(®1,...,%n)
= P(zy...1y)

Cice, stime derivate ca PRICRSAMPLE scnc consistenti

In breve: P(zy,...,2,) ~ Pay...x,)
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|| Rejecticn sampling ||

P(X|e) stimate da campicni in accerde con e

functicn REJECTION-SAMPLING(X, €, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
lecal variables: N, = vector of ccurts cver X, ‘ritially zerc

for j=1tc N deo
X < PRICR-SAMPLE(bn)
if x is consstert w'th e then
N[a] - N[z+1 where z is the value of X in x
return NCRMALIZE(N[X)

P.e., stimare P(Rain|Sprinkler = true) usance 10C campicni
27 campicni hanre Sprinkler =true
Ci questi,  hannc Rain =true e 18 hannc Rain = false.

P(Rain|Sprinkler = true) = NORMALIZE((8, 19)) = (C.296, 0.704)
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I Likelihced weighting I

Icea: fissare le variakili di evicenza, campicnare scle variakili non ci evidenza,
e pesare ogni campicne cen la likelihced accorcata dall'evicenza

function LIKELIHCCD-WEIGHTING (X, €, bn, N) returns an est' mate cf P(X|e)
lecal variables: W, @ vecter of weighted counts cver X, ‘ritially zerc

for j=1tc N dec

X, w4~ WEIGHTED-SAMPLE(bn)

W{z| +- W]|z| + w where z s the value of X 'r x
return NCRMALIZE(W[X])

function WEICHTED-SAMPLE(bn, €) returns an evert and & weight

X < an event with n elements;, w1
fer 1 =1tecndec
if X; hasavaluez; 'ne
then w« w x P(X;= z; | Parents(X;))
else z; <2 random sample frem P(X; | Parents(X;))
return x, w
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I Analisi di rejecticn sampling I

P(X|e) = aNps(X,e) (clef. algeritme)
= Nps(X,e)/Nps(e) (nermalizzate tramite Npg(e))
~ P(X,e)/P(e) (properieta ¢i PRICGRSAMPLE)
=P(Xle) (clef. ci prebakilita cencizicnale)

Quinci rejecticn samling restituisce stime consistenti cella preb. a postericri
Proklemi: costesissime se P(e) & piccela

P(e) converge esponenzialmente cen il numerc ¢i variakili i evicenzal
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I Esempic di likelihced weighting I

P(©)
50

Cloudy

c |pso)| c [PrRio)
T| .10 Rain .80
20

-

PWISR)
99
.90
.90
.01

T A0
mH4m-H|D
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I Esempic di likelihced weighting

c |pso)|
T| 10
F| 50

P(©)
50

T A0

TH4T D
(o]
o
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C |P(RIC)
T| 80
F| .20

45

I Esempic di likelihced weighting

c |pso)|
T| 10
F| 50

w=1.0x0.1

P(©)
50

P(WISR)

T A0

.99
.90
.90
.01

mTH4T D
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C |PRIO)
T| 80
F| 20

a7

I Esempic di likelihced weighting

P©)
50
c |pso)| C [P(RIO)
T| 10 @ T| &
F| 50 Fl 20
S RIPW[SR)
T T 99
T F| 9
FT| 9
FFl o
w=1.0
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I Esempic di likelihced weighting I
P©)
50
c s P(RIC)
T| 10 80
F| 50 20
S RIPW[SR)
T T 99
T F| 9
FT| 9
FFl o
w=1.0x0C.1
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I Esempic di likelihced weighting I

P(C)
50
c |pso)| c [PrRio)
T| 10 T| 8
F| 50 F| 20
S R|P(W|SR)
T T| 99
T F| 9
FT| 90
FF| o1
w=1.0x0.1
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I Analisi di likelihced weighting I

La prekakilita i campicnamentc per WEIGHTEDSAMPLE &
Sws(z,e) = I\ P(z]| Parents(Z))
Neta: pene attenzicre scle all'evidenza negli antenati
= c¢a qualche parte “nel mezzc” fra la distribuzicne
a pricri e cuella a postericri

Il pesc per un catc campicne z, € &
w(z,e) = I, P(e;| Parents(L;))

La prokakilitz ¢i campicnamentc pesata &
Sws(z,e)w(z,e)
l p :
= II,_,P(zi|Parents(Z;)) II.. P(ei|Parents(k;))
= P(z,e) (per la semantica standard glebale cella rete)

Quirci likelihood weighting restituisce stime consistenti
perc le prestazicni cegradanc cor la presenza ci tante variakili ¢i evicenza
peiché pochi esempi hanne cuasi tutte il pesc totale
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I Esempic di likelihced weighting I

P(C)
50
c |pso)| c [PrRio)
T| 10 T| 8
F| 50 F| 20
S RIP(WI|SR)
T T| .99
T F| .90
FT| 9
FF| 01
w=1.0x0.1x0.99 =0.099
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I Riassuntc |

Inferenza esatta tramite I'eliminazicne ci variakile:
— polinemiale su pclialberi, NP-harc in generale
— spazic = tempo, cipencente calla topclegia

Inferenza approssimata tramite LW:
— LW si comporta male quande c’@ molta evicenza (scprattutte a “valle”)
— LW in gerere incipencente dalla topelegia
— La convergenza puc essere molte lenta per prebakilita vicine 2 1 ¢ C
— Puc trattare combinazicni arbitrarie ci variakili ciscrete e centinue
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