\ Neurone Artifi ciale'

Alternativa 1: hard-threshold —> iperpiano!!




\ Reti Neurali Artifi ciali.

Una Rete Neurale Artificiale & un sistema costituito da unita interconnesse che

calcolano funzioni (numeriche) non-lineari:

® le unita di input rappresentano le variabili di ingresso;
® |e unita di output rappresentano le variabili di uscita;

® |e unita di nascoste (se ve ne sono) rappresentano variabili interne che
codificano (dopo 'apprendimento) le correlazioni tra le variabili di input

relativamente al valore di output che si vuole generare.

e sulle connessioni fra unita sono definiti pesi adattabili (dall’algoritmo di

apprendimento).



Reti Neurali Feed-forward (un solo livello nascosto)
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Apprendimento di Reti di Perceptron I

Abbiamo visto che un singolo Perceptron non riesce ad apprendere tutte le funzioni booleane
(es. XOR)

Pero una rete di Perceptron puo implementare una qualunque funzione booleana (tramite
AND, OR, NOT).

Problema: come effettuare I'apprendimento di una rete di Perceptron ?

Non si sa come assegnare “credito” o “colpe” alle unita nascoste:

PROBLEMA DELLASSEGNAMENTO DEL CREDITO

Una possibile soluzione & quella di rendere il singolo neurone derivabile e sfruttare la tecnica

di Discesa del Gradiente per apprendere i pesi “giusti”.

Vediamo, quindi, come la Discesa del Gradiente si applica ad un Perceptron “semplifi cato”.



\ Discesa di Gradiente I

Consideriamo un Perceptron SENZA la hard-threshold:

out E W;L; = W -

e defi niamo una misura dell’errore commesso da un particolare vettore dei pesi:

1
Funzione Errore: E[w] = N Z (t(z) OUt(_’(z)))
T &) 1Dyerr

dove N, € la cardinalita dell'insieme di apprendimento 7'r.

La funzione errore di sopra misura lo scarto quadratico medio (diviso 2) del valore target da

quello predetto dal neurone (out).

Owviamente, se V(&Y (V) € Tr siha out(ZV) = t'Y — E[w] =0

Quindi bisogna MINIMIZZARE E'[w] rispetto a W




\ Discesa di Gradiente I

¢
20 “
W stiesy
AW Shetet's
Ay nethgetiguisets!
RN IR LIRS gBiegBtagtaets!
- NN N iinpprreaeet it get s e e bt

Idea base: partire da un w random e modifi carlo nella direzione contraria al gradiente (che

indica la direzione di crescita di F/[w])

- _ | 8E OE OF - = . — _nOF
VE[’UJ] — | Owg’ Qw1 Owy |’ Aw = nVE[w]’ sz_ na’wi

gradiente
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‘ Calcolo del gradiente I

8E (9 1 (d) (d)\2
= " — out
8wi 8wi 2NT7~ d;r( ou )
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Apprendimento Automatico
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‘ Calcolo del gradiente I

ow; ow; 2N,
deTl'r

_ 1 e (d)\2
— 2NTr28—m(t — out'”’)

deTlr

oF _ 0 1 Z (D — out'¥)?
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oF
Bwi
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‘ Calcolo del gradiente I

0

1

Bwi 2NT7~

2NT’I"

deTr

— out'?)?

(d) (d)
Z 8’wz ('Y — out'¥)?

deTlr

dET’I"

(#@ _

out'?) —

ow;

O (4@ _

out'?)
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oF
8w7;

‘ Calcolo del gradiente I

0 1 Z (t(d) — out(d))2

8w7; 2NT7~ deTr

(d) (d)
(t ¢
2NTT dzT: awz —out™ )’

(1@ (@) 0

(d)
t

— out
dET’I"

1
Z(t(d)—out(d)) O (4@ _

N ow;
Tr deTr 1

— out

(d))



oF
8’(1)7;

oF
(911)7;

‘ Calcolo del gradiente I

9, 1
Z (t(d) — out(d))2

Jwi 2N1r deTr
1 9 | (d) ()12
P — out'?)
2Nr deTr Ow;
1 Z 2(t(d) — out(d))—8 (t(d) — out(d))
2NTT deTr awl
1 S — out™) O (4D _ . 7
Ny deTr Jwi
1 d d d
I'r deTr
1 d d d
_NT Z (t( ) Out( ))(xg ))

deTl'r



\ Discesa di Gradiente I

ogni esempio di apprendimento e una coppia (:E' ; t), dove I é il vettore di valori in

input, et e il valore desiderato in output (target). 1 e il coefficiente di apprendimento

Gradient-Descent(I'r, 1))

, 1
che ingloba — ).
(che ingloba )
® Assegna a w; valori piccoli random

e Finché la condizione di terminazione non e verifi cata, fai

- sz ~— 0

— Per ogni (Z,t) inT'r, fai
x Presenta I al neurone e calcola I'output out
* Per ogni w;, fai

Aw,; < Aw; + n(t — out)x;
— Per ogni w;, fai
w; — w; + Aw;



‘ Discesa di Gradiente con Sigmoide I

Consideriamo un Perceptron con funzione sigmoidale:

out(Z) = o (D> wiz;) = o(b - T)

1=0

1
1_|_e—net

dove si ricorda che o (net) =
Si noti che per o () vale la seguente relazione

d o(net)

Frra o(net)(1 — o(net))

o' (net) =

e ricordiamo che (derivata di funzioni composte)

d f(g(z)) _ df(g(zr)) dg(z)
dx dg(x) dx
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Calcolo del gradiente con sigmoide I

= D _ out
8wi 8wi 2NT7~ Z ( ou )
deTr
1 0@ (d)2
— t t
deTr
= — out'Y)— 9 (D — out'?)
ow;
dET’I"

Alessandro Sperduti
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Calcolo del gradiente con sigmoide I

Bwi a Bwi 2NT7~ Z (t —out )
deTr
_ (d) (d)
= 2NT7~ Z 8’wz (t" — out )
deTr
@y 9 ) (d)
= — out >8 (t* — out™™)
dET’I" Wi
1 (d) @y 9 ) L (d)
= = > ('Y — out )5 — (Y —o(w - 7))
Tr deTr 1
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oF
8’(1)7;

oF
8w7;

Calcolo del gradiente con sigmoide I

— 0 1 Z (D — out'¥)?

awi 2NTT deTr

- %(t(d) ~ out®)?

2N
Ir deTlr

1

0
_ 9(+(D _ (@ (@) (@)
> 2 ) 5w ¢ out™)

2N
Ir deTlr

1
— Z (t(d) — Out(d))ﬁiwi

N
Tr deTlr

1 d
= & 2 7 —out') (-
Ir deTr

do (@ - V) 0w - &Y

(t(d) . 0(1@' , :Tc'(d)))

O - 7D

8wi

)



oF
8w7;

oF
8’(1)7;

Calcolo del gradiente con sigmoide I

9, 1
Z (t(d) — out(d))2

Owi 2N17 deTr

1 0 d d)\ 2
2N ow; (t( ' — out! ))

Tr deTr 7

1 Z 2(t(d) — out(d))—a (t(d) — out(d))
2NTT deTr awl

1 S (H ot @) 0 (1D _ (5. 7Dy
Ny deTr Ow;

1 () @y, Oo(iw-7Y) 0w - &Y

t" — out —

Nty d;r( ot ow - (4 ow; )

1
- > ('Y — out' D)o (w - # V) (1 — o FV))zi?

N
Ir deTl'r



Reti Neurali Feed-forward: notazione

target t t;

output z

nascoste

input x X



\Reti Neurali Feed-forward: notazione.

e d unita di ingresso, dimensione dei dati in ingresso £ = (1,...,Zq)
(d + 1 se si include la soglia nel vettore dei pesi ' = (o, Z1,...,%q))
e Ny unita nascoste (con output ¥ = (Y1,---, YNy ))
e c unita di output, dimensione dei dati in output 2’ = (21, . . ., 2¢)
e ¢, dimensione dei dati desiderati t = (¢1, ... ,tc)

® w;; peso dalla unita di ingresso ¢ alla unita nascosta j

® W, peso dalla unita nascosta 7 alla unita di output k

La funzione errore, considerando che si hanno ¢ unita di output, diventa

Bl = 5n— Y 3 (4 - a@®))’

(z2(P) ,t_’(p))gTT- k=1
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici k e 7:

8E 8 1 < (p) (p)\2
— t p) p
8w,;3 ({9’11)’;3 QCNTT ; Z( k Zk )

peTlTr k=1

Alessandro Sperduti
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke j

= (" —2,")
8w,;3 8w,;3 2CNT7~ peTr k=1
1 0 i) ()2
— tp . p
L S Y
pETT J k=1

Alessandro Sperduti
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke j

8E (9 1 < (p) (p)\2
— t p) p
Bw,;3 8w,;3 QCNTT Z Z( k Zk )

peTlTr k=1

_ 1 0 - (p) (p)\2
~ 2¢Nr, Z ow; - Z(tk ~ )

pETT ki k=1

_ 1 ® .y 9 L (@
= v 2 2T =5 ) = =57
Tr pETT kj
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

22 0 1 — (p) _ _(p)\2
— t _
8w,¢€3 8’(1),7{ 2CNT7~ Z Z( k zk )

J peETr k=1

_ 1 0 - (p) (p)y2
= 2oNe 2wy 200 = A7)

pETr kj k=1

_ 1 ® )y 9 L  _(®
= son 2 27 =2 5 0 -7
Tr peTr k7

1 0 S
_ N Z (tl(%p) . zlép)) . (tl(;p) - O-(wfc .g’(P)))
pETr kj

Alessandro Sperduti



Apprendimento Automatico 177

Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici & e 7:

OF 0 1 - (p) (p)\2
— t p) p
8w,;3 8’(1),;; 2CNTT Z Z( k Zk )

J peETlr k=1

1 0 - (p) (p)y\2
= 3N 2 Gw 2 ")

pET'r ki k=1

1 0
_ Z 2(tl(2:p) _ z}gp)) (tl(%p) _ zgp))

_ 1 S - o) O 4@ _ o, - ™))
~ ¢Nrp» k k7 Qg k kY
pET'r kj
1 () _ P\t APy, (P)
_ P _ (P L Py, P
cNr, ;T( e )0 Wy )ya

Alessandro Sperduti



Apprendimento Automatico 178

‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici ] e i:

OF 0 1 c (p) (p)\2
— t p) p
8wm 8’11)3; QCNTT Z Z( k zk )

Jt pETr k=1

Alessandro Sperduti
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 ei:

22 0 1 - (p) (P)\2
aw".’: - aw".’) 2CNT'r- Z Z(tk B zk )
JT Jt pETr k=1
1 - Y (p) (P)\2
-‘"A“. -‘"ﬁx‘. -"'L‘. -""M‘. - 2¢Nr. Z Z W(tk — 2k )
e Mo peTr k=1 Jt
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 ei:

OF o 1 —~ B ()2
Ow > - Ow-» 2¢cNr1, Z Z(tk ~ K )
J e pETT k=1
1 —~ 0 ) ()2
—= —(t p) p
A A 2¢Np, Z Z awﬁ( k 2 )
I pETr k=1~ ¢
_ 1 —~_ @ () O ()
LS e - ) )
Ir eTr k=1 33
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 ei:

oL o 1 ~ (5) ()2
— t p) p
8’(1)5; 8w32 2cNT, Z Z( k 2l )
pETr k=1
1 - 0 (p) (p)\2
~ 2¢Np, Z Z W~ (" =2 )
S S S pETr k=1~ J?
_ 1 ~ ) () O (p)
= g 2 2 2 =5 5 (=2
I'r perr k=1 ji
= W ) 1) g
Nty pETT k=1 ’ * ows;
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

FSQamogHmdmL§e%

8E 8 1 < (p) (p)\2
— t p) p
8’(1)“ 8w3; QCNTT Z Z( k Zk )

gt peTlTr k=1

_ 1 - 0 (p) (p)y\2
= g 2 2 g B — )

peTr k=1 Jt

1 - 0 (p)
= gov 2 22T = A5 (=)

pETr k=1 Jt

C NH
1 ) 5
— e 32 A @) 50 S i
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 ei:

8E 8 1 < (p) (p)\2
— t p) p
8’(1)“ 8w3; QCNTT Z Z( k zk )

gt peTlTr k=1

_ 1 - 0 (p) (p)y\2
= g 2 2 g B — )

peTr k=1 Jt

Ao A,
4 . 4 . 4 . 4 .
’ A} ’ A} ’ A} ’ A}
0 o o B 8 '

_ - (p) (p)y O (p)
= 2eNg. Z ZQ(tk 2k )8wm(_zk )

pETr k=1 Jt

1 ~ ) D\t Ap)y O (p)
~  ¢Npy Zz(tk — 2, )o (k- g )8wmzwkjyj

1 - . 0
. PG L I A L e T

cN
Ir pETr k=1 Jt
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 ei:

OF 1 T R
— 2(¢\P) — L\PIy_Z (P
a’l,UA-A- 2CNT’I" Z Z ( k zk )awﬂ ( Zk )
7 peTr k=1 3
1 c 5 Ny
= (p) (p)\ 1/ —»  —Ap) )
~ ¢Nrp» D2 B =5 (@ - )5~ Zwkjyj
pETr k=1 it 51
1 Al A 1 .
= 1 (p) (P)\ 1/ =  —Ap) 0 (p)
| ~ cNr, Z Z(tk — 2, )0 (Wk g )wkﬁ'%yj
pETr k=1 33
1 c ) o _—
= - cNT Z Z(t](ep) — Z]E:p))()',(wk . g’(p))wk]()' (’(‘U‘7 . x(p)) 50 (’I,UJ ) x(p))
" peTr k=1 5

Alessandro Sperduti



‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 ei:

O 1 S S
= 2P — LIy _Z p
3103; 2CNT,,~ Z Z ( k zk )awﬂ ( zk )

pETT k:l VK

C NH
! ) 9
T ¢Nr, oD =)o (w °?7(p))W > " wiy

peETr k=1 Jt j=1
1 - 3,
N NN A (p) (P)\ /(. p (p)
IO TR IR vl DI A )o! (@ - § Ywy; 75—,
N I ot CINT 8’[1)*\.’: J
D peETr k=1 Jt

1 ‘ ] S
T perr k=1 5

1 c ) o
~ ¢Nr ) Z(tép) — 2o (W - P w07 (W -x(p))xgp)
T pETr k=1




Reti Neurali Feed-forward: Fase Forward
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Apprendimento Automatico

Reti Neurali Feed-forward: Fase Backward

Alessandro Sperduti
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Algoritmo Back-Propagation (uno strato nascosto, stocastico)

Back-Propagation-1hl-stocastico(’/ ', 1), topologia rete)

® Inizializza tutti i pesi a valori random piccoli
® Finché la condizione di terminazione non e verifi cata, fai

— Perogni (&, t) in T'r, fai
1. presenta T alla rete e calcola il corrispondente output

2. Per ogni unita di output k
O +— Ok(l — Ok)(tk — Ok)

3. Per ogni unita nascosta

§j < o0j(1—o05) >  wg 8k

k€outputs

4. aggiorna tutti i pesi wp, 4 della rete

dsxq se s € nascoste

Wg q & Ws,q + NAW, 4 dove Aw, 4 =
dsYq se s € outputs

Alessandro Sperduti
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Esempio di Funzione Errore'

I

%

)

Il il

, ;,//},“iiuu»»»
(T

i

"

-
J fr%‘\ b
i
| ," (DALY
M
- i
T,
T
a

=
—~
=

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X *

R R2
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\ Discesa di Gradiente Batch e Stocastica.

Batch: Stocastica (Incrementale):
Fai fi nché condizione di terminazione non Fai fi nché condizione di terminazione non
soddisfatta soddisfatta
1. calcola V Er, [W] e Per ogni esempio di apprendimento p
inT'r

2. W < W — 0V Er,[d]

1. calcola V Epcrr W]

2. + @ — NV Eperr[i]

dove

C

() _ ,(p)y? a1 (p)  _(p)\2
e S Bpereli] = o 30 — 47

peETr k=1 k=1

ET’I"[

La discesa di gradiente Stocastica (gradiente istantaneo) puo approssimare quella Batch

(gradiente esatto) con precisione arbitraria se 17 € suffi cientemente piccolo



\Alcuni Problemi ... I

e Scelta della topologia della rete — determina lo Spazio delle Ipotesi;

e Scelta del passo di discesa (valore di 7):

E
E E E

w* w* w*

e apprendimento lento..., ma calcolo di output veloce
e | MINIMI LOCALI !

Bias Induttivo: sia nella rappresentazione che nella ricerca



Esempio di Apprendimento per Rete Feed-forward I

Compressione di Dati

vw" “w

Input Output
00000001 00000001
00000010 00000010
00000100 00000100
00001000 00001000
00010000 00010000
00100000 00100000
01000000 01000000
10000000 10000000




Esempio di Apprendimento per Rete Feed-forward I

Compressione di Dati

Input Valori Output
Nascosti
10000000 — 0.890.040.08 — 10000000
01000000 — 0.010.110.88 — 01000000
00100000 — 0.010.970.27 — 00100000
00010000 — 0.990.970.71 — 00010000
00001000 — 0.030.050.02 — 00001000
00000100 — 0.220.990.99 — 00000100
00000010 — 0.800.010.98 — 00000010
00000001 —  0.600.94 0.01 — 00000001
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Curve di Apprendimento

Errore per ogni unita' di output
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‘ Curve di Apprendimento I

Codifica dell'input 01000000 a livello delle unita' nascoste

——
-
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1000

1500

2000



‘ Curve di Apprendimento I

Pesi dall’input ad una unita’ nascosta

0 500 1000 1500 2000 2500
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\ Simmetrie I

out

Alessandro Sperduti
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\ Simmetrie I

out

out =(t—out)o’(net oy; )

o AW =00,h

h=h,=h=h

Alessandro Sperduti
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\ Simmetrie I

out

0 5yt =(t—out)o *(net oy )

h,=h,=h,=h

Tl By gy wortety)

Alessandro Sperduti
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\ Simmetrie I

out

0 5yt =(t—out)o *(net oy )

h,=h,=h,=h

Tl By gy wortety)

Alessandro Sperduti



