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K-Means

L'algoritmo cerca di minimizzare l'errore di ricostruzione

E({m;}i_,1X) = > > bllIx' — m;l|®

t

Initialize m;,i = 1,...,k, for example, to k random x!
Repeat
For all x' € X
. { L if I = my]| = min; [Ix* — m;]|
: 0 otherwise
Forallm;,i=1,...,k
m; — > bix'/ > b;
Until m; converge




"K-Means"...

...usando le probabilita...

W

p(x)

Ogni istanza x generata

1. scegliendo una delle Gaussiane con probabilita uniforme
2. generando una istanza a caso secondo la Gaussiana scelta




"K-Means'...

...usando le probabilita...

|EM per stimare & medieI

e istanze da X generate da una mistura di k distribuzioni Gaussiane

Date:

o medie ({11, ..., ji}) sconosciute delle k Gaussiane (7> conosciuto ed uguale
per tutte le Gaussiane)
® non si sa quale istanza x; & stata generata da quale Gaussiana

Determinare:

e stime maximum likelihood di (f11, .. . , ji)

ogni istanza pud essere pensata nella forma iy; = (x;, i1, %i2) (caso k = 2), dove
* z;; & 1se x; &generata dalla j-esima Gaussiana
® 1; osservabile
® 2;; non osservabile

Algoritmo EM

EM per stimare k medie I

Algaritme EM; scegliere a caso Iipotesi iniziale It = {1, 2}, poi ripetere

passo E: calcola il valore aspettato 2'[z.;] di ogni variabile non esservabile z:;, assumendo che
valga l'ipotesi corrente & = {j11. fea )
ple = ol = pi5)
2
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passo M: calcola la nuova ipotesi maximum likelinood h' = {p7, f¢4 ), assumendo che il valore
preso da ogni variabile non osservabile z;; sia il suo valore aspettato E [z, ] (calcolate
sopra). Rimpiazza b = {11, pea} con B’ = {1, ps ).
iy i)

By :
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Canverge alla ipotesi /i 11 ;. locale (massimo locale) fernendo stime per le variabili

non osservabili z; ;

Di fatt, trova un massime locale di F[InP (Y |h)], dove

& Y rappresenta tutti | dati (variabili osservabili e non)

il valore aspettato & preso sui possibili valori di variabili non osservabiliin Y




‘ EM per stimare £ medie'

e istanze da X generate da una mistura di & distribuzioni Gaussiane

Date:

e medie (i1, ..., 4% ) Sconosciute delle k Gaussiane (02 conosciuto ed uguale
per tutte le Gaussiane)

® non si sa quale istanza x; e stata generata da quale Gaussiana

Determinare:

e stime maximum likelihood di {ft1, - - - , ftk)

ogni istanza puo essere pensata nella forma y; = (.:ci, Bt z@g) (caso k = 2), dove

e 2;; €1sex; é&generata dalla j-esima Gaussiana
® I, osservabile

® 2z;; hon osservabile



‘ EM per stimare £ medie'

Algoritmo EM: scegliere a caso l'ipotesi iniziale h = (,ul ) ,ug), poi ripetere

passo E: calcola il valore aspettato [zz- j] di ogni variabile non osservabile z;;, assumendo che
valga l'ipotesi corrente h = (1, pi2)

ol = B | = s
] D = 1)
D =1 P(T = i|p = pin)
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passo M: calcola la nuova ipotesi maximum likelihood h" = {17, 115 ), assumendo che il valore
preso da ogni variabile non osservabile z;; sia il suo valore aspettato I2[z;;| (calcolato
sopra). Rimpiazza h = (j11, p2) con h' = (uy, ps).
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‘Algoritmo EM I

Converge alla ipotesi h /1, locale (massimo locale) fornendo stime per le variabili

non osservabili z;

Di fatto, trova un massimo locale di E'[InP(Y |h)|, dove

e Y rappresenta tutti i dati (variabili osservabili e non)

e il valore aspettato & preso sui possibili valori di variabili non osservabili in Y



‘ Problema EM in generale I

Dati:
e datiosservati X = {x1,..., 2}
e dati non osservabili Z = {z1,...,2m}

e distribuzione di probabilita parametrizzata P (Y |h), dove

- Y ={y1,...,ym]} €tutto linsieme dei dati y; = x; U 2;

— h sono i parametri
Determinare:

e h che massimizza (localmente) F[InP(Y |h)]



\ Metodo EM Generale.

Definire la funzione di verosimiglianza (likelihood) ) (h'|h) che calcola
Y = X U Z usando i dati osservati X ed i parametri correnti h per stimare Z

Q(h'[h) « E[nP(Y|R")|h, X]
Algoritmo EM:

passo di stima (E): calcolare (Q(h'|h) usando I'ipotesi corrente h ed i dati

osservati X per stimare la distribuzione di probabilita su Y

Q(h'|h) « E[InP(Y|h")|h, X]

passo di massimizzazione (M): rimpiazza l'ipotesi h tramite I'ipotesi h’ che

massimizza la funzione ()

h < arg max Q(h'|h)



Altro esempio di clustering

Hierarchical Clustering

X X X; Xy X Xg Xz Xy

Level 1 . "y § ) 160
Level 2 L_] L_I 90
Level 3 —

50} o

Level § — 60 ;
Level 6 — 501§
Level 7 = I 40 'E
Level 8 = g
A

1. si selezionano i 2 vettori pil vicini (es., secondo la distanza euclidea) e si costruisce
un sottoalbero con figli dati dai due vettori € padre il centroide (media) dei due vettori;

2. i due vettori vengono sostituiti nell'insieme dei vettori correnti dal centroide, e si toma
al passo 1.




