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‘Spazio delle Ipotesi: Esempio 1 I

e Spazio delle Istanze — punti nel piano: X — {g}' = Rz}

Iperpiani in [R*

2 Spazio delle Ipotesi — dicotomie indotte da iperpiani in R?:
= { fz.0) (V)| fz.p) (¥) = sign(w - y+ b), W € R?.b € R}

— W.y+b=0

iperpiano




‘Spazio delle Ipotesi: Esempio 2'

e Spazio delle Istanze — punti nel piano: X — {g}' = Rz}

Dischi in R

e Spazio delle Ipotesi — dicotomie indotte da dischi in R? centrati nell’origine:

H = {fo(9)|fo(7) = sign(y -7 —b),b € R}
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‘ Spazio delle Ipotesi: Esempio 3'

Congiunzione di 1 letterali positivi

e Spazio delle Istanze — stringhe di m bit: X = {s|s € {0,1}"}

e Spazio delle Ipotesi —» tutte le sentenze logiche che riguardano i letterali positivi

l1,....l;m (I1 &vero se il primo bit vale 1, [2 & vero se il secondo bit vale 1, etc.) e che

contengono solo I'operatore A (and):

Es. m =3, X = {0,1}°
Esempi diistanze — s1 = 101, s2 = 001, s3 = 100, s4 = 111
Esempidiipotesi — hy = lo, ho =11 Ao, hs = true, ha =i Als, hs =11 ANla Alg

Notare che: /11, h2, e h; sono false per s1, s2 e 53 e vere per s4; h3 & vera per ogni istanza;

hy & vera per sl e s4 ma falsa per s2 e 53




Consideriamo il paradigma di Apprendimento Supervisonato

Dati a nostra disposizione (off-line)

Dati = {(z'V), f(z)), ..., (@™, f(z™)))}

Suddivisione tipica (N = Ny, + Nyg) :

e | Training Set = {(:1:(1), f(a':(l))),. . (;v(N“’),f(w(N”)))}

usato direttamente dall'algoritmo di apprendimento;

o TestSet= {(zV), f(zM)),..., (aWNes) f(2x(Nes)))}

usato alla fine dell’apprendimento per stimare la bonta della soluzione.
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Dati (cont.)

Se /N abbastanza grande il Training Set e ulteriormente suddiviso in due

sottoinsiemi (V¢ = Np. + Nyar) :

® Training Set’ = {(m(l)%f(x(l)))a . R m g ($(1\ri?;)? f(m(i\ﬁ)))}

usato direttamente dall'algoritmo di apprendimento;

e | validation Set= {(z1, f(x(M))), ..., (xWNvet) | f(x(Nvar)))}

usato indirettamente dall’algoritmo di apprendimento.

|l Validation Set serve per scegliere l'ipotesi h € H migliore fra quelle consistenti

con il Training Set’
Training Set

Training Set’ Validation Set Test Set

g

~

Dati







P WV WU N v ¥ 0

So’uz.ione

vtilizzare uno sPa.z.io delle iPO'/'esi cle non
Sia

* né ‘/'POPPO semPf ice (unéer-ﬁ#ivg)

* né -/'r—oP-Po comPfesso (over-a-l-l-;-g)




\VC-dimension .

Definizione: Frammentazione (Shattering)

Dato S C X, S e frammentato (shattered) dallo spazio delle ipotesi H se e solo se
VS'C S, dh e H, talecheVz € S, h(z) =1z S’

(‘H realizza tutte le possibili dicotomie di )
Definizione: VC-dimension

La VC-dimension di uno spazio delle ipotesi ‘H defi nito su uno spazio delle istanze X e data

dalla cardinalita del sottoinsieme pil grande di X che & frammentato da H.:

VC(H) = max|S|: H frammenta S

SCX

VC(H) = oo se S non & limitato



‘ VC-dimension: Esempio I

Quale & la VC-dimension di H1 ?

Hi = {fan) (@) feom (§) = sign(@ - §+b),7 € R*, b € R}

iperpiano




‘ VC-dimension: Esempio I

Quale é la VC-dimension di H1 ?

VC(H) > 1 banale. Vediamo cosa succede con 2 punti:




‘ VC-dimension: Esempio I

Quale & la VC-dimension di H1 ?

Quindi V C'(H) > 2. Vediamo cosa succede con 3 punti:
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‘ VC-dimension: Esempio I

Quale é la VC-dimensiondi H 1 ?

Quindi V C(H) > 3. Cosa succede con 4 punti ?




‘ VC-dimension: Esempio I

Quale & la VC-dimension di 1 ?
Quindi V C'(H) > 3. Cosa succede con 4 punti ? Non si riesce a frammentare 4 punti!!

Infatti esisteranno sempre due coppie di punti che se unite con un segmento provocano una
Intersezione fra i due segmenti e quindi, ponendo ogni coppia di punti in classi diverse, per

separarli non basta una retta, ma occorre una curva. Quindi VC'(H ) = 3




‘ Bound sull’Erorre Ideale per Classificazione Binaria'

Consideriamo un problema di classificazione binario (i.e., apprendimento di concetti). Dati

- Training Set T'r = {(z'V, f(z"))),..., ("N, f(2 ™))}

- Spazio delle Ipotesi H = { hq (z)|w € IR*}

- Algoritmo di Apprendimento L che restituisce I'ipotesi hp+ (), dove w™ minimizza

'errore empirico errorry (hw(x))

e possibile derivare dei bound sull’errore ideale (detto anche errore di generalizzazione),

validi con probabilita 1 — o, che hanno una forma del tipo

errorp(hw+(x)) < errorry(hw+(x)) + €(Nir, VC(H), d)

Esempio:
VCO(H 2Nyr
errorp (hw+(x)) < errorr,(hw+(x)) -I—\/ N( )(log( V(”(i;'-[)) 1) — N log(d)
N— o —— itr tr
.-’.J‘, “
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‘ Bound sull’Erorre Ideale per Classificazione Binaria'

Si noti che

- il termine A DIPENDE SOLO dalla ipotesi restituita dall'algoritmo di apprendimento L;

- il termine B & INDIPENDENTE dalla ipotesi restituita dall’algoritmo di apprendimento L;
in particolare dipende dal rapporto fra VC-dimension dello spazio delle ipotesi H e il
numero di esempi di apprendimento (/V¢,.), oltre ovviamente che dalla confidenza

(1 — &) con cui il bound & valido.
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\ Structural Risk Minimization'

Problema: alllaumentare della VC-dimension diminuisce 'errore empirico (termine A), ma

aumenta la VC confidence (termine B)!

Lapproccio Structural Risk Minimization tenta di trovare un compromesso tra i due termini:

Bound on true risk

Si considerano H; tali che
Bound on VC—confidence

‘HIC_ZHQQ"'QHH

Error

- VC(H,) < - SVC(Ha)

- si seleziona l'ipotesi che ha il bound sull’'errore Empirical error

ideale piu basso VC—dim

Esempio: Reti neurali con un numero

crescente di neuroni nascosti




Se la cardinalita dello SPa?_io delle iPO‘{’esi e Linito




Se la cardinelita dello Ssz.io delle iPO‘{'E-Si e £Linifo

VCO(H) <logy(|H])

Mostriamo che VC'(H) < log,(|H|)

e per ogni S tale che H frammenta S abbiamo |H.| > 2!°, infatti H puo

implementare tutte le possibili dicotomie di .S, che sono esattamente 2151,

e scegliendo un S tale che |S| = VO (H), otteniamo |H| > 2V ()

Quindi, applicando log, ad entrambi i lati della disuguaglianza, possiamo
concludere che log, (|H|) > VC(H)



