Retl Neurali Feed-forward: notazione
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\Reti Neurali Feed-forward: notazione.

e d unita di ingresso, dimensione dei dati in ingresso & = (1,...,Zq)
(d + 1 se siinclude la soglia nel vettore dei pesi T = (:I;o, T1,... ,a:d))
e Ny unita nascoste (con output ¥ = (Y1,---, YNy ))
e c unita di output, dimensione dei dati in output 2’ = (21, . . ., 2¢)
e ¢, dimensione dei dati desiderati £ = (¢1, ..., tc)

® w;; peso dalla unita di ingresso ¢ alla unita nascosta j

® wi; peso dalla unita nascosta 7 alla unita di output k

La funzione errore, considerando che si hanno ¢ unita di output, diventa

Bl = 5o Y 3 (4 - a@®))’

(z2(P) ,t_’(p))gTT- k=1
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

8E 8 1 < (p) (p)\2
— t p) P
8w,;3 ({9’11)’;3 QCNTT ; Z( k zk )

peTlTr k=1
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

= (" —2,")
8w,;3 8w,;3 2CNT7~ peTr k=1
1 0 ) ()2
— tp . p
L S Y
pETT J k=1
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

8E (9 1 < (p) (p)\2
— t p) p
Bw,;3 8w,;3 QCNTT Z Z( k zk )

peTlTr k=1

_ 1 0 - (p) (p)\2
~ 2¢Nr, Z ow; - Z(tk ~ )

pETT kj k=1

_ 1 ® .y 9 L @
= v 2 2T =5 ) = =57
Tr pETT kj
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

OF o 1 ~ () _(p)\2
— t —
8w,¢€3 8’(1),%5 2CNT7~ Z Z( k zk )

peETr k=1

_ 1 0 - (p) (p)\2
= gy 2 gw 2 A

pETr kj k=1

_ 1 ®» )y 9 L  _(®

Tr P k7
1 ® )\ 9 L Ap)
= N E (tk — ? )8ww(t’% — o (Wi - y))
pET'r kj
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici & e J:

OF 0 1 - (p) (p)\2
— t p) p
8w,;3 8’(1),;; 2CNTT Z Z( k Zk )

J peETlr k=1

1 0 - (p) (p)y\2
= 3eNgr 2 Gw 2 ")

pET'r ki k=1

1 0
_ Z 2(tl(;p) _ z}gp)) (tl(%p) _ zgp))

_ 1 S () - o) O 4P _ o, - ™))
- ¢Nrp» k k7 Qg k kY
pET'r kj
1 (P) _ P\t APy, (P)
_ P _ (P TSRS
cNr, ;T( e )0 Wy )ya
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‘ Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

8E 8 1 < (p) (p)\2
— t p) b
a’w“- 8’11)3; QCNTT Z Z( k zk )

gt pETr k=1
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‘ Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

23 0 1 - (p) (p)y2
aw".’: - aw".’) 2CNT'r- Z Z(tk B zk )
Jt Jt pETr k=1
1 ~ 0 (p) (p)y2
? t ."'_4:,“' ? = QCNTT Z Z W(tk — 2y )
e peETT k=1 Jt
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

FsgamogﬁmdmL3ea

OF o 1 —~ ) ()2
Ow > - Ow-» 2cNr1, Z Z(tk ~ K )
J e pETT k=1
1 —~ 0 ) ()2
—= —(t p) p
A A 2¢Np, ji: ji: 8uym( k 2 )
I pETr k=1~ J1
_ 1 —~_ @ () O ()
R S U )
Ir eTr k=1 33
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

FsgamogﬁmdmL§ea

OF J 1 - (p) (p)\2
Ow-» - Ow»» 2CNT7~ Z Z(tk — 2k )
J e pETT k=1
1 - 0 (p) (p)\2
~ 2¢Np, Z Z W~ (k" =2 )
,—4:“ ,—4:“ '_45.‘ '_4:“ pETT‘ k=1 Jt
_ ! —~ ) () O (o)
= g 2 2 2 = a5 (=)
Ir eTr k=1 73

1 —~ ) (im0 O . p)
= - E:E:(tkp — 2z )o (Wr - ) W - §F
CNTT peETr k=1 aw}%
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

oF o0 1 < (p) (p)\2
— t p) b
8’(1)5-2 8w3; QCNTT Z z_:( k Zk )
peETlTr k=1
1 - 0 (p) (P)\2
= Sengy 2= 2 e W A7)
Co . pETT k=1 Jt
P _ 1 Z i:2(t(p) . Z(p)) Y (_Z(p))
2¢NT, & k7 Owss &

peETr k=1 Jt

C NH
1 } 5
— e B2 A @) 50 S
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

OF & 1 —~ ) ()2
8’“}*\.’: - awﬁ’: QCNTT- Z Z(tk B zk )
Jt Jt peETr k=1
1 —~ 0 ) ()2
- 2¢NT, Z Z Ow:» (B —2)
peETT k=1 Jt
A 1 c () (p)y O (p)
B  E niD DD DEIU St S0 el o
Ir eTr k=1 Jt
1 —~ ) () oy O (p)
1/ —
~ T ¢N > 2 7 =z (- g )8wM 2wty
Tr peTr k=1 Jt 71=1

1 - . 0
. > 2 =5 (@ 7wy o~y

cN
Ir pETr k=1 Jt



Sistemi Intelligenti 156

‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

OE 1 - 0
- > 22t =2 g~ (==)

aw'};’ 2CNT’I" peTr k=1 7t
c Ny
o1 () 0 (. APy O ()
o cN Z Z( k 2y, )0 (Wk - g )awM Zwkjyj
I'r pETr k=1 Jt 7=1

1 c } 5
e 2 2t = Ao - w5y

cIN:
I eTr k=1 Jt
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

O 1 S S
= 2P — LIy _Z p
3103; 2CNT,,~ Z Z ( k zk )awﬂ ( zk )

pETT k:l VK

C NH
! ) 9
T ¢Nr, oD =)o (w °?7(p))W > " wiy

peETr k=1 Jt j=1
1 - 0
N NS N (p) (PN (= p (p)
TRy = - (6 = 2o’ (@ - T )wy; 5
AR - I P~
. . wpe .. CNTr w-== J
peETr k=1 Jt

1 ‘ ] S
T perr k=1 5

1 c ) o
~ ¢Nr ) Z(tép) — 2o (W - P w07 (W -x(p))xgp)
T pETr k=1




Retl Neurali Feed-forward: Fase Forward
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Retl Neurali Feed-forward: Fase Backward
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Algoritmo Back-Propagation (uno strato nascosto, stocastico)

Back-Propagation-1hl-stocastico('r, 1), topologia rete)

® Inizializza tutti i pesi a valori random piccoli

® Finché la condizione di terminazione non € verificata, fai

— Perogni (&, t) in T'r, fai
1. presenta ¥ alla rete e calcola il corrispondente output

2. Per ogni unita di output k
O +— Ok(l — Ok)(tk — Ok)

3. Per ogni unitd nascosta j

§j < o0j(1—o05) > wg 8k
k€outputs
4. aggiornatutti i pesi wp 4 dellarete
dsxq se s € nascoste

Ws,q & Ws,q + NAW, 4 dove Aw, 4 =
dsYq se s € outputs

Alessandro Sperduti
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Esempio di Funzione Errore I
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\ Discesa di Gradiente Batch e Stocastica.

Batch:
Fai finché condizione di terminazione non

soddisfatta
1. calcola V Er,[wW]

2. W G — NV Ep,[d]

Stocastica (Incrementale):
Fai finché condizione di terminazione non

soddisfatta

® Per ogni esempio di apprendimento p
inT'r

1. calcola V Epcrr W]

2. % W — NV Epery[i]

dove

ET’I"[

QCNTT Z Z t(p) (p)

peETr k=1

C

1 2
5 Z(t(p) z}ip))

k=1

EPGT’I" [117]

La discesa di gradiente Stocastica (gradiente istantaneo) puo approssimare quella Batch

(gradiente esatto) con precisione arbitraria se 1) € sufficientemente piccolo




\Alcuni Problemi ... I

e Scelta della topologia della rete — determina lo Spazio delle Ipotesi;

e Scelta del passo di discesa (valore di 1):

W WF W

e apprendimento lento..., ma calcolo di output veloce
e | MINIMI LOCALI !!

Bias Induttivo: sia nella rappresentazione che nella ricerca



Esempio di Apprendimento per Rete Feed-forward I

Compressione di Dati

AR

0y

2020\
p\

h—
W

Q

Input Output
00000001 00000001
00000010 00000010
00000100 00000100
00001000 00001000
00010000 00010000
00100000 00100000
01000000 01000000
10000000 10000000




Esempio di Apprendimento per Rete Feed-forward I

Compressione di Dati

Input Valori Output
Nascosti
10000000 — 0.890.040.08 — 10000000
01000000 — 0.010.110.88 — 01000000
00100000 — 0.010.970.27 — 00100000
00010000 — 0.990.970.71 — 00010000
00001000 — 0.030.050.02 — 00001000
00000100 — 0.220.990.99 — 00000100
00000010 — 0.800.010.98 — 00000010
00000001 — 0.600.940.01 — 00000001
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‘ Curve di Apprendimento I

Errore per ogni unita' di output
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‘ Curve di Apprendimento I

Codifica dell'input 02000000 a livello delle unita' nascoste

=
-

500 1000 1500 2000 2500



‘ Curve di Apprendimento I

Pesi dall’ input ad una unita’ nascosta

0 500 1000 1500 2000 2500



Potere Computazionale Reti Neurali'

Il seguente teorema stabilisce I'universalita di reti feed-forward come approssimatori di

funzioni continue.

Teorema Sia () una funzione continua monotona crescente, limitata e noncostante. Si
indichi con I, I'ipercubo n-dimensionale [0, 1]™ e lo spazio delle funzioni continue su esso
definite sia C'([,, ). Data una qualunque funzione f € C(I,,) e € > 0, allora esiste un
intero M e insiemi di costanti reali a;, 0;, e w;;,doves =1,... , Mej=1,...,ntale

che f(-) possa essere approssimata da

M n
F(zi,...,zn) = Zaicp(z:’wijxj — 0;) (1)
i=1 j=1

in modo tale che
| F(x1,...,%n) — f(T1,...,20)| <€ (2)

per tutti i punti [£1,...,Tn] € In.



Potere Computazionale Reti Neurali'

Notare che qualunque funzione sigmoidale soddisfa le condizioni imposte nel teorema su

gp() Inoltre, I'equazione (1) rappresenta I'output di una rete multistrato descritta come segue

1. la rete ha n nodi di input ed un singolo strato di unita nascoste con M unita; gli input

sono denotatida x1, ..., ZTn,.
2. l'i-esima unita ha associati i pesi w;1, . . . , Win € soglia 0;.

3. l'output della rete € una combinazione lineare degli output delle unita nascoste, dove i

coefficienti della combinazione sono datida o1, ..., s

Quindi, data una tolleranza €, una rete con un unico strato nascosto puo approssimare una

qualsiasi funzione in C(I,).

Si noti che il teorema afferma solo 'esistenza di una rete e non fornisce alcuna formula per il
calcolo del numero M di unita nascoste necessarie per approssimare la funzione target con

la tolleranza desiderata.
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\Simmetrie I

out
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Lsimmetrie I

out

gyt =(t-out)a’ (net gy )

- ""‘,’_'.1‘.'2,5; AW = 60uth

Alessandro Sperduti
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Lsimmetrie I

out

Bout =-0WS (et )

A .,.1-'-_1-_‘:':':‘3; Aw = 60uth

h1= h2 :h3= h

51: 62: 63: 5h

6h:60utwc’(neth)

Aw, = 5
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Lsimmetrie I

out

Bout =-0WS (et )

A .,.1-'-_1-_‘:':':‘3; Aw = 60uth

h1= h2 :h3= h

51: 62:63:5h
6h:60utwc’(neth)

Ale 6h Xl
i.'AWZ: 6h X2

Alessandro Sperduti
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Lsimmetrie I

out

Bout =-0WS (et )

A .,.1-'-_1-_‘:':':‘3; Aw = 60uth

h1= h2 :h3= h

51: 62: 63: 5h

6h:60utwc’(neth)
- \"-»_."Awlzéh X4
. ...'AW2:6hX2
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Apprendimento Perceptron: prova di convergenza'

Sia dato un insieme di esempi Tr = {(Z¥), (D))} dovet € {—1,+1}

(classifi cazione binaria)

Se Jw* t.c. (lineare separabilitd)
Vi, tO (@ - Z) > § = min tO(@* - D) >0
allora
Vi, o - (D) > §

cioé W™ & soluzione anche del problema di apprendimento defi nito dallinsieme di

apprendimento T’ = {(t®) ) +1)} e viceversa

Quindi ci possiamo concentrare su problemi dove tutti gli esempi sono positivi



Apprendimento Perceptron: prova di convergenza'

Supponiamo che

- | inizialmente W = w(0) = 0 | (inizializzazione)

e| Vi, |92 < K

N

- ’r]:

Dopo aver commesso q errori (tutti falsi negativi) si avra

q
w(g) = > &)
j=1

infatti all’ errore j-esimo il vettore dei pesi e aggiornato sommandogli I'input 7(%5)

classifi cato erroneamente:

w(j) = w(j — 1) + )



Apprendimento Perceptron: prova di convergenza'

Mostriamo adesso che il modulo di w(q) non pud crescere indefi nitivamente

(succede se non si converge ad una soluzione in un numero fi nito di iterazioni)

Iniziamo defi nendo un| lower bound| sul modulo di w(q):

—%

w(q) = w” 7is) > qd (ricordiamo che 0 = min w™ - f(i))
(/
j=1

e per la disuguaglianza di Cauchy-Swartz ([Z - 7]° < [|Z]|?||#/||%) abbiamo

[q6)°

| [IF[ld()lI* > [@ - d(q)]* = [¢0]* = WD = 75
[0 ]|




Apprendimento Perceptron: prova di convergenza'

Defi niamo adesso un| upper bound| sul modulo di w(q):

i ()1 = llwi(q—1)+2")||* = [|a(qg—1)|1>+2u(g—1)-2") 4 || 20 ||
e poiche w(q—1)- 2l <0 (g-esimo errore)
ldi(q)||* < [ld(q — 1)II° + |20

Applicando ricorsivamente questa disuguaglianza su tutti gli errori abbiamo

q
|@(a)]* <> 8| < gK
1=1
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Apprendimento Perceptron: prova di convergenza'

Mettendo insieme il lower bound con l'upper bound otteniamo:

[q6)°

[ |2

< [@(g)lI* < ¢k

Pertanto il numero massimo di errori ¢, Che Si possono commettere mantenendo

| due vincoli soddisfatti € ottenuto quando vale 'uguaglianza dei bound:

[@mazd]?
e~ et
da cui si ottiene
@ |IPK
qma/af - 52

Quindi, in caso di lineare separabilita, I'algoritmo di apprendimento del Perceptron

o . w2 K
commette un numero fi nito di errori, al pi W—so—

Alessandro Sperduti



