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Capitolo 2: Semplificazione, 
Ottimizzazionee Implicazione
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Semplificazione, 
Ottimizzazionee Implicazione

◆ Semplificazionedi vincoli

◆ Proiezione

◆ Semplificatori di vincoli

◆ Ottimizzazione

◆ Implicazioneed equivalenza
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Semplificazionedi vincoli

◆ Due vincoli equivalenti rappresentano la 
stessa informazione, ma … 

◆ Uno può esserepiù semplice dell’altro
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Rimuoverevincoli
ridondanti, riscrivereun 
vincolo primitivo, cambiare
l’ordine, sostituireusando
unaequazione, tutti
preservano l’equivalenza
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Vincoli ridondanti

◆ Un vincolo C1 implica un altro vincolo C2
se le soluzioni di C1 sono un sottoinsieme
di quelledi C2

◆ C2 è detto r idondante rispetto a C1

◆ Scriviamo: C C1 2→

nilZnilZconsXXcons

XYXY

XX

=→=
≥→≥∧+≤
≥→≥

),(),(
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13



5

Vincoli ridondanti

◆ Possiamo rimuovereun vincolo primitivo
cheè ridondante rispetto al resto dei vincoli

X X X

Y X X Y Y X Y

cons X X cons Z nil Z nil cons X X cons Z nil

≥ ∧ ≥ ↔ ≥
≤ + ∧ ≥ ∧ ≥ ↔ ≤ + ∧ ≥
= ∧ = ↔ =

1 3 3

2 1 4 2 4

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

Così otteniamo un vincolo più semplice
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Risolutori a forma risolta

◆ Un risolutorea forma risoltacrea vincoli
equivalenti � può esserevisto come un 
semplificatore

cons X X cons Z nil Y succ X succ Z Y Z nil

X nil Z nil Y succ nil

( , ) ( , ) ( ) ( )

( )

= ∧ = ∧ = ∧ =
↔ = ∧ = ∧ =

Per esempio usando il risolutoreper equazioni di termini

O usando il risolutoredi Gauss-Jordan
X Y Y X T Z X Y Z T

X Y Z T

= + ∧ + − = ∧ + = ∧ + =
↔ = ∧ = ∧ = −

2 2 4 5

3 1 5
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Proiezione

Diventaanchepiù importantesemplificarequando
siamo solo interessati ad alcunevariabili nel vincolo

I
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1 0

2 0
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1 5
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= ×
= ×

− =
− =
− =

− − =
− + + =

=
= Semplificato rispetto a V e I:V I=
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Proiezione

◆ La proiezionedi un vincolo C sulle
variabili V è un vincolo C1 tale che
◆ C1 ha solo le variabili in V

◆ Ogni soluzionedi  C è unasoluzionedi C1

◆ Unasoluzionedi C1 può essereestesaper 
ottenereunasoluzionedi  C

X Y Y Z Z

X Y Z

X Y Z

≥ ∧ ≥ ∧ ≥ 0

0 0 0

4 3 1
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� � �
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X

X

≥ 0

0
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{ }

{ }

�
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Algoritmo di Fourier

◆ Eliminaunavariabiley da disequazioni
lineari C

◆ Scriveogni diseq. con y su un lato:

◆ Per ogni coppia
◆ produce unanuovadiseq.

◆ Il risultato è un insieme di nuovediseq. e 
quellediseq. in C chenon riguardano y

t y y t1 2≤ ≤
t y y t1 2≤ ≤

2121 tttyyt ≤�≤⊗≤
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Esempio

Proiettiamo fuori Y:

X

Y

+1

+1-1

-1

X-1 +1

X Y

X Y

Y X

Y X

− ≤
− − ≤

≤ −
≤ +

1

1

1

1

X Y Y X X

X Y Y X

X Y Y X

X Y Y X X

− ≤ ⊗ ≤ − ≤
− ≤ ⊗ ≤ + ≤

− − ≤ ⊗ ≤ − ≤
− − ≤ ⊗ ≤ + − ≤

1 1 1

1 1 0 2

1 1 0 2

1 1 1

Il risultato contienesolo X:

X X≤ ∧ − ≤1 1
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Proiettare i vincoli sugli alberi

◆ Possiamo proiettarevincoli sui termini

◆ Proiettato su {X,Z} è 

◆ Ma cosa è X = cons(Y,Z) proiettato su X?

◆ Risposta: non c’è un tale vincolo!

cons Y Y cons X Z succ Z succ T( , ) ( , ) ( ) ( )= ∧ =

X Z=
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Semplificatori di vincoli

◆ vincoli C1 and C2 sono equivalenti
r ispetto alle var iabili in V se
◆ Prendendo unasoluzionedi uno dei due, e 

restringendolaallevariabili in V, questa
soluzione ristrettapuò essereestesaad una
soluzionedell’altro

◆ Example X=succ(Y) and X=succ(Z) wrt {X}
X succ Y X X succ Z

X succ a Y a X succ a X succ a Z a

X succ nil Y nil X succ nil X succ nil Z nil

= =( ) { } ( )

{ ( ), } { ( )} { ( ), }

{ ( ), } { ( )} { ( ), }

� � � � �

� � � � �
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Definizionedi semplificatore

◆ Un semplificatore di vincoli è una
funzionesimpl che prendeun vincolo C e 
un insiemedi variabili V e ritornaun 
vincolo C1 cheè equivalentea  C rispetto a  
V

◆ Possiamo creareun semplificatoreper 
disequazioni lineari usando l’algoritmo di  
Fourier
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Semplificatoreper vincoli
sugli alberi

◆ Applicare il risolutoreper equazioni di termini a  
C e ottenereC1

◆ se C1 è falseallora return false
◆ Per ogni equazionex=t in C1

◆ se x è in V allora
◆ se  t è  unavariabilenon in V

◆ sostituirex per t in C1 e nel risultato

◆ altrimenti aggiungerex=t al risultato
◆ return risultato
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Esempio di semplificazione
sugli alberi

Vincolo sugli alberi dasemplificare rispetto a {Y,T}:

))(),,(),),((())(,),,(( UgXXfXTgfhTgZYXfh =

Vincolo equivalentedal risolutoresugli alberi:

Z f g U g U X g U Y g U T U= ∧ = ∧ = ∧ =( ( ), ( )) ( ) ( )

Eliminare le prime due equazioni, tenere la 
terzae usare l’ultimaper sostituire T con U:

Y g T= ( )
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Proprieta’  dei semplificatori

◆ Proprietàdesiderabili di un semplificatore: 
◆ proiettante:

◆ Debolmenteproiettante: per tutti I vincoli C2 che
sono equivalenti a C1 rispetto a V

◆ Un risolutore debolmente proiettante non usa mai più variabili
di quelle necessarie

◆ Entrambe le proprietàpermettono ad un semplificatore
di essereusato come un risolutore

vars simpl C V V( ( , )) ⊆

| ( ( , )) | | ( ) |vars simpl C V V vars C V1 2− ≤ −
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Ottimizzazione

◆ Spesso dato un problema modellato con vincoli, 
non vogliamo unaqualsiasi soluzione, ma una
soluzioneottima

◆ Quindi si ha un problema di ottimizzazione
◆ Abbiamo bisogno di una funzioneobbiettivo in 

modo dapoter paragonaresoluzioni, cioèun 
mapping dasoluzioni a valori reali
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Problema di ottimizzazione

◆ Un probleema di ottimizzazione (C,f)
consistedi un vincolo C e una funzione
obbiettivo f

◆ Unavalutazione v1 è prefer ita alla
valutazionev2 se f(v1) < f(v2)

◆ Unasoluzioneottima è unasoluzionedi  C
tale che non esiste nessun’altrasoluzionedi  
C che è preferita a lei.
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Esempio di ottimizzazione

0 1 2 3 4

1

2

3

4

Y

X

X+Y=4

Un problemadi ottimizzazione:

( , )C X Y f X Y≡ + ≥ ≡ +4 2 2

Trovare il punto più vicino
all’originechesoddisfi C. 
Alunesoluzioni e il valore
di f :

{ , }

{ , }

{ , }

X Y

X Y

X Y

� �

� �

� �

0 4 16

3 3 18

2 2 8
Soluzioneottima:

{ , }X Y� �2 2
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Ottimizzazione

◆ Alcuni problemi di ottimizzazionenon 
hanno soluzioni
◆ Il vincolo non ha soluzioni:

◆ Il problemanon ha ottimo:

◆ Per ogni soluzione, c’èn’èsempreun’altramigliore

( , )X X X≥ ∧ ≤2 0 2

( , )X X≤ 0
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Algoritmo del simplesso

◆ L’algoritmo più usato per l’ottimizzazione

◆ Ottimizzaun funzione lineare rispetto a dei
vincoli lineari

◆ Collegato all’eliminazionedi Gauss-Jordan
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Algoritmo del simplesso

◆ Un problemadi ottimizzazione (C, f) è in 
forma simplesso se:
◆ C è la congiunzionedi  CE e CI

◆ CE è unacongiunzionedi equazioni lineari

◆ CI vincola tutte le variabili in C ad esserenon 
negative 

◆ f è unaespressione linearesullevariabili in C
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Esempio del simplesso

minimize  subject to3 2 1

3

3 2 1

0 0 0 0

X+ Y-Z+

X Y

X Y Z T

X Y Z T

+ = ∧
− − + + = ∧

≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥

Un problemadi ottimizzazione in forma simplesso

• Un problemaarbitrario può esseremesso in forma 
simplesso:

• rimpiazzando ogni variabilenon vincolataX con 
nuovevariabili

•Rimpiazzando ogni disequazione con una
nuovavariabilese 

−+ − XX
re≤

e s r+ =
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Implicazioneed Equivalenza

◆ Altre importanti operazioni sui vincoli:

◆ implicazione: controllase C1 implica C2
◆ impl(C1, C2) risponde true, falseo unknown

◆ equivalenza: controllase C1 e C2 sono
equivalenti
◆ equiv(C1, C2) risponde true, falseo unknown
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Esempio di implicazione
Building a House

Doors
2 days

Stage B

Interior Walls
4 days

Chimney
3 days

Stage D

Stage E

Tiles
3 days

Roof
2 days

Windows
3 days

Stage C

Exterior Walls
3 days

Stage A

Foundations
7 days

Stage S

Per I vincoli dellacasa CH, lo 
stadio B sarà raggiunto dopo lo 
stadio C?

CH T TB C→ ≥

Per questadomanda la rispostaè 
false, ma se richiediamo che la 
casa sia finita in 15 giorni la 
rispostaè true

CH T T TE B C∧ = → ≥15
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Implicazioneed Equivalenza

◆ Possiamo usare impl per definireequiv e 
viceversa:

◆ Possiamo usareun risolutoreper testare
impl:

◆ Es.: 

impl C C equiv C C C( , ) ( , )1 2 1 1 2= ∧
equiv C C impl C C impl C C( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 2 1= ∧

impl C C solv C C( , ) ( )1 2 1 2= ¬ ∧ ¬

impl CH T T solv CH T TB C B C( , ) ( )≥ = ¬ ∧ <



36

Sommario su semplificazione, 
ottimizzazionee implicazione

◆ Vincoli equivalenti possono esserescritti in varie
forme, quindi serve la semplificazione

◆ Soprattutto se siamo solo interessati
all’ interazione traalcunedellevariabili

◆ Molti problemi necessitano di soluzioni ottime, ci
sono algoritmi (es.: simplesso) per trovarle

◆ Posssiamo anchevoler fare domandeche
riguardano l’ implicazione


