Capitolo 2. Semplificazione,
Ottimizzazione e Implicazione

=* Semplificazione,
tu" ~ Ottimizzazione e Implicazione

0 Semplificazione di vincoli

0 Proiezione

0 Semplificatori di vincoli

0 Ottimizzazione

O Implicazione ed equivalenza




P X U
tu 3 Semplificazione di vincoli

0 Due vincoli equivalenti rappresentano la
stessainformazione, ma...

0 Uno puo essere pit semplice dell’ altro

X21L X23L2=Y+X  Rimuoverevincoli
« X2302=Y+X  ridondanti, riscrivere un
- 3<XOX=2-Y vincolo primitivo, cambiare
o X=2-Y[3< X lordine, sostituire usando
. X=2-Y[3<2-Yy Unaequazione, tutti
o X=2-Y[Y<-1 preservano | equwalenza3

P X U
tu 3 Vincoli ridondanti

0 Unvincolo C1 implica un altro vincolo C2
se le soluzioni di C1 sono un sottoinsieme
di quelledi C2

0 C2 e detto ridondante rispetto a C1

0 Scriviamo:;

X=3- X=1
Y<X+20Y24 - X=1
cons( X, X) =cons(Z,nil) - Z =nil




P X U
tu 3 Vincoli ridondanti

0 Possiamo rimuovere un vincolo primitivo
che e ridondante rispetto al resto dei vincoli

X21L X236 X223
Y<X+20X210Y24 o Y<X+20Y2>24
cons( X, X) =cons(Z,nil) 0Z =nil « cons(X, X) =cons(Z,nil)

Cosi otteniamo un vincolo piu semplice

“ . . .
tu'J Risolutori a forma risolta

0 Un risolutore aforma risolta crea vincoli
equivalenti =» puo essere visto come un

semplificatore
Per esempio usando il risolutore per equazioni di termini

cons( X, X) =cons(Z,nil) CY = succ( X) Csucc(Z) =Y L Z =nil

o X =nilOZ =nil OY = succ(nil)

O usando il risolutore di Gauss-Jordan
X=2+YU2Y+ X -T=ZUX+Y=401Z+T=5
o X=3LUY=10Z=5-T
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Y
t'UJ Proiezione

Diventa anche piu importante semplificare quando
siamo solo interessati ad acune variabili nel vincolo

V1= 11x Rl + 4 + 4
—L v

V2=12xR2 N

V -V1=0 V2
V1

V-v2=0
V1-V2=0 | [ Jll llz
I -11-12=0 . 4 v

-1 +11+12=0
R1=5
R2 =10

10
SemplificatorispettoaVel:V = ?I
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“ . .
t'lg Proiezione

0 Laproiezione di un vincolo C sulle
variabili V e un vincolo C1 tale che

0 Cl hasolo levariabili inV

0 Ogni soluzionedi C eunasoluzionedi C1

0 Una soluzione di C1 puo essere estesa per
ottenere unasoluzionedi C
X2YUY=22z20Z2=20 X=0

{X—> 0,Y> 0,Z 0} {X 0
{X—> 4 Y 3,Z 1} {X > 4}




353 Agoritmo  Four
“"Agorltmo | Fourier

0 Eliminaunavariabile y da disequazioni

lineari C
0 Scrive ogni diseg. cony su un lato:

t,<y y<t,
0 Perogni coppia t, <y Yy<t,
0 produce unanuovadiseq. t <ydys<t,=t <t,

0 1l risultato € un insieme di nuove diseq. e

guelle diseg. in C che non riguardano y

Proiettiamo fuori Y:

X-1<Y
-1-X<Y ‘

-1 +1

X

X-1<YOYs<1-X X<l °
X-1sYOYs<I1+X 02 | rigyltato contiene solo X:

-1-X<YOY<1-X 0<2
X<10-1< X
-1-X<YOY<1+X -1<X "




tu'J Proiettarei vincoli sugli alberi

0 Possiamo proiettare vincoli sui termini
cons(Y,Y) =cons( X, Z) Osucc(Z) = succ(T)

O Proiettato su {X,Z} e

0 Macosae X = cons(Y,Z) proiettato su X?

0 Risposta: non ¢’ e un tale vincol 0!
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e-.’u‘.} lif ' di vincoli
“ﬁSempllcatorl | vincoll

0 vincoli C1 and C2 sono equivalenti
rispetto allevariabili inV se

0 Prendendo una soluzione di uno dei due, e
restringendola alle variabili in V, questa
soluzione ristretta puo essere estesa ad una
soluzione dell’ atro

0 Example X=succ(Y) and X=succ(Z) wrt {X}

X = succ(Y) {X} X =succ(2)
{Xaucc(a),Y—a {X—suec(a)) {X+—>succ(a),Z— a}
{X > succ(nil),Y > nil}  {X - succ(nil)}  {X i succ(nil), Z > nil}




LV S Definizione di semplificatore

0 Un semplificator e di vincoli € una
funzione simpl che prende un vincolo C e
un insiemedi variabili V eritornaun
vincolo C1 che e equivalente a C rispetto a
Vv

0 Possiamo creare un semplificatore per
disequazioni lineari usando I’ algoritmo di
Fourier
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=* Semplificatore per vincoli
tu" ~ sugli alberi

0 Applicareil risolutore per equazioni di termini a
C eottenere C1

0 se Cl efalsedlorareturn false
0 Per ogni equazione x=tin C1
osexeinValora

ose t € unavariabilenoninV
0 sostituire X per t in C1 e nel risultato

o altrimenti aggiungere x=t al risultato
O return risultato
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tu: Esempio di semplificazione
~ sugli alberi
Vincolo sugli aberi da semplificare rispetto a{Y,T}:
h(f(X,Y),Z,9(T)) =h(f(g(T), X), f(X,X),gV))

Vincolo equivaente dal risolutore sugli alberi:
Z=1(gU),gU))IX=9gU)0Y=9g(U)OT=U

Eliminare le prime due equazioni, tenere la
terzae usare |’ ultima per sostituire T con U:

Y =g(T)
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P} U
tu 3 Proprieta’ dei semplificatori

0 Proprietadesiderabili di un semplificatore:
o proiettante: Vars(simpl(C,V)) OV
0 Debolmente proiettante: per tutti | vincoli C2 che
sono equivaenti aCl rispetto aV
[vars(simpl (CLV)) -V| < |vars(C2) -V|

o Un risolutore debol mente proiettante non usamai pit variabili
di quelle necessarie

0 Entrambe | e proprieta permettono ad un semplificatore
di essere usato come un risolutore
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Y
tu 3 Ottimizzazione

0 Spesso dato un problema modellato con vincali,
non vogliamo una qualsiasi soluzione, ma una
soluzione ottima

0 Quindi si haun problema di ottimizzazione

0 Abbiamo bisogno di unafunzione obbiettivoin
modo da poter paragonare soluzioni, cioé un
mapping da soluzioni avalori redi
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P} U
t'lg Problema di ottimizzazione

0 Un probleema di ottimizzazione (C,f)
consiste di un vincolo C e unafunzione
obbiettivo f

0 Unavalutazione vl e preferita ala
valutazione v2 se f(vl) < f(v2)

0 Unasoluzione ottima e unasoluzionedi C
tale che non esiste nessun’ altra soluzione di
C che épreferitaalel.
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P X U
tu 3 Esempio di ottimizzazione

Un problemadi ottimizzazione:
(C= X+Yz4, f=X2+Y?) =
Trovareil punto piti vicino '
al’ origine che soddisfi C.
Alune soluzioni eil valore

! {:X - 0,Y — 4} 16
{X>3YH3 18 Soluzione ottima:
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Y
tu 3 Ottimizzazione

0 Alcuni problemi di ottimizzazione non
hanno soluzioni
0 Il vincolo non ha soluzioni:
(X 220X <0, X?)

0 Il problema non ha ottimo:
(X <0, X)

o Per ogni soluzione, ¢’'en’é sempre un’ altramigliore
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Y
tUJ Algoritmo del simplesso

0 L’ algoritmo pill usato per |’ ottimizzazione
0 Ottimizza un funzione lineare rispetto a dei
vincoli lineari

0 Collegato al’ eliminazione di Gauss-Jordan
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Y
tUJ Algoritmo del simplesso

0 Un problemadi ottimizzazione (C, f) €in
forma simplesso se:
0 C elacongiunzionedi CEeCl
0 CE e unacongiunzione di equazioni lineari
0 Cl vincolatutte le variabili in C ad essere non
negative
0 f € unaespressione lineare sulle variabili in C
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6?'3 10 del simpl
“"Esemplo Simplesso

Un problema di ottimizzazione in forma simplesso
minimize 3X+2Y-Z+1 subject to
X +Y =30
-X =3y +2Z +T =10
X=20LY=20CLZ=0CT=0

» Un problema arbitrario puo essere messo in forma
simplesso:

* rimpiazzando ogni variabile non vincolata X con
nuove variabili x* — x -

*Rimpiazzando ogni disequazione e<r conuna ,
nuova variabilese e+s=r

€343 implicazione ed Eqival
Red |mplicazione quivalenza

0 Altre importanti operazioni sui vincoli:
0 implicazione: controllase C1 implica C2
0 impl(C1, C2) risponde true, false 0 unknown

0 equivalenza: controllase C1 e C2 sono
equivalenti
0 equiv(C1, C2) risponde true, false o unknown
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{‘.’u‘.} o di imolicaz
“"Esemplo | Implicazone

Building a House

Per | vincoli dellacasaCH, lo
stadio B sara raggiunto dopo lo
stadio C?

CH - T,=T.

Exterior Walls
3 days

Chimney
3 days

Interior Walls
4 days

Per questa domanda larisposta e
false, ma se richiediamo che la Doors
casasiafinitain 15 giorni la
risposta e true

CHOT.=15- T, =T,

€343 Implicazione ed Eqival
ﬁﬁlmplcazmne Equivalenza

0 Possiamo usare impl per definire equiv e
viceversa:
impl (C1,C2) = equiv(C1,C1IC2)
equiv(C1,C2) =impl(C1,C2) Oimpl (C2,C1)
0 Possiamo usare un risolutore per testare
mpl: impl (C1,C2) = ~solv(C10-C2)

0 Es.:impl(CH, T, 2T.) =-solv(CH UT, <T,.)
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WJ =* Sommario su semplificazione,
~ Ottimizzazione e implicazione

0 Vincoli equivaenti possono essere scritti in varie
forme, quindi serve la semplificazione

0 Soprattutto se silamo solo interessati
al’interazione tra alcune delle variabili

0 Molti problemi necessitano di soluzioni ottime, ci
sono algoritmi (es.: simplesso) per trovarle

0 Posssiamo anche voler fare domande che
riguardano I'implicazione
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