Apprendimento di Reti di Perceptron'

Abbiamo visto che un singolo Perceptron non riesce ad apprendere tutte le funzioni booleane
(es. XOR)

Pero una rete di Perceptron puo implementare una qualunque funzione booleana (tramite
AND, OR, NOT).

Problema: come effettuare I'apprendimento di una rete di Perceptron ?

Non si sa come assegnare “credito” o “colpe” alle unita nascoste:

PROBLEMA DELLCASSEGNAMENTO DEL CREDITO

Una possibile soluzione € quella di rendere il singolo neurone derivabile e sfruttare la tecnica

di Discesa del Gradiente per apprendere i pesi “giusti”.

Vediamo, quindi, come la Discesa del Gradiente si applica ad un Perceptron “semplificato”.



\ Discesa di Gradiente I

Consideriamo un Perceptron SENZA la hard-threshold:

out E W;L; = W-T

e definiamo una misura dell’'errore commesso da un particolare vettore dei pesi:

1 .
Funzione Errore: E[w] = N Z (t(z) — out(Z" )))
T 26 1yerr

dove N7, € la cardinalita dell'insieme di apprendimento 1'r.

La funzione errore di sopra misura lo scarto quadratico medio (diviso 2) del valore target da

quello predetto dal neurone (out).

Owiamente, se V(&Y (V) € Tr siha out(#V) = t'9 — E[w] =0

Quindi bisogna MINIMIZZARE FE[] rispetto a




\ Discesa di Gradiente I

25

E[w]

|dea base: partire da un w random e modificarlo nella direzione contraria al gradiente (che

indica la direzione di crescita di E[fu_)'])

VE[w] = |2E 2E  OF A = —nVE[W], Aw; =-n2E
N——

811)07 8w1 ) ) (‘Bwn ! 8wz

gradiente
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‘ Calcolo del gradiente I

8E (9 1 (d) (d)\2
= £ — out
8wi 8wi 2NT7~ d;r( ou )
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‘ Calcolo del gradiente I

ow; ow; 2N,
deTl'r

_ 1 e (d)\2
— 2NT7~Z(‘9—W(t — out'”’)

deTlr

oF _ 0 1 Z (D — out'¥)?
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‘ Calcolo del gradiente I

= D _ out
Bwi Bwi 2NT7~ Z ( ou )
deTr
_ (d) (d)y\2
= t t
deTr
_ @\ 9/ (a)
— t t
— ou )&wz (
dET’I"
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‘Calcolo del gradiente'

8w7; - 8w7; 2NT7~ Z (t —out )
deTr
_ (d) (d)
= 2NT7~ Z 8wz 'Y — out'?)?
deT'r
= — out'¥)— 9 (D — out'¥)
" deTr awz
_ 1 Z(t(d)—out(d)) O (4@ _ . 7
NT’I" awl

deTlr



oF
8w7;

oF
8”(1)7;

‘Calcolo del gradiente'

o 1 Z (t(d) B out(d))2

dwi 2N1r deTr

1 0 d)~2
2N ow; (t( ' — out! ))

Tr deTr 7

1 Z 2(t(d) — out(d))—8 (t(d) — out(d))
2NTT deTr 8’11)7,

! S (D — out®) O (4 _ . 7y
Nty deTr Jwi

1 d d d
S S (1D — out®) (—a(?)

Ir deTlr

1
_ S (D — out ) ()

N
ITr deTr




\ Discesa di Gradiente I

ogni esempio di apprendimento € una coppia (i", t), dove I & il vettore di valori in

Gradient-Descent(I'r, 1)

input, e ¢ e il valore desiderato in output (target). 1 € il coefficiente di apprendimento

- 1
che ingloba —).
( globa 7~—)
® Assegna a w; valori piccoli random

e Finché la condizione di terminazione non é verificata, fai
— sz ~— 0
— Perogni (Z,t) inT'r, fai
* Presenta & al neurone e calcola I'output out
* Per ogni w;, fai
Aw; + Aw; + n(t — out)x;
— Per ogni w;, fai
w; < w; + Aw;



‘ Discesa di Gradiente con Sigmoide I

Consideriamo un Perceptron con funzione sigmoidale:

out(Z) = o (D> wiz;) = o(b - T)

1=0

1
1_|_e—net

dove si ricorda che o (net) =
Si noti che per o () vale la seguente relazione

d o(net)

i o(net)(1 — o(net))

o' (net) =

e ricordiamo che (derivata di funzioni composte)

d flg(z)) _ df(g(x)) dg(z)
dx dg(x) dx
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Calcolo del gradiente con sigmoide I

= t — out
8wi 8wi 2NT7~ Z ( ou )
deTr
— (d) (d)\2
— t t
deTlr
= — out'¥)— 9 (D — out'¥)
ow;
dET’I"

Alessandro Sperduti

120



Sistemi di Elaborazione dell'Informazione

Calcolo del gradiente con sigmoide I

Bwi a Bwi 2NT7~ Z (t —out )
deTr
_ (d) (d)
= 2NT7~ Z 8’wz (t*" — out )
deTr
= — out'¥)— 9 (D — out'¥)
=, ow;
- o Z(t““ —out®) (1 (- 7))
NTT deTr awz

Alessandro Sperduti
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oF
8’(1)7;

oF
8w7;

Calcolo del gradiente con sigmoide I

— 0 1 Z (D — out'¥)?

awi 2NTT deT'r

- %Qw ~ out®)?

2N
Ir deTlr

_ 1 (d) (d)
= N, Z 2t — out™™)
deTr

— = Z (t(d) — out(d))i

NTT deTr 8’(1)7,
1 d d
= N > (' — out') (-

deTlr

e
8’(1)7; (t

oo (@ - V) 0w - &Y

— out'¥)

(t(d) . 0(1@' , :Tc'(d)))

O - 7D

8wi

)



oF
8’(1)7;

oF
8w7;

Calcolo del gradiente con sigmoide I

0 1 (d) (d)\2

§ (D — out

8’(1)7; 2NT7~ ( ou )
deTr

1 0 (a) (d)\2
SN Z 50, (t°Y — out'™)
deTlr

1 0
Z 2(t(d) — out(d))—(t(d) — out(d))

2NTT deTr awz

1 (d) @y 9 @ - ~(d)

N > ('Y — out )5 (Y — (- 7))
7ﬂclETr ¢

1 () @, Oo(w-zY) ow - FY

Nz, d; ot ) Sg @ awy
1

v 2 (@ —out)o (@ #V)(1 — o (@ - F))ay”
Tr

deTlr



Retl Neurali Feed-forward: notazione

target t t;

out put z

nascoste

I nput x X



\Reti Neurali Feed-forward: notazione.

e d unita di ingresso, dimensione dei dati in ingresso & = (1,...,Zq)
(d + 1 se siinclude la soglia nel vettore dei pesi T = (:I;o, T1,... ,a:d))
e Ny unita nascoste (con output ¥ = (Y1,---, YNy ))
e c unita di output, dimensione dei dati in output 2 = (21, ..., 2¢)
e ¢, dimensione dei dati desiderati { = (t1,...,tc)

® w;; peso dalla unita di ingresso ¢ alla unita nascosta

® Wy, peso dalla unita nascosta 7 alla unita di output k

La funzione errore, considerando che si hanno ¢ unita di output, diventa

Ef[d] = ﬁ Z i <t1(<;p) _ 2 (Cg(p)))z

() tp))eTr k=1
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

8E 8 1 < (p) (p)\2
— t p) p
8w,;3 ({9’11)’;3 QCNTT Z Z( k zk )

peTlTr k=1

e

X
7
X
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

= (ty" —2")
8w,;3 8w,;3 2CNT7~ peTr k=1
1 0 ) ()2
— tp . p
L S Y
pETT J k=1
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

8E 8 1 c (p) (p)\2
— t p) p
8w,;3 QCNTT Z Z( k Zk )

Oow; »
kj pETr k=1

_ 1 0 - (p) (p)\2
~ 2¢Nr, Z ow; - Z(tk ~ )

pETT kj k=1

_ 1 ® .\ 9 (@
= v 2 2T =5 ) =) =57
Tr pETT kj
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici ke 5

8E 8 1 c (p) (p)\2
— t p) p
8w,;3 8’(1),;3 2CNT7~ Z Z( k zk )

peETTr k=1

_ 1 0 - (p) (p)\2
= 3N 2 gw 2 A

pETr kj k=1

1 0
_ Z Q(tép) _ z}gp)) (tép) _ zgp))

2¢N71, el 8w,¢€3 k
1 Z ® @\ 9 L (p)
= 1 — 2 —(t — a .
C.Z\TTT pETT( i Zk )awfcj ( k O-(wk y ))
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Calcolo del gradiente per i pesi di una unita di output'

Fissiamo gli indici & e J:

8E 8 1 c (p) (p)\2
— t p) b
8w,;3 8’(1),;; 2CNT7~ Z Z( k zk )

J peETr k=1

_ 1 0 - (p) (p)\2
= 3Ny 2 Gw 2 A"

peETl'r kj k=1

1 0
_ Z 2(t§%p) _ z}gp)) (tép) _ zgp))

2¢NT, T Bw,jcj. k
_ 1 ® )\ 9 L Ap)
= Np. Z(tk — 2 )8ww(t’5 —o(wg, -y))
pET'r kj
1 () Py 1= AP)y, (P)
— . tAp . Ap . D Ap
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‘ Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

8E 8 1 c (p) (p)\2
— t p) b
a’w“- 8’11)3; QCNTT Z Z( k zk )

gt pETr k=1
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‘ Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

— t p) p
8w3¢ 8w3A QCNTT Z Z( k zk )
¢ ¢ pETr k=1
1 - 9 (p) (p)\2
= aong 2 2 g W AT
peETr k=1 Jt
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‘ Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

23 0 1 - (p) (p)\2
aw".’: - aw'xc 2CNT’I" Z Z(tk B zk )
Jt Jt pETr k=1
1 - 0 (p) (p)\2
7 ) DD DY e U
pETr k=1 Jt
_ 1 - (p) (p) 0 (p)
= 9N Z 22(tk — %k )W(_zk )
Ir eTr k=1 7%
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

oL 0 1 - (p) (p)\2
8w".’: - aw’:': 2CNT7~ Z Z(tk B zk )
Jt Jt pETr k=1
1 - 0 (p) (p)\2
= SNy 2 2 g B AT
pETr k=1 Jt
_ 1 - (p) (p) 0 (p)
= 9N Z ZQ(tk — %k )W(_zk )
Ir eTr k=1 J%
1 ~ ) o = Ao O _(p)
~ TN ZZ(tk — 2y, )o (Wk - Y )W’wk'y
Ir eTr k=1 3%
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

oL 0o _1 ~ (5) _ _(m)y2

ws; Ows; 2¢Nr, 2 E_:( k%)
peETr k=1

= 1 - 0 (p) (p)\2

= SN 2 2 go T A
L S ! peTr k=1 Jt

P _ 1 Z XC:Q(t(p) . z(p))i(_z(p))
2¢Nr» k k) D b Ok

peETr k=1 Jt

(& NH
1 } 5
— e B2 A @) 50 S
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

oL 0 1 - (p) (p)y\2
8’(1)*\.’: — aw".’: QCNT,’,_ Z Z(tk _zk )
Jt Jt peETr k=1
1 - 0 (p) (p)\2
S D DD DY U St
peETr k=1 Jt
_ 1 - (p) (p) 0 (p)
= 9N Z ZQ(tk — %k )W(_Zk )
Ir eTr k=1 %
1 ~ ) () oy 0 (p)
!, —
O DD S R )P CI i
T peTr k=1 5 o

1 - . 0
. PG L G A L e T

cN
Ir pETr k=1 Jt



Sistemi di Elaborazione dell'Informazione 137

‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

22 1 —~_ ) )y O (p)
— = 2t P — Py (P
aw“’t 2CNT7~ Z Z ( k zk >aw1¢ ( zk )
Jt peETr k=1 Jt
C NH
1 . 0
e S ) )5
Tr pETT' k=1 ]l j:1
1 A A 1 C
{0 1 . 9,
=~ > 2 0 =57 @ 7wy 5yl
Ir peETr k=1 gt
1 — ) (PNt Ap) e = O ()
= — t —z o (W - Ww,~o (W - x —(w> - x
CNT’I" ;T;( k k ) ( kY ) kj ( 7 )aw'}’z( 7 )
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‘Calcolo del gradiente per i pesi di una unita nascosta'

Fissiamo gli indici 5 e

ok (1) _ (0 0
— 2 t p p P
8w3; 2CNT7~ Z Z 8w~.( k )

pETTr k=1 Jt

_ _d;ﬂ S Zt(p) 2P\ (G - §P) aw Zwkgy(p)

peTr k=1 Jt j=1
A A a1 t(p) 2PN (i - TP Yy s =2y P
O R O A Wk - Y wkj Y-
% . pe [ CNT’I" 8’[1)*\.’: J
peETr k=1 J

1 L. o , .
_ Z Z t(p) (p) ( W .y—'(p))wkja/(wj ,x(p))awﬁ (’wj .x(p))

cN
I pETr k=1 Jt

= (2) _ )y ()N, o= =)y (D)
B CNTr Z Zt ( Wk Y )’wij' (wj T )3;2

pETr k=1




Retl Neurali Feed-forward: Fase Forward
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Retl Neurali Feed-forward: Fase Backward
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‘Algoritmo Back-Propagation (uno strato nascosto, stocastico) I

Back-Propagation-1hl-stocastico(Z'r, 1, topologia rete)

® Inizializza tutti i pesi a valori random piccoli

® Finché la condizione di terminazione non € verificata, fai
— Perogni (&, t) in T'r, fai
1. presenta ¥ alla rete e calcola il corrispondente output
2. Per ogni unita di output k

5k < Ok(]. — Ok)(tk — Ok)

3. Per ogni unita nascosta j

5j <—oj(1—0j) Z wk,jék

k€outputs

4. aggiorna tutti i pesi w4 della rete

dsxq se s € nascoste
Ws,q & Ws,q + NAW, 4 dove Aw, 4 =
dsYq se s € outputs

Alessandro Sperduti
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Esempio di Funzione Errore I

?

/f’r

/
il i’

0““ ‘wm.m

[[r,
////
”lemm ik

lr

f,r/// ”t!,

i

Alessandro Sperduti



\ Discesa di Gradiente Batch e Stocastica.

Batch:
Fai finché condizione di terminazione non

soddisfatta
1. calcola V Er,[wW]

2. W G — NV Ep,[d]

Stocastica (Incrementale):
Fai finché condizione di terminazione non

soddisfatta

® Per ogni esempio di apprendimento p
inT'r

1. calcola V Epery W]

2. W W — NV Epery[i]

dove

ETr[ — QCNTT Z Z t(p) (p)

peTr k=1

C

I | 2
Brereld = L 3760 - o)

k=1

La discesa di gradiente Stocastica (gradiente istantaneo) puo approssimare quella Batch

(gradiente esatto) con precisione arbitraria se 1) € sufficientemente piccolo




\Alcuni Problemi ... I

e Scelta della topologia della rete — determina lo Spazio delle Ipotesi;

e Scelta del passo di discesa (valore di 7):

W WF W

e apprendimento lento..., ma calcolo di output veloce

e | MINIMI LOCALI!!

Bias Induttivo: sia nella rappresentazione che nella ricerca



Esempio di Apprendimento per Rete Feed-forward I

Compressione di Dati

Input Output
00000001 00000001
00000010 00000010
00000100 00000100
00001000 00001000
00010000 00010000
00100000 00100000
01000000 01000000
10000000 10000000




Esempio di Apprendimento per Rete Feed-forward I

Compressione di Dati

Input Valori Output
Nascosti
10000000 — 0.890.040.08 — 10000000
01000000 — 0.010.110.88 — 01000000
00100000 — 0.010.970.27 — 00100000
00010000 — 0.990.970.71 — 00010000
00001000 — 0.030.050.02 — 00001000
00000100 — 0.220.990.99 — 00000100
00000010 — 0.800.010.98 — 00000010
00000001 — 0.600.940.01 — 00000001
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‘ Curve di Apprendimento I

Errore per ogni unita' di output

500

1000

1500

2000

2500
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‘ Curve di Apprendimento I

Codifica dell'input 01000000 a livello delle unita' nascoste

—_—

500 1000 1500 2000 2500



‘ Curve di Apprendimento I

Pesi dall’ input ad una unita’ nascosta

0 500 1000 1500 2000 2500



Potere Computazionale Reti Neurali'

Il seguente teorema stabilisce I'universalita di reti feed-forward come approssimatori di

funzioni continue.

Teorema Sia () una funzione continua monotona crescente, limitata e noncostante. Si
indichi con I, I'ipercubo n-dimensionale [0, 1]™ e lo spazio delle funzioni continue su esso
definite sia C'( [, ). Data una qualunque funzione f € C'(I,) e € > 0, allora esiste un
intero M e insiemi di costanti reali o;, 0;, e w;;,doves =1,... Mej=1,...,ntale

che f(-) possa essere approssimata da

M n
F(zi,...,zn) = Zaicp(Z’wijxj — 0;) (1)
i=1 j=1

in modo tale che
|F(x1,...,2n) — f(21,...,20)| < € )

per tutti i punti [£1,...,Tn] € In.



Potere Computazionale Reti Neurali'

Notare che qualunque funzione sigmoidale soddisfa le condizioni imposte nel teorema su

gp() Inoltre, I'equazione (1) rappresenta I'output di una rete multistrato descritta come segue

1. la rete ha n nodi di input ed un singolo strato di unita nascoste con M unita; gli input

sono denotatida x1,...,ZTn.
2. li-esima unita ha associati i pesi wj1, . . ., Wsrn € soglia 6;.

3. l'output della rete € una combinazione lineare degli output delle unita nascoste, dove i

coefficienti della combinazione sono datida o1, ..., .

Quindi, data una tolleranza &, una rete con un unico strato nascosto puo approssimare una

qualsiasi funzione in C'(I,).

Si noti che il teorema afferma solo I'esistenza di una rete e non fornisce alcuna formula per il
calcolo del numero M di unita nascoste necessarie per approssimare la funzione target con

la tolleranza desiderata.



