Esercizi di Analisi Stocastica della 8* settimana (Corso di Laurea Specialistica
in Matematica, Universita degli Studi di Padova).

Esercizio 1. Consideriamo poi lo spazio C := C'(R",R) e la o-algebra M := B(C), dove
come topologia su C si prende quella della convergenza sui compatti; supponiamo poi che per
un generico processo X I'applicazione w — z(w)(+) definita da z(w)(t) := X(w) sia (F, M)-
misurabile (lo spazio (C, M) si chiama spazio canonico). Definiamo infine la filtrazione
(M) su (C, M) tramite M; := o(xz(u) | u < t).

Consideriamo poi un moto browniano (2, F, P, (F;), (B;)) ed altri due processi definiti da
Y, == By +ct, Zy := 0By, t > 0, con ¢ # 0, 0 # £1, come variabili aleatorie su (C, M) e le
relative leggi Pg, Py, Py.

1. Dimostrare che Pg e Py sono equivalenti su M; per ogni t > 0.

2. Calcolare la probabilita di {lim;_, . 2(t) = +o0} rispetto a Pg e a Py, e dedurne che
Pp e Py sono ortogonali su M.

3. Calcolare

, x(t)
lim sup
t—o+ +/2tloglogl/t

sia sotto Pg che sotto Pz, e dedurne che Py e P, sono ortogonali su M; per ogni t > 0.

Esercizio 2. Sia X il processo m-dimensionale soluzione dell’equazione differenziale stoca-

stica
dX; =b(t, X}) dt +o(t, Xy) dB; Vit € [s, T],

X, =ne L*QF,P;R™)

con b : R x R™ — R™ ¢ : RY x R™ — R™*? che soddisfano le Ipotesi (A), B moto
browniano d-dimensionale. Assegnata f € C1?(RT x R™), poniamo

M= 100,60~ 160 — [ (a0, )

dove Ay f == fr+ > 0" bifu, + 3 2?3':1 ij [oia;> CON @ 1= 00"
1. Dimostrare che M e una martingala locale.
2. Dimostrare che, se f € Cp*(R* x R™), allora M & una martingala.

3. Se f € Cp*(R* x R™) ¢ una soluzione di A,f = 0 per ogni u,z € [s,T] x R™, allora
f(s,z) = E[f(T, X77)].



Esercizio 3. Vogliamo dimostrare che il processo X definito da X; := —=, ¢t > 0, con

l—th ?
x # 0, B moto browniano, & soluzione di

X() =X

dove 7, := inf{t | B, = y}.

1. Sia f. : R — R tale che f.(u) = % per u < % — ¢ e che sia C? su R. Dimostrare che,
per ogni € > 0,

t/\'rl/wfs 3 t/\Tl/acfe 9
Xinryp. =2+ X du + X, dB,
0 0

2. Dimostrare che, sull’evento {t < 7y/,}, X soddisfa I'’equazione (1).
3. X & soluzione su [0, T] per qualche T' > 07 Come si concilia questo con il teorema di

esistenza e unicita?

Esercizio 4. Sia (0, F, P, (Fi)tcpo,r): (Bt)tejo,r)) un moto browniano tale che F = Fr e

Fi = ]-:tB per ogni t € [0,T]. Sia poi Q equivalente a P, e chiamiamo Zr la relativa densita.

_ dQ|x,

Ricordiamo che, detta 7, := Tl p si ha che Z ¢ una P-martingala.
t

1. Dimostrare che Z; > 0 P-q.c. per ogni t < T

2. Dimostrare che esiste ¢ € A?[0, T tale che
t
Zy =1+ / s dB;
0

3. Definiamo 7, := inf{t | Z, < +}. Mostrare che esiste un unico processo 1 tale che

tATh 1 tATH
Zinr, = €XPp ( Uy, dBy, — 5/ wi du)
0 0

T 1 [T
4. Dedurne che Zp = exp (/ Yy dBy, — 5/ V2 du).
0 0



