Esame di Calcolo delle Probabilita del 7 gennaio 2008

(Corso di Laurea Triennale in Matematica, Universita degli Studi di Padova).
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Attenzione: si consegnano SOLO i fogli di questo fascicolo.

Matricola



Esercizio 1. Sia (©2,.4,P) uno spazio probabilizzato, e X, Y due processi di Bernoulli
indipendenti tra di loro di parametro rispettivamente p;, ps; chiamiamo poi anche ¢; := 1—p;
per ¢« = 1,2. Denotiamo con T" e con U l'istante del primo successo rispettivamente di X e
di Y, cioe

T = inf{(n>1] X, =1},
U = inf{n>1]|Y, =1},
Definiamo l'evento H :={T < U}.
1. Calcolare P(H).

2. Denotando Py := P(- | H), dimostrare che Py ¢ una misura di probabilita assoluta-
mente continua rispetto a IP.

3. Dimostrare che T' ~ Ge(1 — ¢1¢2) rispetto a Py.

Esercizio 2. Si supponga che il numero di articoli prodotto quotidianamente dalla fabbrica
A sia una variabile aleatoria di media 20 e deviazione standard 3, e che quelli prodotti dalla
fabbrica B sia una variabile aleatoria di media 18 e deviazione standard 6 (ricordiamo che
la deviazione standard ¢ uguale alla radice quadrata della varianza). Supponendo che le due
fabbriche operino in modo indipendente tra loro:

1. si ottenga un limite superiore per la probabilita che oggi la fabbrica B abbia prodotto
piudi A;

2. supponendo che valga ’approssimazione normale, si approssimi la probabilita che negli
ultimi 30 giorni la fabbrica B abbia prodotto piu di A.

Esercizio 3. Siano X, Y, (U,), variabili aleatorie indipendenti tali che le (U,), sono
uniformi su [0, 1] e X, Y hanno densita discreta data da

m o 1
per m,n > 1. Definiamo poi M := max(Uy,...,Uy) e Z =X — M.
1. Trovare funzione di ripartizione e densita di M.

2. Dimostrare che X e M sono indipendenti.

3. Trovare funzione di ripartizione e densita di Z.



Esercizio 4. Consideriamo una catena di Markov X sullo spazio degli stati F :=
{0,1,...,m}, con m > 2, con matrice di transizione definita da

( i
1l—— sej=1+1
m

Pij = sej=1—1

?
m

{ 0 altrimenti

e legge iniziale y = ¢;, con i € {0,1,...,m}.

1.

2.

Dimostrare che tutti gli stati di £ sono ricorrenti.

Dimostrare che pg{) =P{X) =j | Xo =1} # 0solo sei—j ha la stessa parita di k (cioe
pari se k € pari e dispari se k ¢ dispari). In particolare, X non puo essere regolare.

Dimostrare che se 7 = (7, ..., T,) € R™"! & misura invariante, allora deve soddisfare

7rk:<nk?>7rg Vk=1,....,m

Dimostrare che I'unica probabilita invariante ¢ la legge B(m, 3).



Soluzioni
Esercizio 1.

1. Siccome X e Y sono indipendenti tra di loro, lo sono anche T e U. Calcoliamo allora

P{T <U} = iP{T<U,T:k}:§:IP’{U>k,T:k}:

- ZIP’{U SEP(T =k} =3 (1—po)pi(l —p)t " =

P12
I —qiq2

= pn(l—p) Zl—pz (1—p)*=
k=0

2. Per le proprieta viste a lezione, P(- | H) & una probabilita assolutamente continua
rispetto a IP, e in particolare la sua densita rispetto a I’ ¢ data da 5 )1 H-

3. La legge di T rispetto a Py e caratterizzata dalla sua densita discreta: per ogni k > 0,

I —qiq2

= (1—qe)(qge)

Esercizio 2.

1. Chiamiamo X; e Y; rispettivamente il numero di articoli prodotto dalle fabbriche A

e B nel giorno i, e definiamo Z; := Y; — X;. Se a priori non sappiamo se possiamo
usare l'approssimazione normale, ricordando che X; e Y; sono variabili aleatorie intere,
abbiamo

= 1-P{Z;+2<2} <1-P{|Z; +2| <2} =P{(Z; +2)* > 3%} <
Var [Z; +2]  6*+3* 45

= = =5
- 9 9 9

che pero, essendo maggiore di 1, ¢ una limitazione banale.

2. Poiche le Z; hanno valori interi, utilizzando la correzione di continuita calcoliamo

X B i >0 Z—30(=2) _ 05-30(-2) |
P{;Zi>0} = ]P’{;ZiZOb} { m > S }_

60.5
— P {Z* > —} ~1— ®(1.64) = 1 — 0.94950 = 0.05050
15v6




Esercizio 3.

1. Per ogni t € (0,1), abbiamo

Fyu(t) = iP{MSt,Y:n} :iP{maX(Ul,...,Un) <t,Y=n}=

= i]P’{Y = n}P{max(Uy,...,U,) <t} = f:IP’{Y =n}P{U; <t Vi=1,...,n}

n=1 n=1
- 1 =" 1 1 et —1
= _— tn = — = t — 1 =
;(e—l)n! ;(e—l)n! e—1 e—l(e ) e—1
Siccome Fy; € C1, allora M ammette densita uguale a
/ et
fu(t) = Fy(t) = - TLon ()

2. M dipende solo da Y, (U,),, mentre X ¢ indipendente da Y, (U,.),, quindi M ¢ indipen-
dente da X.

3. Poiche M e una variabile aleatoria assolutamente continua, possiamo calcolare facil-
mente la funzione di ripartizione di —M,

Fout)=P{-M <t} =P{-M <t} =P{M >t} =1-P{M < —t} =

e la densita
eft

Foanlt) = Faglt) = 101008
Siccome Z = X + (—M) e —M ¢ dotato di densita rispetto alla misura di Lebesgue,
per la teoria vista a lezione anche Z ammette densita che, chiamando u la legge di X,
e pari a

fo2) = [ Fale =) o) = 3 Fuz = m)e = e
e —(z—m)

= Z | _1,0(z —m)(e —1)e” Ze (m—1,m)(2) =

m=1 m=1
= e Z Lim—1,m)(2) = €7°
m=1

quindi Z ~ Ezp(1), e la sua funzione di ripartizione ¢ pari a Fiz(z) =1—e¢

—Zz



Esercizio 4.

1. Siccome FE e finito, esiste almeno uno stato ricorrente. Inoltre tutti gli stati comunicano;
difatti, se i,7 € E, i # j, allora (supponendo per semplicita di notazione che i < j)

pﬁ?_”) 2 Pii+1Pit1it2 " - Pj-1 > 0

Siccome tutti gli stati comunicano e ne esiste almeno uno ricorrente, allora tutti gli
stati sono ricorrenti.

2. Per induzione su k: se k = 1, allora p;; > 0 solo se |i — j| = 1. Supponiamo ora di
avere dimostrato la tesi per k. Allora
k+1 _ k), (k) (k)
1%‘+ = prw Pej = Dij1Pj-15 t P j11Pj+1j
¢

e questo e maggiore di zero solo se i — (j — 1) = k (mod. 2) oppure i — (j +1) = k
(mod. 2), ed entrambe queste equazioni sono equivalenti a i —j = k + 1 (mod. 2).

3. Il vettore m e soluzione di m = 7P, cioe

/ 1

To = ;71
_ 2

™ = 7o+ EWQ,
— m=1 3

Ty = m T+ Eﬂ'g,
. m—k+1 k+1

Ty = — o M1+ " =Ty,
- 1

\ T™m — m7Tm_1.

m
™ = M7y = 1 o,

m m
T = 5(7’[’1—7'('0):5(771—1)71'0:(2)71'0,

- . B m _m—k+17r om m _m—k—i—l m B
BT\ m Y T e ke m k—1))™~

(m —1)! B m! [ m
TR (m — i R = G —h 1 (k + 1)”0’

=)= ()
Tm = —Tm—1= o = o
m m\m—1 m

Un modo alternativo per ottenere il risultato e il seguente: cerchiamo 7 che soddisfi
miPij = T;p;i per ogni ¢, j; ovviamente questa relazione sara non banale solo se |i — j| =




1, e si ha:

]:Z+1 = 7'('2'(]_——):71'1‘4_1
m m

o i ( z‘—l)
j=1—1 = m—=m1|1— ,
m

che implicano entrambe

m—1 Hm—kz m! m
Tip1 = i~ = =T ; : =1. M
i i+t e - =D+ \i+1)"

. Basta imporre che ;" 7, =1, e si ha

1= (7]’:/) Ty = 7T()2m
k=0

quindi my = 27™, e in generale

SOICRGIOON

e si ha la tesi.
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