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Introduzione

Il calcolo delle probabilita ¢ una disciplina matematica che ha circa 500 anni di storia, e
nel corso di tutto questo tempo ci sono stati vari approcci ad essa. In particolare nel XX
secolo, sia per applicazioni che venivano per la maggior parte (ma non solo) dalla fisica, sia
per la crescente esigenza di dimostrazioni rigorose di “fenomeni matematici” conosciuti da
tempo, sono stati proposti piu approcci per formalizzare il calcolo delle probabilita. Ma-
tematicamente parlando, questi approcci si possono ricondurre a due formalizzazioni, delle
quali di fatto oggigiorno si usa solo una. Questa formalizzazione “vincitrice” e quella di Kol-
mogorov, che negli anni ’30 riconduce gli assiomi del calcolo delle probabilita a quelli della
teoria della misura, formalizzata una decina di anni prima nella generalita che conosciamo
ora. L’altra formalizzazione che citiamo e quello dell’italiano Bruno de Finetti, che di fatto
rifiuta di usare la teoria della misura e propone una probabilita finitamente additiva, oltre
ad un modo totalmente diverso di vedere le variabili aleatorie. Citiamo questo solo come
nota storica, in quanto da ora in poi seguiremo strettamente ’approccio di Kolmogorov,
che ormai e I'approccio standard al moderno calcolo delle probabilita.

Nel seguito supporremo che il lettore sia gia familiare con la teoria della misura alla
Lebesgue. Daremo quindi le definizioni solo “in chiave probabilistica”, e il lettore potra
trovare parecchi paralleli tra questa teoria e la teoria della misura.
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Capitolo 1

Probabilita e misura

1.1 Prime definizioni

Definizione 1.1 Prendiamo un insieme €2 e una famiglia A di sottoinsiemi di €2 (nel seguito
si indichera questo con A C P(Q2)). Diciamo che A & una o-algebra (o anche una tribu)
se:

i) e A
ii) Ae A = A°e€ A (A ¢ chiusa per complemento)

iii) (Ap)n €A = Up2, A, € A (A & chiusa per unione numerabile)

Osserviamo che dalla definizione di o-algebra segue che Q € A e che (4,), C A =
Moo, Ay € A, cioé che A ¢ chiusa per intersezione numerabile. Infatti si pud ottenere

N2, Ay in questo modo:
o0 00 c
() An = ( Az>
n=1 n=1

Definizione 1.2 Prendiamo una o-algebra A C P(€2). Una funzione d’insieme p : A —
[0, 4+00] si dice misura se

i) u(®) =0
i) (Ap)n C A disgiunti = (U2, 4n) = D02, w(Ay) (p & numerabilmente
additiva)

Se P & una misura su A tale che gode anche della proprieta
i) P(Q) =1
allora si dice misura di probabilita, o piu semplicemente probabilita.

Diamo ora un po’ di terminologia di calcolo delle probabilita.



Definizione 1.3 Si dice spazio probabilizzato una terna (2, .4, P), dove € & un insieme
generico, A C P(£2) & una o-algebra, e P & una misura di probabilita su Q. La coppia
(Q, A) (senza specificare una misura) si dice spazio misurabile. Gli insiemi A € A si
dicono eventi. Se A € A, y(A) =0, allora A si dice evento trascurabile, mentre invece
se u(A) = 1 si dice evento quasi certo. Se una proprieta vale Vw € Q\ A, con A
trascurabile, allora si dice che la proprieta vale quasi certamente (abbreviato q.c.).

Ricordiamo ora alcune proprieta delle misure di probabilita.

Teorema 1.4 Sia P una misura di probabilita. Allora:

a) AABe AL AC B = P(A) < P(B) (monotonia), e in particolare P(B \ A) =
P(B) - P(A)

b) se (An)n C A (non necessariamente disgiunti), allora P(U;o; A;) < >0 P(A;)
(subadditivita numerabile)

¢) se (Ap)n CA, A1 C Ay C -+, allora P(U;2 | Ap) = lim,, .o P(A,,) (continuita dal
basso)

d) se (Ap)n C A, Ay D Ay D -+, allora P(N,2, An) = lim, oo P(A,) (continuita
dall’alto)

Vediamo ora alcuni possibili esempi di spazi probabilizzati.

Esempio 1.5 Prendiamo un insieme {2 numerabile e A = P(Q2). Allora A é una o-algebra.
Se poi prendiamo una generica funzione p : 2 — [0, 1] tale che ) p(w) = 1, allora questa
definisce una probabilita su €2 in questo modo:

P(4) =) pw)

w€EA

Piu in generale, se (2 & un insieme qualsiasi ma p : Q — [0, 1] & diversa da zero in un insieme
al pitt numerabile di punti e ) o p(w) = 1, si pud ugualmente definire una probabilita P
nel modo visto sopra. P assume il nome di probabilita discreta.

Esempio 1.6 (delta di Dirac) Prendiamo un insieme qualsiasi €2 e definiamo A = P ().
Prendiamo poi un wy € € fissato e definiamo

|1 sewyge A
5WO(A)_{0 sewp ¢ A vAch

La §,,, ¢ una misura nota come delta di Dirac nel punto wy, o anche legge (degenere)
concentrata in wy.
Con la terminologia dell’esempio precedente, d,,, puo anche essere definita tramite

(w) = 1 sew=uwy
PEI= 0 se w # wo



Esempio 1.7 (misure definite da una densita) Prendiamo lo spazio  misurato
(Q,A ) = (R,B(R),\), dove A ¢ la misura di Lebesgue. Se f : Q — R & una funzione
misurabile tale che fQ f dp = 1, possiamo definire una misura di probabilita P in questo
modo:

]P’(A):/Afdu VAe A

La PP si chiama probabilita di densita f (rispetto a p) rispetto alla misura di Lebesgue,
e si puo indicare con le notazioni

P
P=7f-pu Oppured—zf
dp

Scopriremo che questo concetto & molto usato nel calcolo delle probabilita.

Come in teoria della misura, nel calcolo delle probabilita e spesso utile poter costruire
o-algebre a partire da una data classe di generatori.

Definizione 1.8 Sia Z C P(2) una generica classe di sottoinsiemi di 2. Allora esiste una
o-algebra A che é la piu piccola o-algebra contenente Z. A si chiama allora c-algebra
generata da 7 e si indica con (7).

Definizione 1.9 Sia (Q2,.4) un generico spazio misurabile. Ogni famiglia 7 tale che A4 =
0(Z) si chiama sistema di generatori di .A. Essa si dice invece base di A se gode delle
due proprieta seguenti:

i) per ogni A, B € Z, si hache ANB € Z;

ii) esiste (A,)n, C 7 tale che 2 = U2 A,, (unione non necessariamente disgiunta).

Ad esempio, se 2 & numerabile e A = P(f), allora una possibile base per A puo
essere la famiglia 7 formata dall’insieme vuoto e da tutti i singoletti {w}, con w € Q.
L’importanza del concetto di base di una o-algebra ¢ dovuta al seguente risultato.

Teorema 1.10 Siano Py e Py due misure di probabilita sullo stesso spazio probabilizabile
(Q,A), e siaZ una base di A. Se P1(A) =Py(A) per ogni A € T, allora P1(A) = Po(A) per
ogni A € A.

Definizione 1.11 Se (X,7) ¢ uno spazio topologico, indichiamo con B(X) = o(7) la o-
algebra generata dalla topologia di X. Essa viene comunemente chiamata o-algebra dei
boreliani di X, e i suoi insiemi vengono chiamati boreliani, o insiemi di Borel di X.
B(X) contiene gli aperti e i chiusi di X, e anche insiemi pit complicati, come unioni infinite
di chiusi o intersezioni infinite di aperti.



1.2 Funzioni misurabili e variabili aleatorie

Definizione 1.12 Se (E,&) ed (F,F) sono spazi misurabili, una funzione f : E — F si
dice misurabile se per ogni A € F si ha

fHA) ={z e Elf(z) e A} € A

Se X ¢ una funzione misurabile da uno spazio probabilizzato (2, A,P) nello spazio (E,E),
st dice variabile aleatoria a valori in F.

Notiamo che le variabili aleatorie sono definite come funzioni misurabili su uno spazio
probabilizzato, tanto che se B C A & una o-algebra e per ogni A € £ si ha che X ~1(A) € B,
allora X si dice variabile aleatoria B-misurabile.

Notiamo inoltre che nel calcolo delle probabilita si tende ad omettere dalle notazioni,
quando possibile, la dipendenza dallo spazio probabilizzato (e quindi ad omettere di scrivere
esplicitamente la dipendenza da w). Come primo esempio, Iinsieme X ~1(A) si puo scrivere
nei due modi equivalenti

{we| X(w) e A} ed {X € A}
A seconda dello spazio di arrivo di X, essa puo assumere diversi nomi:

e variabile aleatoria discreta se (E, &) ¢ discreto (o ci si puo ricondurre ad uno spazio
discreto);

e variabile aleatoria reale se (E,€) = (R, B(R)) (o anche (R, £));
e vettore aleatorio n-dimensionale se (£, &) = (R", B(R"));

e funzione aleatoria se E & uno spazio di funzioni (in questo caso tipicamente & =

B(E)).

Notiamo che queste notazioni non si autoescludono: se ad esempio E € un sottoinsieme
discreto di R, si parla di variabili aleatorie reali discrete.

Dato che la composizione di funzioni misurabili & misurabile, abbiamo che se X : Q) —
E & una variabile aleatoria e g : E — F é una funzione misurabile, allora g o X = ¢g(X) :
Q) — F é una variabile aleatoria.

Se X : Q — E ed (E,€) é uno spazio misurabile, allora si puo rendere X variabile
aleatoria costruendo la o-algebra A = X ~1(€) su . Questa o-algebra si chiama o-algebra
generata da X, e si indica con il simbolo o(X). Si puo allora vedere che la cardinalita
di o(X) dipende dal livello di “complessita” di X. Il caso piu semplice si ha quando X
& costante, cioe X = a. Allora X !1(A) = {X € A} & uguale a ) o ad Q a seconda
che a ¢ Aoa € A, e quindi o(X) = {0,Q}. Se X assume due valori a # b, allora
o(X) = {0, X 1({a}), X1 ({b}),Q}. Pil in generale, se X assume un numero finito n di
valori, allora o(X) & finita (di cardinalita 2"). Se X assume una quantitd numerabile di
valori, allora ¢(X) ha cardinalita pitt che numerabile, e cosi via.

Abbiamo visto che, se abbiamo un’applicazione X : @ — E ed E ¢ dotato di una
o-algebra, allora X induce una o-algebra o(X) su Q. Viene naturale chiedersi cosa succede



con le misure di probabilitd. Possiamo vedere che succede il contrario: se infatti X ¢ una
variabile aleatoria da (€2,.4,P) a valori in (E, £), allora induce una misura di probabilita su
(E, &), che possiamo chiamare Px, data da

Px(A):=P(X Y(A)=P{X c A} VAcE

Si puo facilmente verificare che Py ¢ una misura, e viene chiamata legge di X (secondo
P) (mentre in Analisi si usa invece il nome di misura immagine di P tramite X).

Dato che la composizione di una variabile aleatoria con una funzione misurabile ¢
ancora una variabile aleatoria (ovviamente a valori in uno spazio che puo essere diverso),
sorge spontaneo chiedersi qual ¢ il legame della legge di questa nuova variabile aleatoria
con quella di partenza. Supponiamo quindi che X sia una variabile aleatoria da (2, .4, P)
a valori in (E,€), e g: (E,£) — (F,F) sia una funzione misurabile. Allora la legge della
variabile aleatoria g(X), che indichiam con Py(x), non ¢ altro che 'immagine della legge di
X mediante g. Infatti, per ogni A € F si ha:

Py(x)(A) = P{g(X) € A} = P{X € g/ (A)} = Px(97'(4))

cioe Pyx) € la misura immagine di Px tramite g.

La definizione di variabile aleatoria richiede di verificare che tutte le controimmagini
degli insiemi misurabili dello spazio di arrivo siano eventi: questo puo essere molto laborioso.
La proposizione che segue permette di limitare questo controllo ad una generica classe di
generatori della o-algebra dello spazio di arrivo.

Proposizione 1.13 (criterio fondamentale di misurabilitd) Se & = o(Z), allora X ¢
una variabile aleatoria se e solo se {X € A} € A per ogni A € T (ovviamente il risultato
vale anche sostituendo le parole “funzione misurabile” a “variabile aleatoria”).

Dimostrazione. L’implicazione “solo se” & banale. Per I'inverso, osserviamo che la classe
{ACE| f'(A) € A} ¢ una o-algebra che contiene Z, quindi contiene anche &. O

Da questo risultato seguono immediatamente:

Corollario 1.14 Se X e Y sono spazi topologici, allora ogni funzione continua f: X —Y
e anche misurabile.

Dimostrazione. f & continua se e solo se f~1(U) & aperto in X per ogni aperto U C Y
siccome B(Y) & generata dagli aperti di YV, la tesi segue dalla proposizione 1.13. O

Proposizione 1.15 f : Q — R ¢é una variabile aleatoria reale se e solo se una delle 4
condizioni equivalenti qui sotto é verificata:

i) {X>a} €e AVaeR
ii) {X >a} € AVaeR



iii) {X <a} €e AVaeR
iv) {X <a} e AVaeR

Dimostrazione. Segue dalla proposizione 1.13 e dal fatto che gli insiemi (a,oc0) (cosi
come quelli degli altri 3 tipi) generano B(R). O

Definizione 1.16 Se Q ¢ un insieme, (E;,&;) sono spazi misurabili e X; : Q@ — E; sono
funzioni, per i € I, allora si dice o-algebra generata dalle (X;); la o-algebra A =
o({X; € Ai} | A; € &,i € I). Essa si indica anche con o(X; | i € I), ed é la piu piccola
o-algebra tale che le (X;); siano tutte variabili aleatorie.

Un esempio molto importante di applicazione di questo criterio si ha per le cosiddette
misure prodotto. Supponiamo di avere gli spazi probabilizzati (E;, &, p;), dove i € I & un
parametro, e di volere costruire una struttura di spazio probabilizzato sullo spazio prodotto
Q) = F :=1l,¢;E;. Nel seguito chiamiamo 7; : F — FE; la proiezione sull’i-esima coordinata,
1€ 1.

Definizione 1.17 Si chiama o-algebra prodotto la o-algebra
£=Q)& =0(T)
el

definita su E = Il;c7 E;, dove

7= {HAZ | A; € &, e A; # E; per un n. ﬁnitodiie[}
el

Se gli spazi (E;, &) sono tutti uguali a un (E, ), la o-algebra prodotto si pud anche indicare

con £97. Se poi I = {1,...,n}, allora la o-algebra prodotto si puod anche indicare con

E1®...0&, o con %M,

Una definizione equivalente ¢ la seguente.

Definizione 1.18 Si chiama o-algebra prodotto la o-algebra

£=Q)& =0T
i€l
dove
T ={r " (A) | A €& iel}

La o-algebra prodotto ¢ quindi uguale alla o-algebra generata dalle proiezioni sulle
coordinate. La differenza con la prima definizione & che in questa si impone che il numero
finito di ¢ € I per cui A; # E; sia uguale a 1. Chiaramente gli insiemi in Z sono ottenibili
mediante intersezioni finite di insiemi in Z’, quindi o(Z) = o(Z').

Si ha in realta un risultato leggermente piu generale, che citiamo per completezza.



Proposizione 1.19 Se I ¢ finito o numerabile, allora ®;cE; € generata da {1 A; | A; €
&}

Dimostrazione. Abbiamo che W;I(Ai) =IljerAj, con Aj = Ej; per j # i, quindi ®;¢r&; ©
contenuta in o {Il;crA; | A; € &}. D’altra parte, ILicrA; = (;e; 7TZ-_1(AZ'). Siccome questa &
un’intersezione numerabile, allora Il;c;A; € ®;cr&;. O

Corollario 1.20 B(R") = B(R)®".

Definizione 1.21 Si chiama misura prodotto 'unica misura di probabilita P = ®;cru;
definita su (2, A) = ([Lic; Bi, @, &) tale che

P <HA,-> =[[wi4) v][[Aiez

iel el el

Se le misure p; sono tutte uguali a una stessa p, la misura prodotto si puo anche indicare con
pu®!. Sepoi I ={1,...,n}, allora la misura prodotto si puo anche indicare con ; ®...® py,
o con pu®",

Non dimostreremo qui 'esistenza della misura prodotto. Notiamo solo che 'unicita
segue dal criterio di uguaglianza di due misure su una base, poiche e facile vedere che la
famiglia Z ¢ una base per la o-algebra prodotto.

Esempio 1.22 Un esempio di applicazione di questa definizione ¢ il seguente. Supponiamo
di voler modellizzare un fenomeno che si ripete n volte nel tempo con gli stessi possibili
risultati a valori in uno spazio misurabile (E,£). Per rappresentare gli n risultati finali,
poniamo Q := E", A := £°", e quindi A conterra tutti gli eventi relativi agli n esperimenti
elementari. Se invece fossimo interessati agli eventi relativi solo ai primi k esperimenti
elementari (ad esempio percheé abbiamo osservato solo quelli), potremmo definire altre o-
algebre
Fir=0(A1 X ... x Agy x E"F | A; € &)

Con questa definizione abbiamo Fy = {0,Q} € /4 C ... C F, = A. La pil comune
interpretazione della famiglia di o-algebre (Fj)r € che esse rappresentano l'informazione
disponibile man mano che passa il tempo.

Possiamo ora rispondere a due importanti domande: se abbiamo il vettore aleatorio
X = (Xy,...,X,), possiamo dire che Xj,...,X,, sono variabili aleatorie? Vale anche il
viceversa? La risposta ad entrambe queste domande & affermativa, in virtu del seguente
risultato (piu generale).

Proposizione 1.23 Siano (2, A,P) uno spazio probabilizzato ed (E;,&;), i € I) spazi mi-
surabili, e poniamo E =[], E;, € = @&, e m; : E — E; la proiezione canonica; allora X é
una variabile aleatoria a valori in (E,E) se e solo se X; = m; 0 X é una variabile aleatoria
su (E;, &) per ogni i € I.



Dimostrazione. Se X & una variabile aleatoria, allora anche le X; = m; o X lo sono,
perché composizioni di funzioni misurabili. Viceversa, se le X; sono variabili aleatorie,
questo significa che X (7, *(A4;)) € A per ogni A; € &; siccome & & generata da m; ' (4;),
la tesi segue dalla Proposizione 1.13. O

Corollario 1.24 Se X,Y : Q0 — R sono variabili aleatorie, allora anche X +Y e XY lo
sono.

Dimostrazione. Definiamo F' : @ — R xR, ¢, : RxR — R come F' = (X,Y),
o(r,y) =z +ye(zr,y) = zy. Allora, siccome B(R?) = B(R)®2, F & misurabile; inoltre ¢
e 1) sono continue, quindi sono misurabili. Siccome infine X +Y = poF e XY = o F
sono composizioni di funzioni misurabili, allora sono misurabili. O

La Proposizione 1.24 ha quindi la conseguenza che le funzioni misurabili su R formano
un’algebra. Vediamo ora come le variabili aleatorie conservino anche la struttura di reticolo
su R. Per vedere questo, potrebbe servire considerare variabili aleatorie “generalizzate”
a valori sulla retta reale estesa R = [—00,00]. Questo ha una sua topologia (ad esempio
considerando R come spazio metrico, dotato della metrica p(z,y) = |arctg y — arctg z|), e
quindi si puo definire la o-algebra B(R) (si puo verificare che B(R) ¢ generata dagli insiemi
(@, 00] o dagli insiemi [—o0, a)). Ovviamente, nel fare operazioni con tali variabili aleatorie,
occorre fare attenzione alle espressioni indeterminate come oo — oo (’espressione 0 - oo di
solito in teoria della misura si pone uguale a 0 per convenzione).

Proposizione 1.25 Se (X,,), é una successione di variabili aleatorie a valori in (R, B(R)),
allora
Yi=supX,, Yo=infX,, Y3=IlmsupX,, Y;=IliminfX,
n n n—00 n—o0
sono variabili aleatorie. Se poi Y = lim,, .o X, esiste per ogni w € €2, allora é una variabile
aleatoria.

Dimostrazione. Abbiamo {Y; > a} = ;2 {X, > a}, e {Yo < a} = 72 {Xn < a}.
Siccome queste unioni e intersezioni sono numerabili, allora Y7 e Y5 sono variabili aleatorie.
Allo stesso modo abbiamo che Y3 e Yy sono variabili aleatorie perché Y3 = inf, sup;>, X;
e Yy = sup, inf;>, X;. Infine, se Y esiste, allora si ha che Y = Y3 =Y}, e quindi ¥ é una
variabile aleatoria. O

Corollario 1.26 Se X,Y sono wariabili aleatorie reali, allora anche max(X,Y) e
min(X,Y) lo sono.

1.3 Variabili aleatorie semplici

A questo punto possiamo presentare una utile decomposizione di funzioni: se X ¢ una
variabile aleatoria reale, definiamo parte positiva e parte negativa di X le variabili



aleatorie
X = max(X,0), X~ = —min(X,0)

Allora X = XT — X~. Grazie a questa decomposizione, possiamo nel seguito limitarci a
lavorare con variabili aleatorie reali a valori positivi.

Presentiamo ora degli esempi molto importanti di variabili aleatorie. Se (£2,.4) & uno
spazio misurabile, e A € A, definiamo funzione indicatrice dell’evento A (nel calcolo delle
probabilita il nome “funzione caratteristica” si usa per altri tipi di funzione) la funzione

xa(w) =14(w) = Ia(w) = { (1) :Z : ; ﬁ

Chiamiamo poi variabile aleatoria semplice una combinazione lineare finita (a coeffi-
cienti reali) di funzioni indicatrici. Allora una variabile aleatoria semplice ¢ della forma
X = Z?:l a;1,4,. Tuttavia X puo essere rappresentata in vari modi, e in particolare pos-
siamo avere che a; = a; per ¢ # j. Se pero abbiamo X(Q2) = {ai,...,a,} e poniamo
A; == {X = a;}, allora possiamo rappresentare X come X = > ", a;14,, con a; # a; per
1 # j. Questa si chiama rappresentazione standard di X.

E chiaro che se X e Y sono variabili aleatorie semplici, allora anche X +Y e XY lo
sono. Vediamo ora come le variabili aleatorie non negative possono essere approssimate da
variabili aleatorie semplici.

Teorema 1.27 Se (£2,.A) ¢ uno spazio misurabile, e X é una variabile aleatoria reale non
negativa, allora esiste una successione di variabili aleatorie semplici (X,)y tali che 0 <
X1 <...<X, <... <X, X, — X puntualmente, e X,, — X uniformemente su ogni
insieme su cui X €& limitata.

Dimostrazione. Prendiamo n € N e definiamo per ogni k tra 0 e 22% — 1,
AR = (k2" < X < (k+1)27"}, B, ={X>2"},
Definiamo poi la variabile aleatoria semplice

22n ]
Xn= Y k27"l +2"1p,
k=0

Allora si ha facilmente che X,, < X, 41 per ogni n, e che 0 < X — X, < 27" sugli insiemi
in cui X < 2™, Il risultato segue facilmente. O

Se (2, A,P) & uno spazio probabilizzato, a volte potrebbe farci comodo studiare le
variabili aleatorie trascurando gli insiemi di misura nulla. Vediamo nel seguito (senza dimo-
strazione) che se A gode di una proprieta chiamata completezza allora la cosa si puo fare
facilmente.

Definizione 1.28 Una o-algebra A si dice completa rispetto alla misura P se contiene
tutti i sottoinsiemi degli insiemi trascurabili, cioé se P(A) =0 implica che B € AVB C A.



Si ha il seguente
Teorema 1.29 Se (2, A, 1) € uno spazio misurato, e chiamiamo
N ={NeA|um)=0)
la classe degli insiemi trascurabili, e
A={EUF | E€ A F C N per qualche N € N'}

allora A ¢ una o-algebra completa rispetto a fi, che ¢ l'unica estensione di p a A. A si
chiama completamento di A rispetto a p.

Come annunciato, la completezza permette di trascurare gli eventi di misura nulla.

Proposizione 1.30 Se A ¢ completa rispetto a P, allora:
a) se X € una variabile aleatoria e X =Y q.c., allora anche Y € una variabile aleatoria;

b) sele (X,)n sono variabili aleatorie e X,, — X q.c., allora X é una variabile aleatoria.

Un esempio di applicazione pud essere questo: avevamo visto che se le (X,,), sono
variabili aleatorie e convergono a X ovunque su {2, allora anche X & una variabile aleatoria.
La proposizione che abbiamo appena visto permette di dire che il risultato vale anche
se invece di una convergenza certa si ha una convergenza quasi certa. Nella prossima
proposizione vediamo che, anche se P non ¢ completa, non ci si deve preoccupare troppo.

Proposizione 1.31 Se (Q, A,P) ¢ uno spazio probabilizzato, e (2, A,P) € il suo completa-

mento, e se X € una variabile aleatoria A-misurabile, allora esiste una variabile aleatoria
A-misurabile Y tale che Y = X P-quasi certamente.

1.4 Valore atteso, o speranza matematica, e integrazione

In questa sezione fissiamo uno spazio probabilizzato (2,4,P) e chiamiamo LT =
LT(9, A,P) lo spazio delle variabili aleatorie reali non negative.

Definizione 1.32 Se X ¢ una variabile aleatoria semplice in L™ con rappresentazione
standard Y | a;1p,, definiamo il valore atteso di X come

E[X] = /QX dP =: En:aiIP’(Ei)
i=1

Sinonimi di valore atteso sono valore medio, media, speranza matematica o piu
semplicemente speranza.
La speranza si pud definire per una generica variabile aleatoria X € LT come

E[X]=sup{E[Y]| Y v. al. semplice,0 <Y < X}
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Notiamo che in questo caso E[X] puo essere uguale a +00. Se E[X] < oo, diciamo che X
ha speranza finita, o anche che e integrabile. Infine, grazie alla decomposizione di una
generica variabile aleatoria X in X = X — X~ si definisce

E[X]=E[XT] - E[X]

Affinche questa sia una buona definizione occorre che almeno una tra X, X~ sia integrabile.
In questo caso possiamo comunque avere che E[X] puo essere anche uguale a +00 0 a —o0.
Se perd E[X] & un numero finito, allora diciamo che X ha speranza finita, o anche che
¢ integrabile. Notiamo che X+ X~ < |X| < X* + X~; da questo si deduce che X @&
integrabile se e solo se F[|X|] < +o0.

Proposizione 1.33 Se X e Y sono variabili aleatorie con speranza finita, allora:
a) se c € R, allora E[cX] = cE[X];
b) EIX +Y]|=E[X]+ E[Y];
c) se X <Y gq.c., allora E[X]| < E[Y] (monotonia);
d) |E[X]] < E[|X]].

Le due caratteristiche principali dell’integrazione secondo Lebesgue sono che si pos-
sono definire facilmente degli spazi normati completi di funzioni integrabili, e che si hanno
dei buoni teoremi di convergenza. Ovviamente questo si trasferisce integralmente al calcolo
delle probabilita.

Iniziamo a vedere come possiamo definire degli spazi normati completi di variabili
aleatorie. Abbiamo appena visto che le variabili aleatorie con speranza finita formano uno
spazio vettoriale. Presentiamo ora due risultati intermedi, che ci serviranno nel seguito.

Proposizione 1.34 Se X € LT, allora E[X]| = 0 se e solo se X = 0 q.c. Inoltre, se
E[X] < 400, allora linsieme A := {X = 400} € trascurabile.

Dimostrazione. Se X ¢ semplice, questo ¢ ovvio: se X = Y " ; a;14,, con a; > 0, allora
si ha che E[X] = 0 se e solo se per ogni i si ha che a; = 0 oppure che P(4;) = 0. In
generale, se X = 0 q.c. e p € una variabile aleatoria semplice tale che 0 < ¢ < X allora
¢ = 0 qg.c., quindi E[X] = sup,, E[p] = 0. Viceversa, abbiamo che {X > 0} = (o2, 4,,
dove A, = {X > 1/n}, quindi se fosse falso che X = 0 q.c., dovremmo avere che
P(A,) > 0 per qualche n. Ma siccome X > 14, /n, allora E[X]| > P(A,)/n > 0, e
abbiamo una contraddizione. Per la seconda parte, basta notare che X > +o00l 4, quindi
E[X] > E[ocoly] = ooP(A). Ma siccome E[X] < 400, allora bisogna avere per forza che
P(A) = 0. O

Proposizione 1.35 Se X e Y sono integrabili, allora sono equivalenti:

i) E[X14) = E[Y14] per ogni A€ A

11



i) B[] X —Y||=0
i) X =Y q.c.

Dimostrazione. L’equivalenza (ii) <= (iit) segue dal fatto che |X — Y| & una variabile
aleatoria positiva e dalla Proposizione 1.34. Inoltre, se E[|X — Y]] = 0, allora per ogni
A € A si ha che

[E[X14] - E[Y14]| < B1L4IX — Y| < B[ X - Y]] =0

e quindi (i) = (z). D’altra parte, se ¢ falso che X =Y q.c., e chiamiamo Z = X - Y,
allora Z% o Z~ deve essere diversa da zero in un insieme non trascurabile. Se ad esempio
A ={Z* > 0} & non trascurabile, allora E[X14] — E[Y14] = E[ZT] > 0, poiché Z~ =0
su A, e abbiamo una contraddizione. Questo prova che (i) = (7ii). O

Questa proposizione mostra che la speranza non cambia se cambiamo la variabile
aleatoria su insiemi di misura nulla. Per questo, ad esempio, possiamo trattare, per quanto
riguarda l'integrazione, le variabili aleatorie a valori in R che siano finite q.c. semplicemente
come variabili aleatorie reali.

Definizione 1.36 Definiamo L' = L'(Q, A,P) linsieme delle classi di equivalenza delle
variabili aleatorie su 0 con speranza finita rispetto a P, dove X =Y se e solo se X =Y
P-q.0.

Questo spazio € uno spazio vettoriale reale, ed & anche uno spazio di Banach rispetto
alla norma || X — Y||;1 = E[|X — Y|]. Pur essendo L' uno spazio definito come classe di
equivalenza di variabili aleatorie, come in analisi si usa la notazione X € L! per indicare
che X & una variabile aleatoria integrabile definita q.0. Questo leggero abuso di notazione
é universalmente accettato e non causa quasi mai ambiguita.

1.5 Teoremi di limite

Vediamo ora i tre teoremi di convergenza citati prima.

Teorema 1.37 (della convergenza monotona) Se (X,,), ¢ una successione di variabili
aleatorie in Lt tale che X, < X, 11 per ogni n, e X = lim,, . X, (= sup,, X,,) q.c., allora

E[X] = lim E[X,]

n—oo

Lemma 1.38 (di Fatou) Se (X,,), ¢ una successione in L™, allora

E[hnnnfxg}glﬁnnﬁzHX%]

n—0o0 n—~0o0

Teorema 1.39 (della convergenza dominata di Lebesgue) Se (X,,), C L' tale che
X, — X qo. ed esiste Y € L' tale che | X,,| <Y per ognin, allora X € L' e

lim E[X,] = E[X]

n—oo
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Due immediate conseguenze di questi teoremi sono i seguenti teoremi di integrazione
per serie.

Teorema 1.40 Se (X,,), € una successione finita o infinita in LT e X = > X, allora
EX] =3, E[Xn].

Teorema 1.41 (Beppo Levi) Se (X,,), ¢ una successione in L' tale che Y >0 | E[|X,|] <
400, allora Y °° | X,, converge q.c. a una variabile aleatoria in L', e > °° | E[X,] =

B2 Xal.

1.6 Speranza condizionale

Un problema generale del calcolo delle probabilita e il seguente: data una variabile aleatoria
X definita su (2, A4, P) e una o-algebra B C A, riusciamo ad approssimare la prima variabile
aleatoria X con un’altra variabile aleatoria che sia solo B-misurabile?

Supponiamo all’inizio che B = o(B,,n =1,...,N) con (By,), C A eventi non trascu-
rabili, disgiunti e tali che UY_, B,, = Q. Una variabile aleatoria B-misurabile allora assume
valori che dipendono solo da quale particolare evento B,, si verifichi. Quindi, se sappiamo
che si ¢ verificato un particolare B,,, sembra naturale approssimare una variabile aleatoria
X, integrabile ma a priori non B-misurabile, con la sua speranza rispetto a una opportuna
Pp,, invece che rispetto a P: se X ha speranza finita, allora si ha

_ Ep[X1p,]

Epp, [X] = /QX Pp, = Bp [X ]P’tg;)} ~ P(By)

Il lettore puo dimostrare per esercizio questa formula, che comunque € un caso particolare
di un risultato che vedremo in seguito. Questa speranza si chiama anche speranza di X
condizionata all’evento H, e si indica con E[X|H].

Possiamo definire la variabile aleatoria cercata, che meglio approssimi X, come

E[X|B|(w) := E[X|B,] per w € By,
Siccome il secondo membro & chiaramente B-misurabile, quello che abbiamo ottenuto € una
variabile aleatoria B-misurabile.
Vediamo ora in che senso la variabile aleatoria trovata e la migliore approssimazione

per X.

Lemma 1.42 L’unica variabile aleatoria B-misurabile Y ad avere la proprieta
E[V14] = / Y dp = / X dP = E[X14] VA€B (1.1)
A A

¢ E[X|B).

13



Dimostrazione. Innanzitutto dimostriamo che E[X|B] gode della proprieta (1.1): se
A € B, allora A = Ujc;B; per un opportuno J C {1,...,N}. Allora

EEX|Bl14] = E|E[X|B)) 1p,| =E |> E[X|Bllg,| =E |>_ E[X|Bjlp,| =
| jeJ jed jed
E]}D[XlB X].B
JEJ jeJ
= E|> Xlp,| = E[X14]
_]EJ

Dimostriamo ora l'unicita: se Y & una variabile aleatoria B-misurabile ad avere la proprieta
(1.1), allora definiamo gli eventi

= {Y 2 E[X|B]}

Allora ovviamente AT € B, e per (1.1) si ha E[l14+(Y — E[X|B])] = 0; ma
14+(Y — E[X|B]) € L, quindi 14+(Y — E[X|B]) = (Y — E[X|B])T = 0 q.c., cio¢
P{Y < E[X|B]} =1, e P(AT) = 0; allo stesso modo si dimostra che P(A~) = 0, e quindi
Y = E[X|B] q.c. O

Un risultato notevole & che la proprieta (1.1) riesce a risolvere, anche in situazioni
piu generali di questa, il problema che ci eravamo posti all’inizio: difatti una tale variabile
aleatoria Y & una variabile aleatoria B-misurabile che coincide con X ogni volta che viene
integrata su eventi A € B. Inoltre, la proprieta (1.1) permette da sola di dimostrare alcune
proprieta notevoli.

Definizione 1.43 Una variabile aleatoria Y che gode della proprieta (1.1), viene chiamata
speranza condizionale (o valore atteso condizionato) di X rispetto a B, e si indica
con'Y = E[X|B].

Nota 1.44 Se B = o(T'), con T variabile aleatoria, si indica piu semplicemente E[X|T]
piuttosto che E[X|o(T)].

Vediamo ora alcune proprieta della speranza condizionale.

Teorema 1.45 Sia (2, A,P) uno spazio probabilizzato, B C A una o-algebra ed X, Y
variabili aleatorie reali.

1. linearita: se XY € L' e a,b € R, si ha

ElaX +bY|B] = aE[X|B] + bE[Y|B]

2. monotonia: se X <Y gq.c., allora E[X|B] < E[Y|B] q.c
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3. disuguaglianza triangolare: se X € L', allora

|E[X|B]| < E[|X] |B]

4. se X € L' e Y ¢& B-misurabile e tale che XY € L', allora
E[XY|B] =YE[X|B]
In particolare, se X ¢ B-misurabile, allora E[X|B] = X.
5. proiezione (o tower property): se C C B ¢é una terza o-algebra, allora

E[E[X|B] | €] = E[X|C]

6. indipendenza: se X ¢ indipendente da B, allora E[X|B] = E[X].
7. se B é costituita solo da eventi trascurabili e quasi certi, allora E[X|B] = E[X].

8. teoremi di convergenza: se X,, /' X e (X,), C LTNL!, allora E[X,|B] / E[X|B]
(convergenza monotona);
se (Xp)n € LT N LY, allora Efliminf, . X,|B] < liminf, .. E[X,|B] (Fatou);
se | Xp| <Y, conY € L' e X, — X q.c., allora E[X,|B] — E[X|B] (Lebesgue).

Dimostrazione.

1. La variabile aleatoria aE[X|B] + bE[Y|B] ¢ ovviamente B-misurabile. Se prendiamo
A € B, possiamo verificare che soddisfa la definizione di speranza condizionale:

/(aE[X!B]erE[Y\B]) 4P a/ E[X|B dIP’+b/ E[Y|B] dP =
A A A

= a/Xd]P’er/Yd]P’:/(aXerY) dp
A A A

2. L’evento A := {F[X|B] > E[Y|B]} appartiene a B, e siccome Y > X q.c., possiamo
scrivere
0<E[(Y —X)14]=FE[E[Y — X|B]14] <0

poiche su A si ha E]Y — X|B] < 0. Ma questo significa che E[E]Y — X|B]14] =0, e
quindi E[Y — X|B]14 =0 q.c., cioe P(A) = 0.

3. Segue immediatamente da X = XT — X, |X| = X+ + X~ e dalle proprieta 1. e 2.

4. Ovviamente Y E[X|B] ¢ B-misurabile. Supponiamo all’inizio che ¥ = 14, con A € B.
Allora per ogni B € B si ha che

E[E[XY|B)) = E[1pXY] = E[1unpX] = E[14pE[X|B]] = E[15Y E[X|B]
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Quindi la relazione € vera se Y ¢ una funzione indicatrice. Per linearita, ¢ vera anche se
Y ¢ semplice. A questo punto, se X, Y € LT allora esiste una successione (Yy,), C Lt
di variabili aleatorie semplici tali che Y,, Y q.c., e quindi, per ogni B € B,

E[pE[XY|B] = E[15XY] = lim E[15XY,] = lim E[1,Y, E[X|B]] = E[15Y E[X|B]

Infine, se X e Y hanno segno qualsiasi, allora si applica quanto appena dimostrato ai
4 addendi di XY = (X* — X7)(YT —Y ), e per linearita si conclude.

. Prendiamo A € C; allora

/AE[E[X]B]\C] d]P’:/A[E[X]B] d]P’:/AX dIP’:/AE[X]C] 4P

dove la prima e la terza uguaglianza seguono dalla definizione di E[-|C] e la seconda
dal fatto che A € C C B.

. Per ogni A € B si ha
BIEIX|BJ14] = E[X14] = E[X]E[14] = E[E[X]14]

dove la prima uguaglianza segue dal punto 4. e la terza dall’indipendenza. La tesi
segue dal fatto che la costante F[X] ¢ banalmente B-misurabile.

. Per ogni A € A, B € B si ha che

0 se P(B) =0,

P(ANB) = { P(A) se P(B) = 1,

e quindi P(AN B) = P(A)P(B). Questo significa che B ¢ indipendente da 4, e quindi
da ogni o-algebra in essa contenuta, come in particolare o(X). La tesi segue dunque
dal punto precedente.

. Dimostriamo solo la convergenza dominata (le altre due dimostrazioni sono analoghe).
Chiamando Z, := |X,, — X|, abbiamo che Z,, — 0 q.c., e Z,, < 2Y per ogni n; inoltre

|E[X|B] — E[X|B]| < E[|X,, — X[ [B] = E[Zy|B]

per il punto 3. Ora, se chiamiamo Z := limsup,, F[Z,|B], abbiamo ovviamente che
Z >0q.c.,e
E[Z] < limsup E[E[Z,|B]] = limsup E[Z,] =0

dove l'ultima uguaglianza segue dal teorema di Lebesgue. Quindi Z = 0 q.c., che
significa che lim,, E[Z,|B] = 0, e quindi |E[X,|B] — E[X|B]| — 0, che implica la tesi.

a
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