Esercizi di Calcolo delle Probabilita della 3% settimana (Corso di Laurea in
Matematica, Universita degli Studi di Padova).

Esercizio 1.

1. Sia (X,Y) un vettore aleatorio bidimensionale con densita uniforme fixy) = mlg

sul cerchio G = {(z,y) : 22 + y*> < 1}, e (Z,W) un altro vettore aleatorio con densita

uniforme f(zw) = mlR sul rettangolo R = [0,1] x [—1,1]. Motivando la risposta,

dire se X e Y sono indipendenti. Stessa domanda per Z e W.

2. Si consideri un punto "scelto a caso” nel cerchio unitario in modo che il raggio R abbia
legge uniforme su (0, 1), cosi come I’angolo ¢ formato con 'asse delle ascisse su (0, 27).
Si consideri poi il vettore aleatorio (X,Y') := (Rcosf, Rsinf). Si puo dire che (X,Y)
abbia legge uniforme sul cerchio unitario? Qual e la sua densita congiunta?
Esercizio 2.

1. Si scelga a caso un punto X dellintervallo [0, 2], con distribuzione uniforme di densita

fx(2) = 51pa(2)

(in altre parole, X ¢ una variabile aleatoria con densita fx). Qual ¢ la probabilita che
il triangolo equilatero il cui lato ha lunghezza X abbia area maggiore di 1?7

2. Sia (X,Y) un vettore aleatorio assolutamente continuo con densita congiunta
fX,Y(xay) =2- 1T(‘T7y)7

dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (0,1), (1,0). Determinare le densita marginali di
XeY.

Esercizio 3. Siano X,Y ~ U(0, 1) indipendenti, e

Z = /—2log X cos(27Y)
W = y/—2log X sin(27Y").

Determinare la distribuzione del vettore (Z, W). Z e W sono indipendenti?

Esercizio 4. Sia (X,,),>1 una successione di variabili aleatorie i.i.d. tali che
P{X,=u}=p, P{X,=d}=1-p ¥n>1

conp € (0,1) e u, d tali che 0 < d < 1 < u. Definiamo F,, = o(X,,,/m <n) e
Sp=8 [[X: vn>1
i=1

con Sy costante reale positiva. Dimostrare che per ogni n € N*:

1. S, € una variabile aleatoria F,,-misurabile;



2. S, e X, 11 sono indipendenti;
3. Fn=0(Snm <n).
Definiamo poi 7 := inf{n | X,, = u}.
4. Dimostrare che per ogni n € N*, I'evento {7 > n} ¢ indipendente da X,.

5. Che legge ha 77

Esercizio 5. Su uno spazio probabilizzato (£2, A, P) siano assegnati un processo di Bernoulli
(X;); di parametro p € (0,1) e una variabile aleatoria N ~ Po(\), A > 0, che siano indipen-

denti. Si ponga
i=1

(per convenzione ricordiamo che Sy = 0) e si denoti con Sy la variabile aleatoria che, per
ciascun intero n € N, coincide con S, sull’evento {N = n}; in altre parole, Sy e definita
come funzione su €2 come (Sy)(w) = (Sn(w)) (W)

1. Calcolare la legge di Sy;
2. Calcolare la legge di N — Sy;

3. Dimostrare che Sy e N — Sy sono indipendenti.

Esercizio 6. Consideriamo una variabile aleatoria X € L*(9, A, P) di legge i, e poniamo
A={(z,y) eR*|0<y <=z}, B={(r,y) eR*|0<y <z}

Calcolando in due modi diversi la misura di questi due eventi rispetto alla misura prodotto
1 ® A\, dove A\; e la misura di Lebesgue su R, dimostrare le seguenti formule:

1. E[X] :/+OOIP{X > 1} dt,
2. B[X] :/+OOIP>{X>t} dt:/+oo(1—FX(t)) dt.

3. Se X ¢ a valori in N, dimostrare che E[X] = ZIP’{X > n}.
n=0

Soluzioni su http://www.math.unipd.it/"vargiolu/CalPro/



Soluzioni
Esercizio 1.

1. Per vedere se le variabili aleatorie sono indipendenti, usiamo la caratterizzazione in
termini di densita congiunta e densita marginali. Le densita marginali di X e Y sono

rispettivamente
Vi=a® g 21 — 22
fx(xz) = /fX,Y(L?J) dy :/ i %1(—1,1)(@ dy = Tl(—u)(@,
R —V1—x

V/1-y? /1 _ .2
frly) = /RfX,Y(xay) dw:/_\/l__gil(m)(y) dw:MTyl(m)(y)

e quindi fxy # fxfy. Difatti su [0,1]> \ G si ha che fxy = 0 quasi certamente e
fxfy > 0 quasi certamente (ovviamente la misura di riferimento qui ¢ Ay), quindi
non possono essere la stessa funzione in L!. Questo basta ad affermare che le due
componenti non sono indipendenti.

Calcoliamo ora le densita marginali di Z e W:

1
) = [ fawrteiw) do= [ Flan(:) duo = 100(c)

fw(w) = /sz,w(z,w) dz:/o Loy (w) dz = %1<—1,1)(w)

Qui invece si ha che fxy = fx fy A2-quasi certamente, quindi questo basta ad affermare
che le due variabili aleatorie sono indipendenti.

2. Siha (X,Y) = ¢(R,0) con ¢(r,0) := (rcos,rsind). Allora
Posto (X,Y) = ¢(R, ) con o(r,0) := (rcosf, rsinf), abbiamo che

Do(r,0) < cos —rsind )

sinf rcosf

e quindi Jo(r,0) = det Dp(r,0) = r # 0 per ogni r # 0, quindi ¢ & un diffeomorfismo
di classe C! da (0,1) x (0,27) su R?\ {0}. Inoltre r* = y/22 + y2. Allora la formula
di cambiamento di variabili applicata alle densita da

fX,Y(xay) = fr’g(gpfl(gj’y))’detjgpfl(mjy)’:
1

| det Jo(r, 0)]

1 1

Tl =p-1(zy) VT +Y?

e con questa densita chiaramente (X,Y’) non ha densita uniforme sul cerchio unitario.

(r0)=¢~1(z,y)

= Lx©2n (¢ (2, y))




Esercizio 2.

1. II triangolo equilatero di lato X ha area \/TgX 2 quindi la probabilita cercata & uguale

P £X2>1 :IP{X> 42}:1—FX(42):1—41 = 0.240164
4 V3 73 V3

2. Calcoliamo

1—x _

fx(x) = /RfX,Y(%y) dy :/0 %1(071)(1’)659 ! 5 $1(071)<I)7
1-y _

fY(y) = /R;fX,Y(xay) diU:/ %1(0,1)(9)611’: 1Ty1(0,1)(y),

0

Esercizio 3. Posto (Z, W) := p(X,Y) := (v/—2log X cos(27Y),/—21log X sin(27Y")), ab-
biamo che

1/2

_%(_2 log x)~"Y2 cos2my —2m(—2logx)'/?sin 27y

Jo(x,y) =

1/2

—1(—2logz)"2sin2my 27 (—2logz)'/? cos 2my

e quindi det Jp(z,y) = —27” # 0 per ogni z # 0, quindi ¢ & un diffeomorfismo di classe C*! da

z2+w2

(0,1)? su R?\ ([0, +00) x {0}). Inoltre abbiamo che 22 +w? = —2logz, e quindiz =e~ 2 |
e infine la formula di cambiamento di variabili applicata alle densita da

fzw(z,w) = fxy(e ' (z,w))|det Jo~ (z,w)| =
1

| det Jo(x,y)|

A

= Loap(e ' (zw) o

= Lpupe(e ' (zw))
("Evy):@_l (va)

1 _22+w2
= —¢€ 2 =

1
(zy)=p~H(zw) 2T V2T

e quindi le due variabili aleatorie sono indipendenti e di legge N(0,1).
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Esercizio 4.

1. S, e funzione deterministica di X,..., X, e queste variabili aleatorie sono funzioni
Fpn-misurabili per definizione di F,,. Allora .S,, € la composizione del vettore di funzioni
Fo-misurabili (X7,...,X,,) per una funzione misurabile (in questo caso, il prodotto)
da R™ in R, e quindi ¢ anch’essa F,-misurabile.

2. F, ¢ generata dagli insiemi della forma {X; € B}, coni = 1,...,n e B € B(R),
che sono una sua base. Questi insiemi sono indipendenti dagli insiemi della forma
{X,11 € B}, B € B(R), che, coincidendo con o(X,,41), sono banalmente una sua base;
quindi si ha la tesi dal criterio di indipendenza fondato su due basi.

3. Siccome si ha che per ogni n, X,, = 5,,/S,_1, con un ragionamento analogo a quello
del punto 1), si ha che X; & o(S,,|m < n)-misurabile per ogni i = 1,...,n. Questo
significa che gli eventi della forma {X; € B} € o(S,,|/m < n) per ogni B € B(R). Ma
questi eventi generano F,,, quindi si ha che F,, C o(S,,|m < n). Inoltre, per il punto
1) si ha che o(S,,|m < n) C F,, e quindi segue la tesi.



4. Possiamo scrivere {T > n} = {r >n -1} = {X; = ... = X,,_1 = d}. Dato che le
(X,)n sono indipendenti, da questo segue la tesi.

5. Abbiamo P{r > n} = (1 —p)" !, quindi P{r = n} =P{r > n} —P{r > n+ 1} =
(L=p)"' = (L =p)" =p(1 —p)"~, e quindi 7 ~ Ge(p).

Esercizio 5. Si puo dare subito la risposta a tutte e 3 le domande semplicemente calcolando
la legge congiunta di (Sy, N — Sy). Dato che entrambe le variabili aleatorie assumono valori
in N, per ogni n, k € N si ha

P{Sy =k N—Sy=n} = P{Sy=kN=n+k}=P{Sprs =k N=n-+k}=
= P{Sp=Kk}P{N =n+k} =
n+k AR
= 1— n =
( k )p( P

o~ \AP) ()\p) o~ M1-p) (A1 =p)"
k! n!

Questo prova contemporaneamente che Sy ~ Po(Ap), N — Sy ~ Po(A(1 — p)) e che le due
variabili aleatorie sono indipendenti.

Esercizio 6. Innanzitutto avremo che (1 ® A\)(A) = [oola du®@ A e (k@ \)(B) =
fR2 1p dp ® A1, quindi, siccome 14,1 € L™ ( ® A{), per i primi due punti possiamo
applicare automaticamente il teorema di Tonelli.

1. Abbiamo

(1® M)(A) = //1,4 du(x) d (y /Om /Wo 2) A (y) =

_/ [y, +00)) dAi(y) = / P{X >y} dy
[0,4-00) 0

(L& M)(A) = //1Ad/\1 dp(x /Om /{Odil dp(z) =

= A1(10, z]) dp(x) = x du(x
/[0 (04 du) /[ L)

Siccome X € L7, allora p ¢ concentrata su R* e quindi la quantita sopra coincide con
E[X], quindi si ha

BLX) = (ne A)(4) = [ BIX 2 ) dy

2. Si procede in modo analogo rimpiazzando B ad A.



3. In questo caso la funzione y — P{X > y} = 1 — Fx(y) & costante su ogni intervallo
della forma [n,n + 1), n € N, e quindi

E[X] = / 1ps ())P{X > 4} dy = / S Uiy (W)PX >y} dy =

_ i / Lpnsny (W)PLX > y} dy = i/[

P{X >y} dy=> P{X >n}
n,n+1) n—=1



