
Esercizi di Calcolo delle Probabilità della 8a settimana (Corso di Laurea in
Matematica, Università degli Studi di Padova).

Esercizio 1. Un vettore aleatorio X a valori in Rd si dice gaussiano se, per ogni y ∈ Rd,
si ha che 〈y,X〉 è una variabile aleatoria gaussiana.

1. Dimostrare che ogni componente Xi, i = 1, . . . , d, è una variabile aleatoria reale di legge
N(mi, σii), dove indichiamo m = (m1, . . . ,md) il vettore delle medie di X e Σ = (σij)ij
la matrice delle covarianze (si indica allora X ∼ N(m,Σ)).

2. Dimostrare che la funzione caratteristica di X è

ϕX(t) = E[ei〈t,X〉] = exp

(
i〈t,m〉 − 1

2
〈Σt, t〉

)
3. Se due vettori aleatori gaussiani X e Y sono tali che mX = mY e ΣX = ΣY , allora

hanno la stessa legge.

Esercizio 2. Siano date variabili aleatorie indipendenti gaussiane Xi ∼ N(mi, σ
2
i ), i =

1, . . . , d.

1. Dimostrare che il vettore aleatorio X = (X1, . . . , Xd) è gaussiano, e calcolarne vettore
delle medie e matrice delle covarianze.

2. Dimostrare che, se Y è un vettore aleatorio gaussiano con componenti scorrelate, allora
le componenti sono indipendenti.

Esercizio 3. Sia X ∼ N(0, 1).

1. Dimostrare che esiste a > 0 tale che P{|X| > a} = 1
2
.

2. Definita
Y := X1{|X|≤a} −X1{|X|>a}

dimostrare che Y ∼ N(0, 1).

3. Dimostrare che X e Y non sono indipendenti, ma Cov (X, Y ) = 0.

ERRATA: il punto 1. è da sostituire con: dimostrare che esiste a > 0 tale che E[X21{X|>a}] =
1
2
.

Esercizio 4. Siano X, Y ∼ Ca(1) indipendenti.

1. Calcolare la legge di 2X.

2. Calcolare la legge di X + Y .

3. Fornire un controesempio all’affermazione (falsa): se due variabili aleatorie X e Y sono
tali che ϕXϕY = ϕX+Y , allora sono indipendenti.

NOTA: se X ∼ Ca(a), allora ha densità fX(x) = a
π(a2+x2)

.

Soluzioni su http://www.math.unipd.it/~vargiolu/CalPro/



Soluzioni

Esercizio 1.

1. Basta notare che Xi = 〈ei, X〉, con (ei)i=1,...,d componenti della base canonica di Rd.
Allora Xi è gaussiano per definizione di vettore aleatorio gaussiano, e si ha E[Xi] = mi

per definizione di vettore delle medie e Var [Xi] = Cov (Xi, Xi) = σii per definizione
di matrice delle covarianze.

2. Per ogni t ∈ Rd, la variabile aleatoria Y := 〈t,X〉 è gaussiana con media e varianza
date da

E[Y ] = E

[
d∑
i=1

tiXi

]
=

d∑
i=1

tiE[Xi] =
d∑
i=1

timi = 〈t,m〉, Var [Y ] = Var [〈t,X〉] = 〈Σt, t〉

Allora

ϕX(t) = E[ei〈t,X〉] = ϕY (1) = eiE[Y ]− 1
2

Var [Y ] = exp

(
i〈t,m〉 − 1

2
〈Σt, t〉

)
3. Se mX = mY e ΣX = ΣY , allora anche ϕX = ϕY : siccome la funzione caratteristica

caratterizza la legge, allora X e Y hanno la stessa legge.

Esercizio 2.

1. Per ogni t ∈ Rd, la variabile aleatoria 〈t,X〉 è gaussiana poichè combinazione lineare
di gaussiane indipendenti, e si ha che il vettore delle medie, per sua definizione, è
m := (m1, . . . ,md) dove ogni mi è la media di Xi; inoltre per l’indipendenza delle
(Xi)i si ha che la matrice delle covarianze Σ = (σij)ij è tale che σii = Var [Xi] = σi e
σij = Cov (Xi, Xj) = 0 per i 6= j, quindi Σ = diag (σ1, . . . , σd).

2. Se Y ∼ N(mY ,ΣY ) ha componenti scorrelate, allora ΣY = diag (σ2
1, . . . , σ

2
d) per op-

portuni σi ≥ 0. Allora Y ha la stessa legge del vettore X = (X1, . . . , Xd) costruito
con Xi ∼ N(mi, σ

2
i ) indipendenti, dove (m1, . . . ,md) = mY . Siccome le componenti di

X sono indipendenti ed X e Y hanno la stessa legge, allora anche le componenti di Y
sono indipendenti.

Esercizio 3.

1. Consideriamo la funzione f(a) := E[X21{|X|>a}]. Siccome la famiglia di variabili aleato-
rie (X21{|X|>a})a è dominata da X2 ∈ L1 e lima→āX

21{|X|>a} = X21{|X|>ā} q.c. per
ogni a ≥ 0, abbiamo che f ∈ C0. Siccome poi f(0) = 0 e lima→+∞ f(a) = E[X2] = 1,
esisterà un ā tale che f(ā) = 1

2
.

2. Calcoliamo FY , distinguendo 3 casi:

• se t < −a, allora
P{Y ≤ t} = P{−X ≤ t} = P{X ≤ t}

dove la seconda uguaglianza segue dalla simmetria di X.



• se −a ≤ t ≤ a, allora

P{Y ≤ t} = P{Y < −a}+ P{−a ≤ Y ≤ t} = P{−X < −a}+ P{−a ≤ X ≤ t} =

= P{X < −a}+ P{−a ≤ X ≤ t} = P{X ≤ t}

dove la quarta uguaglianza segue dalla simmetria di X.

• se t > a, allora

P{Y ≤ t} = P{Y ≤ a}+ P{a < Y ≤ t} = P{X ≤ a}+ P{a < −X ≤ t} =

= P{X ≤ a}+ P{a < X ≤ t} = P{X ≤ t}

dove abbiamo ancora usato la simmetria di X.

Quindi abbiamo che FY = FX , da cui segue Y ∼ N(0, 1).

3. Ovviamente X, Y ∈ L2, e siccome E[X] = E[Y ] = 0, possiamo calcolare

Cov (X, Y ) = E[XY ] = E[X21{|X|≤a} −X21{|X|>a}] = E[X2]− 2E[X21{|X|>a}]

Abbiamo allora E[X21{|X|>a}] = 1
2

per il punto 1., e quindi

Cov (X, Y ) = 1− 2 · 1

2
= 0

Tuttavia, Y è una funzione deterministica di X e quindi non è indipendente da X. Per
averne una prova, coi risultati del punto 2. basta calcolare

P{Y ≤ −a,X ≤ −a} = P{X ≤ −a} =
1

2
6= 1

4
= P{Y ≤ −a} · P{X ≤ −a}

Esercizio 4.

1. È sufficiente calcolare la funzione caratteristica di 2X: siccome ϕX(t) = e−|t|, abbiamo

ϕ2X(t) = ϕX(2t) = e−2|t|

e quindi 2X ∼ Ca(2).

2. È sufficiente calcolare la funzione caratteristica di X + Y :

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t) = e−|t| · e−|t| = e−2|t|

e quindi anche X + Y ∼ Ca(2).

3. Definiamo X1 = X2 := X, con X ∼ Ca(1). Allora X1 e X2 non sono ovviamente
indipendenti, ma ϕX1+X2(t) = ϕ2X(t) = e−2|t| = ϕX1(t)ϕX2(t).


