Esercizi di Calcolo delle Probabilita della 9 settimana (Corso di Laurea in
Matematica, Universita degli Studi di Padova).

Esercizio 1. Sia N un processo di Poisson di parametro \. Dimostrare che, per ogni t > 0,
Nt ~ PO()\t)

Esercizio 2. Ricordiamo che un processo di Poisson di parametro A > 0 €& un processo
N* = (N})>0 tale che N} ~ Po(\t) per ogni t > 0. Fissiamo un parametro A > 0.

1. Dando per noto che per ogni s < ¢, N — N2 ¢ indipendente da F, := o(N) | u < s),
dimostrare che (N} — \t); & una martingala.

2. Calcolare la funzione caratteristica di Nt’\/ ¢ — %t per a > 0.
3. Detta Y,* := a(Nt)‘/a — 2¢), dimostrare che Y;* — 0 per a — 0 per ogni ¢ > 0.

4. Detta Z} = \/E(NtA/G — 2t), dimostrare che Zf — N(0, At) per a — 0 per ogni ¢ > 0.

Esercizio 3. Dato un tempo di arresto 7 rispetto a una filtrazione (F,),, definiamo
F.={AcF|An{r<n}eF, Vnel}

dove Foo = UperFy (che a priori potrebbe essere contenuta strettamente in A). Dimostrare
che:

a) JF, ¢ una o-algebra che contiene o(7);

b) se 71, T2 sono tempi di arresto, allora anche 73 Ay e 71 V 713 lo sono, e {1, < 7o}, {m1 <
b {nn =n} e F, NF,.

c) se 11, T2 sono tempi di arresto tali che 73 < 79, allora F,, C F,.

Esercizio 4. Siano (X}), e (X?),, due processi di Bernoulli indipendenti di parametro 1/2,
e definiamo per ¢ = 1,2:

Sp=Y X, Mj=2S,—n, M?:=MDM, F,=0cX),X|m<n)
k=1

Fissato a € N, definiamo inoltre:
7 :=inf{n | max(S}, S?) > a}, 7=inf{n | S, >a}, i=1,2
a) Dimostrare che M, M? M sono martingale rispetto a (F,)n;
b) Dimostrare che 7, 71, 75 sono tempi di arresto;

c) Tramite una legge dei grandi numeri, dimostrare che S! — oo quasi certamente, e
quindi 7, 71, 7o sono quasi certamente finiti.



Esercizio 5. Sia Y, il capitale di una compagnia di assicurazioni dopo n anni. Ogni anno
n > 1, la compagnia riceve un totale (costante) di premi pari a P e paga un totale di
sinistri pari a C,,, con (Cp,),, i.i.d. di legge N(u,0?): abbiamo quindi che il capitale all’inizio
dell’annon + 1 ¢

Yn+1 = Yn + P — Cn+1

dove Yy > 0 ¢ costante. Definiamo poi 7 := inf{n | Y,, <0} il tempo di bancarotta della
compagnia.

1. Per quale t # 0 il processo (e'¥"), ¢ una martingala rispetto alla sua filtrazione natu-
rale?

2. Ponendo Z, := min(e’™, 1) con t che soddisfa il punto 1., dimostrare che (Z,), ¢ una
supermartingala.

3. Supponendo che P > p, dimostrare che per ogni m > 1 si ha

P{r <m} <exp (—@Yo)

Suggerimento: usare il teorema di arresto sulla supermartingala Z e sul tempo di

arresto 7 A m.

Esercizio 6. Supponiamo che un giocatore abbia un capitale iniziale di 1 Euro al tempo
n = 0, e giochi al seguente gioco: ad ogni partita, in caso di vittoria il suo capitale raddoppia
con probabilita p, e si dimezza con probabilita 1 — p, con p € (0,1). Supponiamo inoltre che
i risultati delle partite siano indipendenti I'uno dall’altro.

1. Costruire, su un opportuno spazio probabilizzato, una successione di variabili aleatorie
(Xn)n tali che ad ogni istante n € N, X, rappresenti il capitale del giocatore all’istante
n.

2. Determinare per quale p il processo X ¢ una martingala.
3. Calcolare, per i diversi valori di p € (0,1), lim,, o E[X,).

4. Dimostrare che se p < 1/2, allora X, %o (suggerimento: considerare S, :=log X, e
usare la legge forte dei grandi numeri).

Nota: l'esercizio ci dice che se p € (1/3,1/2), allora il capitale converge quasi certamente
verso 0, nonostante che 'aspettativa di vincita diverga).

Esercizio 7. Sia (X)), una successione di variabili aleatorie i.i.d. tali che P{X,, = £1} =
1/2 per ogni n, (a,), una successione e definiamo

n
Yn = Z aka
k=1
1. Dimostrare che Y ¢ una martingala rispetto alla sua filtrazione naturale.
2. Dimostrare che Y & limitata in L? (cioe¢ sup,, || Y, ||z < +00) seesolose Y o~ a2 < +oc.
3. Dimostrare che se Y57 a2 < +o0, allora esiste Y tale che Y, == V..

Soluzioni su http://www.math.unipd.it/~vargiolu/CalPro/



Soluzioni

Esercizio 1. Per definizione di processo di Poisson, abbiamo N, := Y 1 <; con
Sp=Y 0 Xi e (X;); 1id. ~ Exp(N). E chiaro che il processo N assume valori in E = N.
Allora, per ogni t > 0 si ha

eperognit>0ekecN*siha

{N: =k} = {i g, <ty = k} ={Sk <t < Spy1} ={S <t \ {Sh1 <t}

n=1

poiche Spi1 — Sk = Xpp1 > 0. Allora P{N; = 0} = P{X; > t} = e, e ricordando che
S ~ T'(k, \), per ogni k € N* si ha

-1

t k k
P{N, =k} = P{S, <t} —P{Spy <t} = Lo kL) gy o
{N; =k} {Sk <t} —P{Sk11 <t} /0 ()\ F(k)e A T k+1)e ) dx

[ ) e ] o

e quindi N; ~ Po(\t).
Esercizio 2.

1. Calcoliamo

E[N} — Mt |F)] = E[N} — N} 4+ N} |F)] = At = E[N} — N} |FJ] + N} = Mt =
= E[N} — N+ N} =\t =E[N}] —E[N})] + N} — A\t =
= M—As+ N} =Xt =N}~ )s

2. Ricordando la funzione caratteristica di una variabile aleatoria di Poisson, per ogni
u € R abbiamo

—idty )\t u )‘t
Pprva_a,(w) = @ra(u)e =" = exp (;(6 -1)- Z;U)

3. Per ogni u € R calcoliamo

a a

At At At
Pya(u) = @ yra_a,(au) = exp (—(em“ —1)— i—au) = exp <—(em“ —1)— z')\tu>
t a a
Usando il teorema di Paul Levy, la tesi € equivalente a mostrare che per ogni v € R

hH(l) oya(u) = 1iH(l) exp (ﬁ(l +iau — o(a) — 1) — i)\tu) =

a— a

= lin% exp (Miu — o(1) — idtu) = e’ =1

che ¢ la funzione caratteristica della costante 0.



4.

Per ogni u € R calcoliamo

A, A
pzp(u) = SONtA/a,At(\/aW = exp (;(ezﬁu -1) - z;ﬁﬁu) =

= exp (%(ei‘/&“ —-1)— @%u)

Usando il teorema di Paul Levy, la tesi ¢ equivalente a mostrare che per ogni v € R

A 1 At
hH(l) oya(u) = lin% exp <— <1 +ivau — §au2 +o(a) — 1> — z—u> =
a— a— a

= limexp (% <z\/5u — %auQ + o(a) — W@)) =

a—0

a—0

1
= limexp (—§Atu2 + 0(1)) — oo

che ¢ la funzione caratteristica della legge N (0, At).

Esercizio 3.

a)

Verifichiamo che F, ¢ una o-algebra. Ovviamente (), Q2 € F,: difatti, per ogni n € I,
In{r<n}=0eF,en{r <n}={r <n}eF, Inoltre, se A € F,, allora per
ognin e I, AN{r <n}={r <n}\(ANn{r <n}) € F,. Infine, se (Ax)r C F,
allora per ogni n € I, Uy Ay N {7 < n} = Ug(Ar N {7 < n}) ¢ un’unione numerabile di
eventi in F,,, e quindi e contenuta in F,,. Le tre proprieta delle o-algebre sono dunque
verificate da F.

Verifichiamo ora che F, contiene o(7): quest’ultima ¢ generata dagli eventi ({7 < k})y,
che appartengono a F.,. Siccome per ogni n, k, si ha che {r <k} nN{r <n} ={r <
kAn} € Fean C Fn, allora {7 < k} € F, per ogni k, e quindi o(7) C F,.

Per ogni n € I, abbiamo che {my A >n}={n >n}N{n>nteF,e{nVvn<
n} ={n <n}nN{n <n} € F,, quindi sia 14 A 7» che 71 V 75 sono tempi di arresto.
Inoltre per ogni n € I si ha

(n<nin{n<n}=J{n=k<n}er,
k=1

e quindi {7 < 7} € F,; allo stesso modo si dimostra che {m; < 7} € F,,; inoltre si
ha che {m < m} = {m > n}% quindi anche {n <} € F,, NF,,; infine {r = n} =
{7’1 > 7'2}\{7'1 < TQ} Efﬁ ﬂJTTz.

Se A € F,,, allora per ogni n si ha AN{m < n} € F,. Siccome {rn < n} € F, e
71 < Ty, si ha
AnN{n <n}=(An{n <n})N{n <n}eF,



Esercizio 4.

a) Peri=1,2si ha:
E[M, ., | Ful = M, +E[2X, ., — 1| F,] :M;—FQE[X;H]—I:M,ZL+2-§—1:M,EL

Si ha poi:

E[M,3, — M,” | Fo] =E[(2S,, —n —1)(2S5,, —n—1) = (25, —n)(2S; —n) | F] =
E[(2S) —n+2X},, — 1)(2S2 —n+2X2,, —1)— (25} —n)(2S2 —n) | F,] =
[(2X 4 = 1)(287 = n) + (25, —n)(2X7,, — 1) + (2K, — 1)(2X0,, — 1) | £l =

= E
(282 —n)E[2X,, — 1]+ (25, —n)E[2X,, — 1] + E[(2X,,, - 1)(2X},, — 1)] =
(252 —n) -0+ (28, —n) -0+ E[(2X,,, — DIE[2X2,, —1)] =0

b) Entrambi S! ed S? sono processi adattati, come anche max(S', %), e 7, 71, 75 sono
tempi di uscita di max(S1, S?), St ed S? dall’insieme [0, a), quindi sono tempi di arresto.

c) Per la legge forte dei grandi numeri (sia di Rajchmann che di Kolmogorov-Khintchine),
per i = 1,2 abbiamo che S¥ /n *5 E[X!] = 1/2, e questo significa che lim,,_o, S} =
lim, .. 1/2-n = 400 q.c.; per come ¢ definito 7;, questo significa che definitivamente
S! > a q.c., e quindi 7; < +00 q.c.; siccome T < 7;, anche T < 400 q.c.

Esercizio 5.

1. Innanzitutto le (Y;), sono variabili aleatorie gaussiane, quindi (e¥"), € L!. Inoltre
Cp11 € indipendente da F,, per ogni n > 0. Abbiamo poi

B[ 1| FY] = B[0P | FY] = 0PI etOn Y] =

et(YnJFP*M)]E[e*t(Cn-!—I*H)] — et(YnJrP*,u)e%tzU?

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che, se X ~ N(0;0?), allora E[e*] = e2°”

Allora (e?"),, ¢ una martingala rispetto alla sua filtrazione naturale se e solo se
Lo o

2(P—p)

o2

Questa equazione ha le due soluzioni t =0et = —

2. La tesi ¢ equivalente a mostrare che —Z ¢ una submartingala. Poiché la funzione p(x) =
—min(z, 1) & convessa e (e!¥),, & una martingala, abbiamo che —Z,, = p(e!¥) definisce
una submartingala per la disuguaglianza di Jensen, e quindi Z € una supermartingala.

3. Dal teorema di arresto segue per ogni 7 tempo di arresto limitato

B[Z:] = E[EIZ:| 7)) < ElZ] = exp (—MYO)

o2

Se ora scegliamo 7 = 7 A'm per m > 1, allora 7 A m € un tempo di arresto limitato e,
poiche t < 0, abbiamo €™ > 1 e quindi Z, = 1, e da questo segue

ZT/\m = ]—{‘r>m}Zm + 1{T§m}ZT = 1{T>m}Zm + 1{T§m} > 1{T§m}



e infine

P{r <m} = E[lrcmy] < ElZram] < exp (—MY(&)

o2

Esercizio 6.

1. Possiamo ad esempio considerare un processo di Bernoulli (Z;); di parametro p in
uno spazio probabilizzato (€2, A,P) e definire X, = 1, e ricorsivamente X, =
Xn(2lyz, =1y +1/2147  —0y) = Xn(2Z41 + 1/2(1 = Z,41)), quindi per concludere
X, =11,(3/2Z;4+1/2). Ricordiamo che un possibile spazio probabilizzato su cui pos-
siamo definire un processo di Bernoulli & costituito dallo spazio prodotto € := {0, 1},
A :=P({0,1})® con P := Be(p)®N, con Z;(w) = w;.

2. Calcoliamo

3 1 3 1 3 1
Xn n:Xn 54 5 n :Xn S 4 5 :Xn 5 5
E[X,.1 | F] E[QZ+2\f1 E 22+2} <2p+2>

Questa quantita e ; X,, a seconda che %p - % z 1, cloe X ¢ una (sub-)(super-

)martingala a seconda che p(>)(<) = 3.

3. Per ogni n € N abbiamo che

n n n +00 sep>l
3 1 3 1 3 1\" e 3
i=1 i=1 0 sep <3

4. Abbiamo che S, :=1log X,, = " | log (2Z; + 3)). Allora per la legge forte dei grandi
numeri (sia di Rajchmann che di Kolmogorov-Khintchine), abbiamo che

S ac. 3 1 1
—LE[IQg(iZZ——I—§)] = plog2+(1—p)log§:plog2—(1—p)log2:
n

= (2p—1)log2

Se p < 1/2, allora % < (2p — 1)log2 < 0, e quindi lim, ., S, = lim, . n(2p —
1)log2 = —o0 q.c.. Di conseguenza lim,, .., X,, = lim,, ., eSn =0 q.c.

Esercizio 7.

1. Per ogni n € N abbiamo

E[Yn+1|}—r§/] = E[Yn + an+1Xn+1|f7}L/] =Y, + an+1E[Xn+l|f:] -
= Yn + aJnJrlE[XnJrl] = Yn + Qpyr 0= Yn

dove la seconda uguaglianza segue dalla linearita della speranza condizionale e la terza
dal fatto che X, ¢ indipendente da FY, poiché¢ questa o-algebra dipende solo da
X1, X,



2. Abbiamo

HYnHLQIE[Yr?]:Z PE[XT] +ZakalEXk [Xi] = Zak 1+Zakal O_Zak
k=1 k=1 k=1
e quindi sup,, || Yo ||z = sup, >, af = Y e, ai, € segue la tesi.

3. Nell'ipotesi fatta, Y & limitata in L?, quindi si ha anche che

supE|Y "| <supE||Y,|] <supE||Y, 12 « 4o
p[ ] 1p [1Y2]] 1p (1Y, [?]

Si puo quindi applicare il teorema di convergenza quasi certa per martingale e affermare
che esiste Y tale che ¥, 25 Y.



