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Convergenza in legge

Uno strumento dei metodi numerici probabilistici & quello di
approssimare la distribuzione di un processo X a valori in RY, che
generalmente & soluzione di un'equazione differenziale stocastica

del tipo
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Convergenza in legge

Uno strumento dei metodi numerici probabilistici & quello di
approssimare la distribuzione di un processo X a valori in RY, che
generalmente & soluzione di un'equazione differenziale stocastica
del tipo

dX: = b(X;) dt + o(X:) dW; (1)

con processi stocastici X" della forma X/ := Y[’;t], dove, per ogni
n>1, Y™ & una catena di Markov omogenea con nucleo di
transizione .

Come scegliere i, in modo opportuno?



Convergenza in legge
0@000

Richiami sulle catene di Markov

Ricordiamo che un processo a tempi discreti Y = (Y,), a valori
nello spazio misurabile (E, £) si dice catena di Markov
(omogenea) con nucleo di transizione p se per ogni h: E — R
misurabile e limitata abbiamo

BV | Yoo Yid = ElA(Yien) | il = [ Hutxa)

dove u: E x £ — [0, 1] ha le seguenti proprieta:
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Ricordiamo che un processo a tempi discreti Y = (Y,), a valori
nello spazio misurabile (E, £) si dice catena di Markov
(omogenea) con nucleo di transizione p se per ogni h: E — R
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Richiami sulle catene di Markov

Ricordiamo che un processo a tempi discreti Y = (Y,), a valori
nello spazio misurabile (E, £) si dice catena di Markov
(omogenea) con nucleo di transizione p se per ogni h: E — R
misurabile e limitata abbiamo

E[h(Yir) | You. ., Yel = E[h(Yer1) | e = /E h(y)iu(x. dy)

X:Yk

dove u: E x £ — [0, 1] ha le seguenti proprieta:
@ per ogni x € E, I'applicazione p(x,-) : £ — [0, 1] & una misura
di probabilita;
@ per ogni I € &, I'applicazione u(-,I) : E — [0, 1] & misurabile.
In questa definizione, il significato qualitativo & che la legge

dell'immediato futuro (Yx41) condizionata al passato (Yp,..., Yk)
e uguale alla legge dell'immediato futuro condizionata al presente

(Yi)-
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Esempio: modello di Cox-Ross-Rubinstein

Il prezzo del titolo rischioso nel modello di Cox-Ross-Rubinstein &
una catena di Markov secondo la definizione che abbiamo dato.
Difatti, per ogni h: E — R misurabile e limitata abbiamo

Elh(Ski1) | Sov- oS = Elh(Skéksa) | Sov-- . Sil =
= E[h(Skék+1) | Skl =
= ph(Sku) + (1 — p)h(Skd)

dove la seconda uguaglianza segue dall'indipendenza di &1 da
&1,...,& equindida 51,..., 5.
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Esempio: modello di Cox-Ross-Rubinstein

Il prezzo del titolo rischioso nel modello di Cox-Ross-Rubinstein &
una catena di Markov secondo la definizione che abbiamo dato.
Difatti, per ogni h: E — R misurabile e limitata abbiamo

Elh(Ski1) | Sov- oS = Elh(Skéksa) | Sov-- . Sil =
= E[h(Skék+1) | Skl =
= ph(Sku) + (1 — p)h(Skd)

dove la seconda uguaglianza segue dall'indipendenza di &1 da
&1,...,& e quindi da S51,...,5¢. Abbiamo quindi che S & una
catena di Markov con nucleo di transizione dato da

w(x,T) = pdsu(T) + (1 — p)dxa(T)
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Convergenza in legge di processi stocastici

Citiamo ora una condizione sufficiente sotto la quale abbiamo
convergenza in legge dei processi stocastici X/ := [Zt]' dove, per

ogni n>1, Y™ = (Y[), & una catena di Markov su R? con nucleo
di transizione .
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Convergenza in legge di processi stocastici

Citiamo ora una condizione sufficiente sotto la quale abbiamo
convergenza in legge dei processi stocastici X/ := [Zt], dove, per

ogni n>1, Y™ = (Y[), & una catena di Markov su R? con nucleo
di transizione u,. Per farlo, definiamo:

) = [l dy) = O g e
(media rc>ca|e)

an(x) = n - X —XT,,x,d =

() = nf =0 oy

= nE.[(Y] —x)(Y] — X)Tl‘ylnfx‘gl] (covarianza locale)
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Convergenza in legge di processi stocastici

Citiamo ora una condizione sufficiente sotto la quale abbiamo
convergenza in legge dei processi stocastici X/ := )/[Zt], dove, per

ogni n>1, Y™ = (Y[), & una catena di Markov su R? con nucleo
di transizione u,. Per farlo, definiamo:

) = [l dy) = O g e

y—x|<

(media locale)

o) = 0 [ (=)=l dy) =

ly—x|<1

= nE.[(Y] —x)(Y] — X)Tl‘ylnfx‘gl] (covarianza locale)
e per ogni € > 0,
Pn(x) == nua(x, {y : ly — x| = e}) = nP:{[Y]" — x| > &}

(probabilita di salti ampi)
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Il risultato principale

Teorema. Sia (X;): un processo stocastico la cui dinamica é
regolata dall'equazione (2) per t > 0, con

a=(aj)ij =00’ :R? - R e p:RI — R sono funzioni
continue e tali che I'equazione (2) abbia soluzioni uniche in
traiettoria per ogni dato iniziale Xy variabile aleatoria in RY.
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regolata dall'equazione (2) per t > 0, con
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continue e tali che I'equazione (2) abbia soluzioni uniche in
traiettoria per ogni dato iniziale Xy variabile aleatoria in RY.
Per ogni n > 1 sia poi pn(x,T) il nucleo di transizione su R? di

una catena di Markov Y, e poniamo X/ := Y.
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Il risultato principale

Teorema. Sia (X;): un processo stocastico la cui dinamica é
regolata dall'equazione (2) per t > 0, con

a=(aj)ij =00’ :R? - R e p:RI — R sono funzioni
continue e tali che I'equazione (2) abbia soluzioni uniche in
traiettoria per ogni dato iniziale Xy variabile aleatoria in RY.
Per ogni n > 1 sia poi pn(x,T) il nucleo di transizione su R? di
una catena di Markov Y, e poniamo X/ := [Zt]'

Se le seguenti condizioni sono verificate:

an

bn

£

Pn
Yo'

L A

a uniformemente sui compatti di RY,
b uniformemente sui compatti di RY,
0 uniformemente sui compatti di RY per ogni ¢ > 0,

Xo in legge;
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Il risultato principale

Teorema. Sia (X;): un processo stocastico la cui dinamica é
regolata dall'equazione (2) per t > 0, con

a=(aj)ij =00’ :R? - R e p:RI — R sono funzioni
continue e tali che I'equazione (2) abbia soluzioni uniche in
traiettoria per ogni dato iniziale Xy variabile aleatoria in RY.
Per ogni n > 1 sia poi pn(x,T) il nucleo di transizione su R? di
una catena di Markov Y, e poniamo X/ := [Zt]'

Se le seguenti condizioni sono verificate:

an
b,
[
Yy

L A

a uniformemente sui compatti di RY,
b uniformemente sui compatti di RY,
0 uniformemente sui compatti di RY per ogni ¢ > 0,

Xo in legge;

allora {X"} converge in legge ad X.



Da Cox-Ross-Rubinstein a Black-Scholes

0000

Esempio: da Cox-Ross-Rubinstein a Black-Scholes

Per ogni n > 1 consideriamo un modello di Cox-Ross-Rubinstein

n  __ cnen
5k+1 - Skfk—&-lv

k>1

con (&7)k i.i.d. con distribuzione, sotto Q, data da

Q{&k = u} = qn,
dove ricordiamo che
1+R,—d,
n = —"—F,
up — dp
1 1
conu,=¢e’Vn, d,=e 'Vhn

Q{glr::d}:l_qn

u,—1—R,

1—q, =
dn o —d,

eR,=en— 1.
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Esempio: da Cox-Ross-Rubinstein a Black-Scholes

Per ogni n > 1 consideriamo un modello di Cox-Ross-Rubinstein
Skr1 = Sk€k+1 k>1
con (&7)k i.i.d. con distribuzione, sotto Q, data da

Q{&k = u} = qn, Q¢ =dt=1—q,
dove ricordiamo che

_14+Ry—dy - 1-R,
qn— Un—dn ) qn— un—dn

1 _ \/I r

g g r

conu,=¢€e Vr, d,=e neR,=en—1.

Vogliamo dimostrare che X/ = 5[’}, converge in legge verso S;

t]
soluzione di

Cl’St = rSt dt+0'5t th
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Da CRR a BS: convergenza della media

Calcoliamo allora

bo(x) = nEx[(S7 = x)ljsp_xj<1] =

n((xtun — x)qn + (xdp — x)(1 — qn)) =
nx((un — 1)gn + (dn — 1)(1 — qn)) =

= nx(Unqn +dn(l —qn) — 1) =
(

1
= nx(1+ R, —1)—nx<1+r+o()—1>:
n n

= xr+o(l) — rx

dove abbiamo usato il fatto che 5" & una martingala sotto Q, e
quindi ungn + dn(1 — gn) =1+ R.
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fele] 1)

Da CRR a BS: convergenza della varianza

Inoltre,

an(x) = Ex[(S7 _X)21|51"—x|§1] =
= n(x2(u,7 - 1)2qn + Xz(dn - 1)2(1 —qn)) =

2
= nx? (1 + U\/Z+ o(n~1/?) — 1) qnt
2
+ <1 - a\/EJr o(n~1/2) — 1) (1—qn) | =

2 2
o o _
= <qn +—(1—gn) +o(n 1)> =
n n
= 0%x°> +o(1) — °x?

uniformemente sui compatti.
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Da CRR a BS: salti piccoli

Infine, per |x| < M,

pal) = nQAIYY — x> eh = nQ{le - 11>} <

< nQ{ln-11> -}

e per n abbastanza grande si ha che ]eiﬁ — 1] < 1, e quindi la
probabilitd sopra é definitivamente uguale a 0.
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Da CRR a BS: salti piccoli

Infine, per |x| < M,

pal) = nQAIYY — x> eh = nQ{le - 11>} <

€
< nQ{ln-11> -}
e per n abbastanza grande si ha che ]ei% — 1] < 1, e quindi la
probabilitd sopra é definitivamente uguale a 0.
Si ha quindi che (X"), converge in legge alla soluzione
dell’equazione differenziale stocastica

(jf;t == i?f;t dt + Cff;t ch$Q
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Simulazione Monte Carlo di processi stocastici

Supponiamo di dover calcolare E[f(X7)] (o anche un funzionale
pili generale), dove X & un processo di diffusione in R avente
dinamica generale

dX; = b(X;) dt + o(X;) dW, ()
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In casi particolari (d = 1, alcuni casi con d > 1) si pud costruire

uno schema ad albero, computazionalmente efficiente (es.
Black-Scholes e CRR).
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con il metodo Monte Carlo.
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Simulazione Monte Carlo di processi stocastici

Supponiamo di dover calcolare E[f(X7)] (o anche un funzionale
pili generale), dove X & un processo di diffusione in R avente
dinamica generale

dX; = b(X;) dt + o(X;) dW, ()

In casi particolari (d = 1, alcuni casi con d > 1) si pud costruire
uno schema ad albero, computazionalmente efficiente (es.
Black-Scholes e CRR).

Se pero d > 4, SE FATTIBILE, questo inizia comunque ad essere
computazionalmente inefficiente.

Vediamo ora come simulare la legge di X (e calcolare E[f(X7T)])
con il metodo Monte Carlo.

L'idea é di simulare X con Y, che per il teorema di convergenza
in legge visto la scorsa settimana hanno leggi vicine a quella di X,
e simulare Y tramite un metodo Monte Carlo.
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Esempio: schema di Eulero

Se dobbiamo simulare un processo con dinamica

con b:RY - RY 5 :RY — RI*M W moto browniano
m-dimensionale, costruiamo la catena di Markov approssimante in
questo modo:

Yider = Yl + b(Y)A + o (Y )wils

con (Wf)k i.id. ~ N(0,Alp), A := 1 e I, matrice identita
m-dimensionale.
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Esempio: schema di Eulero

Se dobbiamo simulare un processo con dinamica

con b:RY - RY 5 :RY — RI*M W moto browniano
m-dimensionale, costruiamo la catena di Markov approssimante in
questo modo:

Yider = Yl + b(Y)A + o (Y )wils

con (Wf)k i.id. ~ N(0,Alp), A := 1 e I, matrice identita
m-dimensionale.

Andiamo ora a verificare le condizioni del teorema (per semplicitd
di calcoli consideriamo il caso d = 1).
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Convergenza di media e varianza

Abbiamo

by(x) = nE[Y{ =Yg | Yy =x] =
= nE[Yg + b(Yg)A +o(Yg)wi =Yg | Yo' =x] =
= n(b(x)A + o(x)E[w1]) = b(x),

e banalmente b, — b sui compatti.
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Convergenza di media e varianza

Abbiamo

ba(x) = nE[Y{ =Yy | Yo =x] =
= nE[Yg + b(Yg)A +o(Yg)wi — Y5 | Y§ =x] =
= n(b(x)A + o(x)E[w1]) = b(x),
e banalmente b, — b sui compatti. Inoltre,
an(x) = nE[(Y] - Yon)2 | Yy =x] =
= nE[L*(Y)A + a2 (Y)wi + 2b(Y{) A (Y )w1 | Y§ = x] =

= n(b*(x)A% + o*(x)E[wf] + 2b(Y7) Ao (YS)E[wi]) =
b?(x)

— %b2(x) + no?(x)A + 2b(x)o(x) - 0 = 0%(x) +

e anche qui o, — 0 sui compatti.
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Salti piccoli

Infine, per ogni € > 0,
nPA{|Y] — x| > e} = nP{|b(x)A + o(x)w1| > e} =
— P{(b()A + o(x)w)t > ) <
< SEIb()A +o(x)w)*] <

IN

g(E{(b(x)A)“] +E[(o(x)w1)*]) =
- g(b“(x)A“ +30%(x)A%) =

4b*(x)A3 + 120%(x)A
gt -

0

e quindi si ha convergenza in legge.
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Esempio: opzione asiatica

Supponiamo di voler valutare una opzione asiatica sulla media
aritmetica, cioé con payoff del tipo g(S1, A7), con A; :== fot S, du.
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Esempio: opzione asiatica

Supponiamo di voler valutare una opzione asiatica sulla media
aritmetica, cioé con payoff del tipo g(S1, A7), con A; :== fot S, du.
Esempi:

e average price Asian put (put sul prezzo medio):

g(S7, Ar) = (K _ ATT>+

e average strike Asian call (call sullo strike medio):

Ar\*
g(St, A7) = ST~

Allora il problema puo essere ricondotto a calcolare una funzione
del processo di Markov bidimensionale

dS: = Si(r dt+o dW,),

dAt == St dt
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Esempio: opzione asiatica

Bisogna simulare il processo di Markov bidimensionale

dst = St(r dt +o de_—),
dAt - St dt
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Esempio: opzione asiatica

Bisogna simulare il processo di Markov bidimensionale

dst = St(r dt +o de_—),
dAt - St dt

che puo essere simulato tramite lo schema di Eulero bidimensionale

SN = SN rSNA + oSN w1 = SN (L4 rA 4 owyi),
Ay =AY S

con (Wy)p i.i.d. dilegge N(0,1) e A=1.
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@ Per simulare un vettore aleatorio gaussiano (X1, X2), un tipico
trucco é usare il fatto che, se U1, U, sono delle variabili
aleatorie uniformi su (0, 1) indipendenti, allora (X1, X2),
definito da

X1 :=+/—2log Uy sin2m U, Xy :=+/—2log Uy cos 2w Us

ha legge N(0, I»).
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@ Per simulare un vettore aleatorio gaussiano (X1, X2), un tipico
trucco é usare il fatto che, se U1, U, sono delle variabili
aleatorie uniformi su (0, 1) indipendenti, allora (X1, X2),
definito da

X1 :=+/—2log Uy sin2m U, Xy :=+/—2log Uy cos 2w Us

ha legge N(0, I»).
@ Per controllare se il codice non dia dei valori palesemente
errati, si tenga presente che

E[/OTSt dt] :/OTE[St] dt =

T rT
et —1
= spe™ dt = s
0 r

E[(Ar - 0)7]
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