Esame di Probabilita e Statistica del 11 luglio 2005

(Corso di Laurea Triennale in Matematica, Universita degli Studi di Padova).
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Attenzione: si consegnano SOLO i fogli di questo fascicolo.

Matricola



Esercizio 1. Un modello semplificato per le variazioni del prezzo delle azioni presume che
ogni giorno il prezzo di una azione salga di una unita con probabilita p o scenda di una
unita con probabilita 1 — p. Si assume che le variazioni del prezzo in giorni diversi siano
indipendenti. Calcolare la probabilita:

a) che il prezzo delle azioni torni a quello di partenza dopo 2 giorni;
b) che il prezzo delle azioni sia salito di una unita dopo 3 giorni;

¢) che il prezzo delle azioni fosse salito il primo giorno, sapendo che dopo 3 giorni ¢ salito
di una unita.

Esercizio 2. Il numero di uova deposte da un particolare insetto su una foglia ¢ dato da
una variabile aleatoria X di legge Po()\), con A > 0. Tuttavia, questa variabile puo essere
osservata solo se ¢ positiva, poiche se vale 0 non possiamo sapere se I'insetto studiato fosse
effettivamente presente su quella foglia. Se denotiamo con Y il numero osservato di uova,

allora abbiamo che
P{Y =k} =P{X = k|X > 0}
Calcolare:
a) la densita discreta di Y;
b) la sua media;
¢) la sua funzione generatrice dei momenti;
d)

la sua varianza.

Esercizio 3. Un uomo e una donna si danno appuntamento davanti a un cinema alle 12.30.
Se I'uomo arriva in un istante uniformemente distribuito sull’intervallo tra le 12.15 ele 12.45 e
la donna, in maniera indipendente dall'uomo, arriva in un istante uniformemente distribuito
sull’intervallo tra le 12 e le 13:

a) qual e la probabilita che 'uomo arrivi per primo?

b) qual ¢ la probabilita che il primo che arriva attenda l’altro per non piu di 5 minuti?

Esercizio 4. Siano X7, ..., Xy variabili aleatorie esponenziali di media 1.

a) Si usi la prima disuguaglianza di Chebichev (quella relativa alla media) per ottenere
una limitazione alla probabilita

20
P{in > 15}
=1

b) Si usi la seconda disuguaglianza di Chebichev (quella relativa alla varianza) per ottenere
una limitazione alla probabilita del punto (a).

c) Si usi il teorema limite centrale per approssimare la quantita del punto (a).



Soluzioni

Esercizio 1. La notazione e notevolmente semplificata se si modellizza il prezzo delle azioni
in questo modo. Consideriamo (X;); i.i.d. di legge Be(p), e definiamo Y; := 2X; — 1 e
S, = > Y, Allora Y; rappresenta la variazione di prezzo dell’i-esimo giorno, e S, la
variazione di prezzo dopo n giorni. Se definiamo poi T,, := Y, X;, allora T,, ~ B(n,p) e
S, = 2T, —n.

a) Bisogna calcolare
P{Sy =0} =P{2T, —2 =0} =P{T2 = 1} = 2p(1 — p)
b) Calcoliamo

P{S; = 1} = P{2T3 — 3 =1} = P{T; = 1} = 3p(1 - p)°

¢) Questo punto si puo fare in diversi modi. Un modo &

Pis, — 1|5, =1} — PESi=LS=1 PM=1%+%=0}

P{S; = 1} N 3p(1 — p)2
P{Y1 =1}P{Yo+Ys=0} p-2p(1—p)  2p
3p(1 —p)? - 3p(l—-p)?  3(1-p)

e a conclusioni analoghe si arriva utilizzando la formula di Bayes.

Esercizio 2.

a) In generale per k > 1 si ha:

P{X =k} ey
1-P{X =0} 1—e?

P{Y =k} =P{X = k|X >0} =

mentre ovviamente si ha che P{Y =0} = 0.

b) Applicando la definizione di speranza di una variabile aleatoria discreta si ha che

—A;’f 1 X A A
ZkP{Y k) = Zk D DL v

dove per l'ultima uguaglianza si & usato il fatto che Y ;- ke '/k! & esattamente la
somma che risulta dalla speranza di una variabile aleatoria di Poisson di parametro 1,
e quindi ¢ uguale a 1.

c) Per ognit € R si ha

i i efAA_’: o i ef*ﬁ oA
t tk & & t k!
W) = 3Py =k} - Z =) s =
1—e" 1—e¢ 1—e¢
k=1 k=0
1 : e =1



d) Derivando due volte vy e calcolandola nel punto 0 si ha:

Y AerM1+N) A1+

a cui si arriva anche calcolando E[Y?] attraverso il calcolo della serie. Si ricava poi

A1 —e™ = e ™)
(1 —e )2

Var [Y] = E[Y?] - E[Y]? =

Esercizio 3. Innanzitutto rappresentiamo le due variabili aleatorie in questo modo: chiami-
amo X; ~ U(15,45) il tempo di arrivo dell’'uvomo e X5 ~ U(0,60) il tempo di arrivo della
donna, con X; e X, indipendenti tra di loro. Allora (X, Xs) ~ U([15,45] x [0, 60]).

a) Bisogna calcolare

45 o 5 2 5
P{X; < X5} = / / dry dxy = / dry doe = | ——+—— S
15 Jo 30-60 15 30-60 2-30-60],; 2

b) Calcoliamo:

145

153060

45
P{X, — Xo| <5} = P{—5 < X; — X, <5} = //

d(L’l d(L’g = -

Esercizio 4.

a) Sappiamo che E[X;] = Var [X;] = 1. Chiamando Sy := > 7, X;, si ha che

E[Sy] YP EX)] 20 4
P{Sy > 15} < _ Zuiml _ 42z
{0 > 15} < = 15 5 3

che ¢ una limitazione banale, poiche sicuramente P{Sy > 15} < 1.

b) Passando al complementare si ha:

Var [S
P{Ss < 15} = P{Sy — 20 < 15 — 20} < P{[Sy — 20| > 5} < % -
YR Var[Xi] 20 4
B 25 25 5

quindi
20 =

c¢) Calcoliamo:

S0 — 20 15—20} V5
P{Sy; > 15} = P > ~P 7> ———>35=P{7 <112} =

— Fy(1.12) = 0.86864

dove Z & una generica variabile aleatoria di legge N(0,1). Notiamo che non bisogna
applicare la correzione di continuita, in quanto le X; sono variabili aleatorie continue.
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