Esame di Probabilita e Statistica del 17 giugno 2010

(Corso di Laurea Triennale in Matematica, Universita degli Studi di Padova).
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Attenzione: si consegnano SOLO i fogli di questo fascicolo.

Matricola



Esercizio 1. Una moneta equilibrata viene lanciata ripetutamente per n volte.
1. Descrivere uno spazio probabilizzato che modellizzi il fenomeno.
Calcolare la probabilita che all'n-esimo lancio:

2. appaia per la prima volta testa;
3. il numero di teste e croci sia uguale;
4. esattamente due teste siano apparse in totale;

5. almeno due teste siano apparse in totale.
Esercizio 2. Siano X, Y indipendenti e di legge Be(1/2).
1. Che legge ha X 4+ Y7

2. Che legge ha | X — Y7
3. Calcolare Cov (X +Y,|X —Y|).

4. Le due variabili aleatorie X +Y e |X — Y| sono indipendenti?

Esercizio 3. Sia X una variabile aleatoria positiva con densita f continua e funzione di
ripartizione F', e definiamo la funzione di azzardo come H(x) := —log(1—F(z)) e il tasso
di azzardo come

1
r(z) = hhj& EP{X <z+h|X >z}

1. Dimostrare che r(z) = H'(z) = %
Calcolare r(z) nei seguenti casi:

2. X ~ Exp(\);
3. X ha funzione di ripartizione F(z) := 1 — exp(—ax®~!), > 0, con a,b > 0;

4. X ha densita f := ag + (1 — a)h, dove a € (0,1) e g ed h sono densita di variabili
aleatorie esponenziali di parametri A < p rispettivamente. Che succede in questo caso
ad r(x) per x — 4007

Esercizio 4. L’ente che gestisce un tratto di autostrada conserva sale a sufficienza per
eliminare un tratto di 80 pollici di neve. Supponiamo che la quantita di neve che cade al
giorno sia una variabile aleatoria di media 1.5 pollici e deviazione standard di 0.3 pollici.

1. Trova la probabilita approssimata che il sale a disposizione basti per 50 giorni.
2. Quali sono le ipotesi fatte per rispondere al punto 1.7 Possono ritenersi giustificate?

3. Supponiamo che nei primi 10 giorni del periodo siano caduti in totale 20 pollici di neve.
Supponendo che la deviazione standard sia in ogni caso pari a 0.3, calcolare 'intervallo
di confidenza asintotico al 99% per la media.

4. Possiamo ancora supporre che la media sia 1.57 1 calcoli del punto 1. sono quindi
ancora giustificati? (non eseguire nuovi calcoli)

Valori utili della funzione di ripartizione di una normale standard:

$(2.33) =0.99, &(2.35) =0.99061, P(2.58) =0.995, P(2.59) = 0.99520



Soluzioni
Esercizio 1.

1. Dato che avvengono solo n estrazioni, puo essere sufficiente lo spazio campionario
Q= {0,1}", dotato della o-algebra A := P(Q2) e, poiche le monete sono equilibrate,
della probabilita IP uniforme. Per comodita di notazione definiamo le variabili aleatorie
Xi(w) == w; per i = 1,...,n: allora le (X;); sono i.i.d. ~ Be(3); inoltre " | X; ~
B(n, 3) denota il numero di teste.

2. Bisogna calcolare
n—1
IP’{Xlz...:Xn_lzo,anl}:(1——) .

3. Bisogna calcolare

P{gxi:n—g&} :P{g){i:g}

Questa probabilita e uguale a 0 se n e dispari, mentre invece se n e pari e uguale a

HIONEHRNBIORE

4. Bisogna calcolare




Esercizio 2.
1. Per risultati trattati nel corso, X +Y ~ B(2, 3).

2. Dato che X e Y assumono valori in {0, 1}, la variabile aleatoria | X — Y| puo assumere
solo valori in {0,1}: di questo ci si pud convincere anche calcolandone la densita

discreta:
1 1 1
P{IX -Y|=0} = IP’{X:Y}:IP’{X:Y:()}—i—IP’{X:Y:l}:Z—l+zl:§,
P{X -Y|=1} = P{X=Y+1}+P{X=Y-1}=
11 1
= PX=1,Y=0}+P{X=0Y=1}=-+- =~
4 4 2
e quindi | X — Y] ~ Be(3).
3. Innanzitutto calcoliamo, usando la densita congiunta di (X,Y),
1 1
E(X+Y)X-Y]|] = Z<O +0)|0 —0] + Z(l +0)[1—-0]+
orop-y+tasypoy=taLilt
4 4 442
e quindi
1 11
Cov( X+Y, | X-Y|)=E[(X+Y)X-Y||-EX+YIE[|X -Y]|] = 5—2~§'§ =0
4. Le due variabili aleatorie, anche se scorrelate, non sono indipendenti: difatti
P{IX+Y=0,X-Y|=1} = P{X=0,Y=0,|X-Y|=1} =P(0) #
1 1 1

Esercizio 3. Dato che X ¢ positiva, sara sufficiente fare i calcoli relativi ad f(x), F(z), r(z)
e H(x) solo per = > 0.

1. Per ogni z > 0 calcoliamo

. I X<z+hX>2p . 1Plr<X<z+hh
re) =R Tl h 1-F(z)
B 1 ’ Flx+h)—-F(x)  Fl(z)  f(z)

T 1 F(x) ot h T1-F(x) 1-F(x)

P @)
1—-F(z) 1-F(x)

2. Per x > 0 abbiamo f(z) = A\e™*, F(z) = 1 — e~**, quindi




3. Per x > 0 abbiamo f(z) = F'(z) = a(b — 1)x*? exp(—az®'), e quindi
-1 b—2 b1
r(a) = AoV Tep(arT) gy

exp(—azb~1)

4. Per z > 0 abbiamo

T

F(x):/m f(t) dt:a/x g(t) dt—i—(l—a)/ h(t) dt =1 —ae™ — (1 — a)e ™™

—0o0
e quindi

ag(z)+ (1 —a)h(z) ale ™4+ (1 —a)pe ™™  al+ (1 —a)ue B2

r(z) = = —

ae M 4 (1 — e re ae M 4 (1 — e re a+ (1 —a)e =N

e quindi, poiche g — A > 0, per x — 400 si ha

A+ (1 — —(p=A)z Y
lim r(zx) = lim At (1= a)ue =2
T—+00 z—4oo -+ (1 — 04)67(“7)‘)1 o

Esercizio 4. Se chiamiamo X; la variabile aleatoria che designa la quantita di neve per
I'i-esima giornata, i = 1,..., 50, allora abbiamo che E[X;] = 1.5, Var [X;] = 0.3%

1. Bisogna calcolare

50 50
X —15- —~
P{ZXi - 80} :P{ZZZI TR 820121735}
— 0.3v/50 :

Supponendo di poter applicare I’approssimazione normale (vedi punto 2.), abbiamo

50
P {Z X; < 80} ~ $(2.35) = 0.99061
i=1

2. Le variabili aleatorie (X;); sono i.i.d. e con varianza finita: poiche il loro numero ¢ pari
a 50, puo essere sufficiente a giustificare 'approssimazione normale.

3. Innanzitutto immergiamo il nostro fenomeno in un modello statistico (€2, A, (Pg)gco),
con § = my, dove mx := Eg[X;] (per ipotesi, Var 4[X;] = 0.3% per ogni § € ©). Uno

stimatore per # = mx e dato da X = % >, Xi; per n = 10 abbiamo allora
10

_ 1 20

X =— X, =—=2
Lo stimatore X ¢ corretto, consistente ed asintoticamente normale. Supponendo che
n = 10 sia sufficiente per l'approssimazione normale in questo caso, l'intervallo di
confidenza asintotico ha estremi X &+ %?qka& =2+ % - Qo.995 = 2 £ 0.244, e quindi
e (1.756;2.244).

4. Per verificare con un test I'ipotesi che myx = 1.5, effettuiamo un test di ipotesi Oy :=
{mx = 1.5} e O := {mx # 1.5}. Siccome 1.5 ¢ (1.756;2.244), 'ipotesi Oy := {mx =
1.5} viene rifiutata, in favore dell’alternativa ©, := {mx # 1.5}. Siccome i calcoli del
punto 1. erano basati sull’ipotesi mx = 1.5, alla luce di questi nuovi dati non sono
ovviamente giustificati.
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