Esame di Probabilita e Statistica del 23 agosto 2010
(Corso di Laurea Triennale in Matematica, Universita degli Studi di Padova).

Cognome Nome Matricola

’ Es. 1 \ Es. 2 \ Es. 3 \ Es. 4 \ Somma \ Voto finale ‘

Attenzione: si consegnano SOLO i fogli di questo fascicolo.

Esercizio 1. Jane ha tre figli, ciascuno di loro con uguale probabilita di essere maschio o
femmina indipendentemente dagli altri. Definiamo gli eventi:

A = {tuttii figli sono dello stesso sesso},
B := {c¢’¢ almeno un maschio},
C = {cisono almeno un maschio e una femmina}.

1. Definire un opportuno spazio probabilizzato per modellizzare il fenomeno.
2. Calcolare le probabilita dei 3 eventi definiti sopra.
3. Mostrare che A ¢ indipendente da B, B ¢ indipendente da C' ma A e C sono dipendenti.

4. Dire cosa cambia nelle domande precedenti nel caso in cui Jane abbia 4 figli.

Esercizio 2. Siano X e Y variabili aleatorie discrete, con densita discreta congiunta

C
r+y—1)(z+y)(z+y+1)

pX,Y(J%ZU) = ( T,y Z ]-

1. Calcolare le densita marginali di X e di Y (suggerimento: esprimere la densita discreta

congiunta come H‘;fl + ﬁ + m+;+1 per a,b, ¢ opportuni).

2. Quanto vale la costante C7
3. Calcolare E[X] ed E[Y].

4. Quanto vale la covarianza tra X e Y7



Esercizio 3. Una variabile aleatoria reale X si dice di Cauchy se ha come densita la
funzione

f(t): ! teR

=)

Nel seguito, sia X una variabile aleatoria di Cauchy.
1. Dimostrare che X non ammette speranza finita.
2. Dimostrare che Y :=1/X ¢ ancora di Cauchy.
3. Calcolare la funzione di ripartizione di Z := 7%.

4. Calcolare la densita di Z.

Esercizio 4. Siano (X,,), i.i.d. ~ Po(\), con A > 0, e poniamo X, := %(Xl +... .+ X,).
1. Fissato n > 0, stimare con la disuguaglianza di Chebichev la probabilita

IP>{|)sz - /\| > 77}

2. Stimare la stessa quantita usando I’approssimazione normale.

3. Supponendo che A = 1 e n = 10000, confrontare le due stime per n = 1072, n = 21072
en=3-10"%

Valori utili della funzione di ripartizione di una normale standard:

®(1) =0.8413,  ®(2) =0.9772,  B(3) = 0.9987



Soluzioni

Esercizio 1.

1. Una possibile scelta ¢ Q := {M, F}3, A := P(Q), P uniforme, che fa in modo che i

sessi dei 3 figli siano indipendenti tra loro.

. Abbiamo
2 1
P(4) = P((MMM,FFF})=2=-,
4 1
P(B) = ]P({MMM,MMF,MFM,FMM}):§:§’
1 3
IP) - ]P)AC :1——:_
(@) (A°) =7
. Abbiamo 1

P(A N B) = PUMMM}) = = = P(A)P(B)

e quindi A e B sono indipendenti; questo implica che anche B e C' = A€ sono indipen-
denti, mentre A e C' non sono (ovviamente) indipendenti perche P(ANC) = P(0) =
0# & =P(APO).

. Se Jane ha 4 figli, allora un possibile spazio probabilizzato & dato da Q := {M, F}* e
ancora A := P() e P uniforme. Abbiamo poi che

2 1
P(4) = P(MMMM FFFF}) ==,
P(B) = P{MMMM, MMMF,MMFM,MFMM, FMMM?}) = %
17
(©) (4%) $=3

Infine, A e C' continuano a non essere indipendenti, e stavolta nemmeno A e B (e quindi

B e C) possono essere indipendenti poiche P(A)P(B) = 3, che & diversa da ogni

possibile probabilita su (Q2, A, P), e in particolare da P(ANB) = PUMMMM}) = <.

Esercizio 2.

1. Seguendo il suggerimento, abbiamo

alz+y)?+alx+y)+blz+y)?>—b+clx+y)?—clx+y)
(z+y—D(x+y)(r+y+1)

pxy (T, y) =

Uguagliando i coefficienti del polinomio in (z 4 y) nel numeratore con la definizione
nel testo, troviamo il sistema

at+b+c =0,
a—c =0,
—b =C.



che ha come unica soluzione (a,b,c) = £(1,—2,1). Possiamo allora calcolare, per ogni

x> 1,

_z: s | _oro 1
_: x—i—y—l t+y z+y+1) 2\z z+1

e per ogni y > 1,

B et St
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r=1
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2. Poiche bisogna avere 1 =% >°  px(z), abbiamo

[e.9]
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=3 =53 (3 537) =51
r=1 1

=

e quindi C' = 2.

3. Poiche sia X che Y sono non negative, la speranza esiste sicuramente per entrambe le

variabili aleatorie ed ¢ uguale, rispettivamente, a

E[X]:ixpx(x): 3 (1—33_“;1) =g$i1:+oo

r=1 =1

e allo stesso modo E[Y] = +o0.

4. Poiche sia E[X] che E[Y] sono infinite, la covarianza non & ben definita.

Esercizio 3.

1. Basta calcolare

l [ Lot s 2
E[I X[ = dt = 2 dt = —[log(1 + )] =
H H /Rﬂ—(l —|—t2) 0 7T(1 + t2) 7_([ Og( + )]0 +00

2. Calcoliamo la funzione di ripartizione di Y: per ogni y € R*,
+00 1

Fy(y) =P{1/X <y} =P{X > 1/y} = L

che & C! su R*, quindi la densita di Y viene ad essere

Foly) = Fly) = —————— <_i) _ (;

m(1+(5)%) y? m(y? + 1)

per ogni y € R*. Siccome la variabile aleatoria ¥ non e ben definita solo nel punto 0,

possiamo dire che ammette come densita la densita di Cauchy su tutto R.



3. Supponiamo che a > 0. Innanzitutto 0 < Z < a q.c., e quindi per ogni z € (0,a) si ha

Fy(z) = IP’{1+aX2 gz}:P{XQES—l}:P{]X]E\/;}:
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SIS

dove abbiamo usato il fatto che X e simmetrica, avendo come densita una funzione
pari. Si ha poi Fz(z) =0 per z <0e Fz(z) =1 per z > a.

4. Siccome Fy & C' su tutto R, basta calcolare

fz(z) = F(2) T +2§_1) D) ;—1 ' (_ﬂ) - %

per z € (0,a) e fz(z) = 0 altrimenti.

Esercizio 4.

1. Dal corso sappiamo che E[X,] = X e Var [X,] = 2. Allora per ogni 1 > 0 abbiamo

- Var [X,,] A
P{|X, — A < =
{‘ ‘ > 77} — nQ n772

2. Se si puo applicare 'approssimazione normale, abbiamo

n Xn—A

—— < < }:
VAT /A T /A n

rfonfTsmanee(yD) ro(f)-
- 2o

3. Con i numeri del testo abbiamo che la probabilita richiesta e maggiorata dalle seguenti

P{|X, -\ >n} = 1—]P’{—77§Xn—)\§77}:1—IP’{

quantita:
n 1072 2-1072 3-1072
dis. di Chebichev | 1 1/4 =0.25 1/9 = 0.1111
appr. normale 2—-2P(1) =0.3174 | 2 —2P(2) = 0.0456 | 2 — 2¥(3) = 0.0026
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