Soluzioni
Esercizio 1.
1. Siccome X > 0 P-q.c., detta px la sua densita discreta abbiamo che
= px(n) =D px(n) =D px(n)=> P{X >k} => P{X >k}
n=1 n=1 k=1 k=1 n=k k=1 k=0
dove abbiamo potuto invertire ’ordine delle sommatorie poiche la serie e positiva.

2. Utilizzando il risultato del punto 1. e ricordando risultati notevoli sulla legge geomet-
rica (in particolare che P{X > k} = (1 — p)*), abbiamo che

- - . 1 1
:;P{X>k}:;(1—l?) “1S0-p) »p

Esercizio 2.

1. Per k = 0 si ha che
py(0)=P{Y =0} =P{X=0|X>0}=P0)=0
mentre per k > 1 si ha:

PY — K}~ B{X — kX >0y~ X =X >0p  PX =k} px(h) _ e

P{X >0}  1-P{X=0} l-e?* 1-—e?

2. Applicando la definizione di speranza di una variabile aleatoria discreta si ha che

ElY] = ZkIP{Y_k;} ZkIP{Y_k;} Zkl_e
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3. Innanzitutto calcoliamo

E[Y?] = Zk?ﬁ»{y k} = Zk?ﬂ»{y k} = Zk2
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quindi si ha
A+ A N
l—e? (1—e?)?

Var [Y] = E[YQ] — E[Y]2 =



Esercizio 3. Possiamo definire una famiglia (X;); i.i.d. di legge uniforme su {1,...,20} e
per ogni i le variabili aleatorie Y; := 1;x,-90y; allora anche le (Y;); sono i.i.d. e hanno legge
di Bernoulli di parametro p = P{X,; =20} = 1/20.

1. Dobbiamo calcolare
S | 1 20-21
E[X;] = k— = — k=—. . — =105
[Xi] ; 20 20 Z 20 2

2. Per ogni n abbiamo che

1 n
P{3k <n: Xy =20} =1 —P{X; #20 ngn}:1_<2_2)

quindi se si impone che
P{3k <n:X,=20}>05

19\"
1-| =] >0.
(3) =0

e quindi ()" < 0.5, che passando ai logaritmi ¢ equivalente a
20

si ha che

log0.5  log0.5

= = 13.51
~ logg  log0.95

n
in qualunque base si calcolino i logaritmi. Poiche ovviamente n deve essere un numero
intero, bisogna avere n > 14.

3. Se definiamo S, := >, | Y}, allora S,, ~ B(n,p), e dobbiamo calcolare

1
E =20p0=20-— =1
[520] Op 0 20

4. Dobbiamo calcolare
1 20
P{S9 >1} =1-P{Sy=0}=1-(1-p)* =1-— (1 — 2—0) = 0.641514

Nota: il valore di (1 — )% = 0.358486 & vicino ad e™! = 0.367879.



Esercizio 4.

1. Per ogni b € R abbiamo

Var [X+b] = E[(X+b—E[X+0))?] = E[(X+b—E[X]-1])?] = E[(X ~E[X]])?] = Var [X]

2. L’espressione da minimizzare e
Var [X —aY —b] = Var [X — aY] = Var [X] + a*Var [Y] — 2aCov (X,Y)

che ha minimo globale per

. Cov (X,Y)
“ T Var [X]

3. Per ogni a fissato, minimizzare E[(X — aY — b)]? ¢ equivalente a minimizzare |E[(X —

aY —b)|| = |E[X] — «E[Y] — b|. Basta allora porre b := E[X] — aE[Y] ed abbiamo
trovato il punto di minimo.

4. Abbiamo che per ogni b € R,
E[(X —aY —b)%] = Var [X —aY — b +E[(X —aY —b)]* > Var [X — aY]
e quindi, per ogni a,b € R,

E[(X —aY —b)*] > min Var [X — aY]

minimo che si raggiunge per a = a* trovato nel punto 2. Ora, se nel primo membro si
pone a =a* e b =b* = E[X]| — a*E[Y], si ha

E[(X—a*Y —b*)?] = Var [X—a*Y —b*]+E[(X —a*Y —b*)]* = Var [X—a*Y] = min Var [X —aY]

e quindi (a*,b*) € un punto di minimo globale.



