Soluzioni

Esercizio 1.
1. Usando il fatto che per ogni t > 0 abbiamo P{X >t} =1 — Fx(t) = e, calcoliamo

P{X>t+sX>t}] P{X>t+s}
P{X >t} O P{X >t}
e—)\(t-i-s)

= o= e =P{X > s}

P{X>t+s|X >t}

2. Definiamo g(t) := P{X >t} =1 — Fx(¢). Allora la proprieta di assenza di memoria
enunciata ¢ equivalente a g(t + s) = g(t)g(s) per ogni t,s > 0. Inoltre sappiamo
che la funzione g ¢ continua a destra. Se ora riusciamo a dimostrare che e anche
continua a sinistra, allora deve essere la funzione esponenziale, poiche questa e 'unico
omomorfismo continuo tra il gruppo additivo e il gruppo moltiplicativo nei reali. Ma
per ogni ty > 0 si ha che

. . . g(to)
lim g(t) = lim g(to — h) = 1
Jim g(t) = lim g(ty —h) = lim o)

= g(to)
poiche limy, o+ g(h) = g(0) =1

Esercizio 2. Definiamo A := {X > 15} ¢ B := {X > 45}. Allora Jones vuole calcolare la
probabilita di B sapendo che si e verificato A:

P{X >45 X > 15} P{X>45} ; 1
P{X > 15} P{X >15} 2 3
Questo perche
oo 60 1 60 45 1
t J @ d /45 60 760 60 1
oo 60 1 60 15 3
t J L @ /15 60 ““ 760 60 4

Esercizio 3.

1. Per trovare la distribuzione di Z, calcoliamone la funzione di ripartizione. Ovviamente
Z assume valori positivi, quindi V¢ > 0 abbiamo

Fy(t) =P{—log X <t} =P{X >e '} =1— ¢
e ovviamente F(t) = 0 per t < 0. Questo significa che Z e W hanno legge Fxp(1).

2. Le due variabili aleatorie sono indipendenti, quindi Z 4+ W & una variabile aleatoria
positiva che ha densita data dal prodotto di convoluzione

fziw(u) = /R f2(2)fw(u—2) dz = /0 T D) o = e /0 " ds = e

per u > 0 e 0 altrimenti.



3. Possiamo infine trovare la legge di XY = e~ (“*") calcolandone la funzione di ripar-

tizione: siccome XY & compresa tra 0 e 1, per ogni t € (0, 1) abbiamo

+oo
Fey(f) = P{e W) < 1 — P{Z+ W > —log 1t} — /

—logt

t
ue " du = / (—logv) dv
0

dove abbiamo fatto il cambio di variabile v := ™. Siccome Fxy & l'integrale di una

funzione continua, ammette derivata prima e quindi la densita di XY e data da

fxv(t) = Fyy (t) = —logt

4. Poniamo Y; := —log X;. Allora, per rispondere, bisogna trovare la densita di Y; 4 ...+

Y, con (Y;); i.i.d. dilegge Exp(1l). Per quanto visto a lezione, Y; + ...+ Y, ~ I'(n, 1),

e quindi

1 n—1_-—u 1 n—1_-—u
fsr x(u) = mz e “lg+(u) = = 1)!z e “1g+(u)
e quindi
= X . oo 1 -1,—
A ,xlt) = Pl <t =4z ~logt = / e du =

t 1 -
= /0 m(—logv) dv

e quindi la densita ¢ uguale a

it 50 = Fy, x,(8) = oo (= logt)™

Esercizio 4.

1. Poiche l'integrale di una densita deve essere uguale a 1, abbiamo
oo 22 »2
1= / Cre 2z do=[-Ce = |f>*=C
0

e quindi C' = 1.
2. Cerchiamo g che sia anche invertibile. Per ogni g invertibile abbiamo
Fx(t) =P{X <t} = P{g(X) < g(t)}
Ma dire che ¢g(X) ha legge U(0, 1) significa dire che per ogni u € [0, 1],
Fyix)(u) = P{g(X) < u} =

Confrontando gli ultimi due membri delle ultime due uguaglianze, abbiamo

Fx(t) = P{o(X) < 90} = 9() = [ o F do=1-c%

essendo in effetti a valori in [0, 1], soddisfa la richiesta.



3. Calcoliamo la funzione di ripartizione di Y, che ¢ quasi certamente positiva. Per ogni
t > 0 abbiamo

F@)=P{X?<t}=P{X <V} =Fx(Vi)=1—¢2
e quindi Y ~ Exp(3).
Esercizio 5. Possiamo rappresentare il risultato dell’i-esimo ragazzo tramite una variabile
aleatoria X; ~ N(600;100?), e supporre che queste variabili aleatorie siano indipendenti.

1. Sfruttando l'indipendenza, si ha

5 5

X, - _
P{Xi<600 Vi=1,....5} = [J]P{Xi<600}= HP{ 10500 = 600100500} -
=1 i=1

5
= J]2) = 2(1)° = 0.84134° = 0.42155
=1

dove @ ¢ la funzione di ripartizione di una legge N(0, 1) e dove abbiamo usato il fatto
che la legge normale ¢ assolutamente continua.

2. Per rispondere, conviene definire nuove variabili aleatorie Y; := 1¢x,>¢40}. Allorale (Y;);
sono indipendenti (perche funzioni di variabili aleatorie indipendenti) e identicamente
distribuite con legge di Bernoulli di parametro

X; —500 _ 640 — 500
p = P{X;>640} =1 P{X, <640} = 1 IP’{ — — }

= 1—®(1.4) =1—0.91924 = 0.08076

Allora il numero degli studenti con punteggio maggiore di 640 ¢ Z?:l Y; ~ B(5,p), e
dobbiamo calcolare

5
5
P {ZY = 3} = (3)p3(1 —p)? = 10-0.08076° - 0.91924% = 0.00445
=1

Esercizio 6.

1. Dobbiamo calcolare il quantile di livello & = 0.9 per una variabile aleatoria X ~
N(63.7,(11.4)%), cio¢ trovare x tale che P{X < z} = o. Abbiamo
X —63.7 < T 63.7
114 = 114

0.9:IP’{X§93}:IP’{

Poiche Xl_fi’j ~ N(0,1), e per una variabile aleatoria N (0, 1) si ha gg9 = 1.28, abbiamo

che #2331 — 1.28, e quindi x = 63.7 + 11.4- 1.28 = 78.3.

2. Dobbiamo calcolare

X —63.7 _ 90— 63.7
> = >
P{X = 90} P{ 114~ 114

= 1—®(2.30) = 1 — 0.9893 = 0.0107

} =P{Z >230} =1—-P{Z <230} =



3. Il numero di ragazzi con “pressione alta” ¢ una variabile aleatoria binomiale con
parametri n =5 e p = 0.0107 (se si segue il criterio del punto 2.). Abbiamo allora

P{gn> 1} = 1—P{gng 1} =1- (g)po(l—p)5— G’)pl(1_p)4:

= 1-0.947633 — 0.051247 = 0.001121



