ESERCIZI ALGEBRA 2

19 novembre 2008 (14.00-16.30, AULA 1A150)

1. Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull’insieme X = {1,2,3,4,5,6} e sia G il sottogruppo ciclico di S generato
dall’elemento (123)(45). Il gruppo G agisce quindi in modo naturale sull’insieme X.

a) Quali e quante sono le orbite di G in X7 Quanti elementi hanno?
b) Il gruppo G agisce transitivamente su X ?

¢) Si calcoli lo stabilizzatore di 1 in G.

2. Sia G il gruppo delle matrici della forma ( g aél ) dove a,b € Z/13Z, a # 0.
a) Qual & 'ordine di G?

b) Si verifichi che N = {( é l{ > |be Z/13Z} ¢ un sottogruppo normale di G.

% > € G e se ne determini il periodo.

o

¢) Si controlli che g = <

d) E vero che il sottogruppo ciclico generato da g ¢ un sottogruppo di Sylow di G?

3. Nel gruppo Sy delle permutazioni sull’ insieme {1,2,3,4,5,6,7,8} si consideri il sottoinsieme
G={oeSs|o(x)<b5Vzxe{l,2,3,4,5}}.
a) Si verifichi che G & un sottogruppo di Ss.

C

)
b) Si determini una permutazione 7 € G di periodo 15.
) Esistono in G elementi di periodo 77

)

d) Si calcoli | G |.

4. Sia @ il seguente sottogruppo di GLs (C):

0= 1 0. i 0 ) 0 1. 0 i\ -1 0 ) —i 0\ 0 -1 1. 0 —i
o 0o 1) 0 —i )’ -1 0 )’ i 0 )7 o -1 )’ 0 ¢ )’ 1 0 ’ —i 0
(detto gruppo dei quaternioni). Si consideri I’azione standard del gruppo @ su C? determinata dal prodotto righe

per colonne.

0

(a) Determinare le orbite di ( 0

> e di ( (1) > ed i rispettivi stabilizzatori.

(b) Determinare il nucleo dell’azione.

(c) Determinare I'insieme dei punti fissi di C? per P'azione di Q.

)}



5. Siano (Gy;-) e (Ga;-) due gruppi ciclici non banali; sia G = G x G» il loro prodotto diretto. Si provi che il
gruppo G e ciclico se e solo se G e G5 sono finiti e hanno ordini coprimi.

6. Siano A = (Z/75Z;+) e B = (Z/48Z;+) due gruppi ciclici; si ponga G = A x B.
a) Si provi che G ¢ ciclico.

b) Si determinino i sottogruppi di G di ordine 12 e si verifichi che sono ciclici.

7. Sia o =(12)(345) € Ss; poniamo H = (o).
i) Siprovi che H = ((12),(345)).
ii) Si assegnino due omomorfismi distinti ¢ :Z — S5 e ¥ : Z — S5 tali che Imy = Imy = H.
iii) B vero che H = S3?

8. Si consideri il gruppo P = Sy x Sy (prodotto diretto esterno).
I) Sia D = {(0,0) | 0 € S4} C P. Si verifichi che D & sottogruppo di P, e che D non & normale in P.
IT) Dato (a, ) € P, si dimostri che Cp ((o, 8)) = Cs, () x Csg, (8).
IIT) Si contino i coniugati in P di ((234),(12) (34)).

9. Si considerino i gruppi abeliani G; = (C;+) e Gy = (C*;-); sia G = Gy x Gs.
(a) Caratterizzare gli elementi di periodo finito di G.

(b) Verificare che l'applicazione
p: G - G
(ZL’, y) = (4.’£, yﬁ)

¢ un endomorfismo di G; determinare Ker ¢ e dire se Im ¢ € ciclico.

10. Nel gruppo S5 si considerino le permutazioni

p
a=<12345>(12345)(12345)
5 4 1 2 3 31 5 4 2 3 2 5 4 1)
B=(125)(145).
(a) Siscrivano « e 8 come prodotti di cicli disgiunti e se ne determinino il periodo e la classe;

b) si verifichi che Baf~! = a~1.
(b) Baf

(¢) Qual & l'ordine del sottogruppo H = {(a, 5)7



